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PRODUIT SCALAIRE

Révisions : géométrie du plan
Exercice 1 (Différents types d’équation de droite dans le plan).
Le plan étant muni d'un repere orthonormal.

1. Donner une équation cartésienne de la droite

x=3+2t
y=1-1t.
2. Donner une représentation paramétrique de la droite d’équation 2x —3y = 4.

Exercice 2 (Projeté orthogonal d’'un point sur une droite).
Le plan étant muni d’'un repére orthonormal, on considere les points A(-1,1), B(3,-1) et C(1,4).
Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

Exercice 3 (Cercles).
Le plan étant muni d’'un repeére orthonormal. Soit A(0,0), B(2,1) et C(2,3).

1. Déterminer une équation du cercle de diamétre [AB].

2. Déterminer une équation du cercle circonscrit au triangle ABC.

Exercice 4 (Equation de la tangente).

Le plan étant muni d'un repére orthonormal. Soit € le cercle de centre I(a, b) et de rayon R.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur (u, v, w) € R3 pour que la droite d’équation
ux+ vy+ w =0 soit tangente a €.

Exercice 5.
Le plan étant muni d’un repére orthonormal. Donner I'équation du plan passant par A(1,—v/2)
et de vecteurs directeurs 7 = (1,8) et U = (=1,56).

Révisions : Géométrie de I'espace

Exercice 6 (Equation d’'un plan donné par deux vecteurs directeurs.).
Dans 'espace muni d'un repére orthonormé, donner une équation cartésienne du plan £ pas-
sant par le point A(1,0, 1) et dirigé par les vecteurs 7 (1,1,0) et 7 = (0,1,1).

Exercice 7 (D’un type d’équation a I'autre).
On se place dans I’espace muni d'un repére orthonormé.

1. Donner une équation cartésienne du plan de représentation paramétrique

x= 1+t+2u

y= 2+t+u (1w eR?
z= 3u

2. Donner une représentation paramétrique du plan d’équation x+2y—-z—-3=0.
3. Donner un systeme d’équations définissant la droite dont une représentation paramé-

trique est :
x= 4r+5
y= 3t+1  IER
z= t+3

4. Déterminer une représentation paramétrique de la droite donnée par le systéme d’équa-
tions :

x+y-3z+1 =0
2x+y-5z =0.

Exercice 8 (Equation d’un plan passant par trois points).
On munit I'espace d’'un repére (0, 7,7, k).
Parmi les équations cartésiennes ou représentations paramétriques suivantes quelles sont

celles qui correspondent a 'unique plan £ passant les trois points A(1,1,0), B(-1,0,4) et C(2,2,-1)?

1. 3x-2y+z-1=0; ¥ = l—s
x = 1-s+3t 3.9y = -1+2t » SteR
2.9y = 1+2¢ , STER z = 2s
z = 3s-5¢ 4. 2x+2z-2=0;

Exercice 9 (Point d’intersection de deux groites).
Lespace est muni d’'un repére (O, 7,7, k). On consideére les deux droites d et d’ de représenta-
tion paramétrique respective

x = 342t x = 1-3t
y = -1-t JLER y = 1+t JLER.
z = 443t z = 2-5¢t

Démontrer que les droites d et d’ sont sécantes en un point A dont on déterminera les coordon-
nées.

Exercice 10 (Droites définies par des contraintes).
Trouver les droites passant par le point A = (2,3, 1), paralléles au plan P:2x -5y +4z—-1=0et
sécantes aladroite D:2x—y+1=2=0.



Exercice 11 (Projection orthogonale). Utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Lespace est muni d'un repére orthonormé (O, 7, 7, 75). On considere les trois points A(-1,1,2), A .
B(0,0,1) et C(0,—1,—2). Exercice 17 (Classique).

L. . L Soient x1,..., X, des réels.
1. Vérifier que les points A, B et C ne sont pas alignés. .
1. Démontrer que

2. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC). ( n

2
n
3. Soit M le point de coordonnées (8, 10,5). Déterminer une représentation paramétrique de ) xk) <ny xi
la droite d passant par M et orthogonale au plan (ABC). k=1 k=1

4. Déterminer les coordonnées du point H, point d’intersection de d et de (ABC). et étudier les cas d’égalité.

. L 2. On suppose en outre que xj >0 pour chaque k € {1,..., n}. Démontrer que :
Exercice 12 (Projeté orthogonal).

Déterminer le projeté orthogonal H du point M(u, v, w) sur le plan 22 déterminé par les trois n noq
k=1

points A(1,2,3), B(0,1,5) et C(2,3,4). X
k=1"k

Exercice 13 (4 Perpendiculaire commune).

Déterminer la perpendiculaire commune a (D1) et (D2), puis la distance de (D1) a (D2) lorsque et étudier les cas d'égalité.

1. (D1) estla droite donnée par la représentation paramétrique (x =3+2¢,y=1+t,z=2—1) Exercice 18 (4s).
et (D2) est la droite donnée par le systeme d’équations cartésiennes (3x +2y+4z+8 =
0, x+y+z=0).

1. Démontrer que, pour tout n >0,
2. (D1) estla droite d’équation (x + z =2, y = —1) et (D2) est la droite d’équation (y—z+1 =

0, x+y=0). n
Y[ <2v2vas
f=o \| \k

Application du cours

s s s __ 1 I
Exercice 14. 2. En déduire la nature de la série de terme général u, = T o (0)-

— 1 1) = 1 /2 1 — 1 1 1
Onposeelz(—,o,—),egz(——, 7,—) etegz(—,f,—f) i
\/é \/E \/é 3 \/é \/g \/g \/g E.x)ercwe 19 (A)
- 3 Démontrer que pour tous Xi,..., X, €R,
1. Montrer que (ej, ez, e3) forme une base orthonormale de R

2. soit U = (x, ¥, 2) € R3 calculer les coordonnées de 7 dans cette base. ( L )2 1 i 2
— - X7
k
Exercice 15. k=1 2k 3 k=1
On pose e] = (0, 1.—1_): ei: (_1:0,0) ete3=(0,1,1) , Exercice 20.
1. Montrer que (e1, e2, e3) forme une base orthogonale de R Soit x, y, z trois réels tels que 2x? + y? + 522 < 1. Démontrer que (x+ y + 2)® < %.
2. Trouver des réels a, B ety tels que (aeTf, ﬁe_g’, ye_é) forme une base orthonormale de R3
3. soit 1 = (x, y, z) € R3 calculer les coordonnées de 7 dans ces deux bases. Projection orthogonale et réduction
Exgrﬁce 16 (Orthglormalisation_gl'une base). Exercice 21 (Une projection).
Soit u; =(1,0,0), up =(1,1,0) et ug = (1,1,1) Soit E = {(x,y,z) € [R3/x+y—2z=0}
1. Montrer que (17, 43, u3) forme une base de R3. Est elle orthonormale? orthogonale? 1. Donner une équation et une base de EL
2. Trouver un réel a tel que 3 = 3 + al; soit orthogonal a 1y 2. Donner une expression de pg
3. Trouver des réels § et y tels que e3 = u3 + fu] +ye, soit orthogonal a e; et a uj. 3. Donner une expression de p .1 .
4. Montrer que (1,23, %) forment une base orthogonale de [R&s, en déduire une base ortho-

Exercice 22 (Une projection).

normale. — —
Soit e; = (1,1,0) et e = (0,—1,1) deux vecteurs

5. Recommencer ce procédé avec la famille ((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)) . X . . X . .
1. Donner une équation cartésienne et une représentation paramétrique du plan vectoriel

2 engendré par ey, e;.

2. Donner une équation cartésienne et une représentation paramétrique de 2+



3. Donner une expression de la projection orthogonale sur .
Exercice 23 (Une projection).
Soit € =(1,1,1)

1. Donner une équation cartésienne et une représentation paramétrique de la droite & en-
gendré par ¢.

2. Donner une équation cartésienne et une représentation paramétrique de 7+

3. Donner une expression de la projection orthogonale sur 2.

Exercice 24 (Réduction de matrice symétrique).
Diagonaliser dans une bases orthonormale les matrices suivantes

A= B=
1 0 -1 0

Exercice 25 (Réduction de matrice symétrique).
Diagonaliser dans une bases orthonormale les matrices suivantes

1 0 1 1 0 0 1 0 1

Exercice 26 (Réduction de matrice symétrique).
Diagonaliser dans une bases orthonormale la matrices suivante

1 1 1
A=[1 1 1
1 1 1

Exercice 27 (Orthogonal d’'un sous-espace vectoriel dégénéré).
On se place dans R”, donner o}t etrL

Exercice 28 (4a Propriétés de I'orthogonal).
Soit F et G des sous-espaces vectoriels de R”
1. Montrer que (FJ-)J' =F
2. Aton (FNG)t =FtnGt?
Exercice 29 (Calcul d’orthogonal).
Dans chacun des cas calculer E+
1. E={(x, y)eR?/x—y=0}
2. E={(x, 5, 2 eR3/x-y=y-2=0}
3. E={(x, 5, 2 eR3/x+y-2z=0}
4. E={(x1, ..., xp) €R" [x1 + xp + - x = 0}
Exercice 30 (4 Orthogonal et base). 1. Soit (é7, ..., €5) une base orthonormale de R” expri-
mer simplement I'orthogonal de Vect(ej, ..., ep) ot € [1, n—1]

2. Soit E et F deux sous-espace vectoriel de R", on note (e_f, . e_,,;) une base orthonormale
de E et (f1, ..., fr) une base orthonormale de F, montrer que F = E2 si et seulement si
(e_f, . e_r;, fi, ..., fr) estune base orthonormale de R".

Exercice 31 (sous-espaces vectoriels orthogonaux).
Soit F et G deux sous-espace vectoriel . On dit que F et G sont orthogonaux si et seulement si

YVieEYUeG (U, V)=0
. Montrer que si F et G sont orthogonaux alors FN G = {01

. Montrer que F et F -+ sont orthogonaux.

. Si F et G sont orthogonausx, et si G et H sont orthogonaux qu'n est il de F et H.

=W N

. Soit (e7, ...,e_,;) une base de F et (fi, ..., fr) une base de G, montrer que F et G sont or-
thogonaux si et seulement si

vie[L, pl,Vje[l,r] (&, fj>=0

Exercice 32 (4a Caractéristiques d’une projection).
Soit pr la projection orthogonale sur F sous-espace vectoriel de R”, et p L la projection ortho-
gonale sur F L Démontrer les propriétés suivantes

1. propr=pF

2. Ker pr =rt etlImprp=F

3. proppL =0etpr+pp1 =idgn.

4

. On suppose de plus que F # {0} et F # R", montrer alors que les valeurs propres de pr
sont 0 et 1 et donner les sous espaces propres associés.

Statistiques

Exercice 33 (Ecart-moyen et écart-type).
On appelle écart-moyen de la série statistique (x;);=1,., le réel

n . ¥
_ i kX
n

Démontrer que I'écart-moyen est toujours inférieur ou égal a I'écart-type o (conseil : utiliser
I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

Exercice 34 (Droite des moindres carrés).

On considére une série statistique a deux variables {(x;, y;); 1 < i < n}. On note D; la droite de
régression de Y par rapport a X et D7 la droite de régression de X par rapport a Y. Démontrer
que D = D; si et seulement si tous les points (x;, y;) sont alignés.

Autres

Exercice 35 (Géométrie du triangle).

Le but de 'exercice est de démontrer que, dans un triangle ABC, les trois bissectrices intérieures
sont concourantes et que le point d’intersection est le centre d’'un cercle tangent aux trois cotés
du triangle. Pour cela, on considére P le plan munit du produit scalaire usuel, D et D’ deux
droites distinctes de E, u et v des vecteurs directeurs unitaires de respectivement D et D’. On
pose w = u+vetwy = u—v, Dy ladroite dirigée par w; et Dy la droite dirigée par ws.



. Démontrer que (u, v) €] —1,1[.

. Démontrer que D] = Dé—.

Soit x = au + Bv un vecteur de E. Calculer d(x, D)? et d(x, D)2 en fonction de a, §, u et v.
Démontrer que d(x, D) = d(x,D') < xe€ DjuUD;.

GOk W

. On suppose que x est non nul. Démontrer que x € D; si et seulement si cos[m) =
cos (v, x)).
6. En déduire le résultat annoncé au début de I'exercice.

Probléemes

Exercice 36 (D’aprés M.Bacquelin).
1 0 1

Soit a unréel et Mg lamatrice| o 4, ¢

1 0 1

1. Réduction de la matrice My

(a) Lamatrice My est-elle diagonalisable?

(b) Selon les valeurs de a, donner I'ensemble des valeurs propres de M, ainsi qu'une
bases chaque sous-espace propre.
Trouver une matrice P, inversible et une matrice diagonale D, dans .43 (R) telle que
Mg =PD,PT.
(d) Pour tout entier naturel n, exprimer la matrice M.

=

<

(c

2. Quelques considérations particuliéres.
(a) On suppose a = —2. Donner le plus grand entier naturel n pour lequel la famille
(I3, Mg, ..., MZ) estlibre dans .#3 (R).

(b) Onsuppose a =2 Montrer que %Ma estlamatrice, dans la base canonique de .43 1 (R),
de la projection orthogonale sur Ep.

Exercice 37 (D’aprés M.Bacquelin).

1. On consideére les vecteurs U = (1;0;0), v = v2(0;1;0), W = v2(0;0;1) et Z le plan de R3
admettant pour équation dans la base canonique :

y—z=0.

Déterminer les projetés orthogonaux des vecteurs %, U, w sur le plan & et vérifier qu'ils
ont méme norme.
2. Soit (e_{; e5; e_3>) la base canonique de R3 et ay, az, az trois réels tous non nuls. On suppose

qu'il existe un plan 2 tel que les projetés orthogonaux des vecteurs aj ej, ap e; et azes sur
ce plan aient tous la méme norme que 'on notera d.
On considere (H ; a) une base orthonormée de Pe¢ € 3 vecteur normal a .2 de norme 1 .
On note p la projection orthogonale sur le plan 2.

(2) Donner une expression de p (e;) pour i € {1,2,3} a 'aide des vecteurs & et &3.

(b) Montrer que pour tout i € {1,2,3},ona:

- = SN d \?
(ej, 51>2+<€i: 52>2:(7)
a;

3
2
(c) Montrer que: Y — = =z
1

A~

w

i=
(d) Pour tout i € {1,2,3}, montrer que |a;| > d puis que :
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