I Ladiffusion

nnx

1. Lafonction w(t, x) — cos (T) est de classe €2 sur R, x [0; L], et pour tout ¢ € R, et pour tout x € [0; L]

Z—L;)(t,x) = —%sin(nnx)

et donc
2

(3371;}(1‘, 9= () eos( ") =~ () w

de plus pour tout £ € R,

a—w(IO)——Esin(O)—O

ox L B
et

Gw(tL)__nnsin(nnL)_O

ox 7 L L)

Comme cette fonction w n’est pas identiquement nulle.

2

. N nm\?2 ;
w est une fonction propre associée a la valeur propre — (T) pour I'opérateur ~57
ox

2. (a) Siuestde cette forme

VIER,Vx€[0; L] ou, x)—a’(t)cos(nonx) az—u(x t)—‘(ﬂ)za(t)cos(mﬂx)
" ’ or " L P L

Pour que u soit solution de (1.1), il suffit que a vérifie.

2
VieR, a'(f)= —d(%) alt)

Donc il existe A réel tel que
2
VteR, a(t):Aexp(—d(n—) t)

Un calcul rapide permet de montrer que

u: Ryx[0;L] — R
(t,x) — AeXP(—d(nL;)Zt))cos(nonx)

L

est solution de (1.1) avec condition (1.2) La condition initiale ©(0, x) = cos(nm7x/L) et le fait que exp (0) =1
impose A=1

Une solution de 1.1 avec condition aux bords 1.2 et condition initiale cos(nnomx/r)
NoT\2 nomTXx
est (£, x) — exp _d(T) 1) cos( 7 )




(b) e Sinyg=0
Vxe[0; L] Iim wu(x,t)=1
t—+o0o

Les solutions sont constantes par rapport au temps et a ’espace.
e Sing >0, etd=0,lasolution est constante par rapport a la variable ¢

. nomx
Vxe[0; L] tEeru(x,t):cos( T )

Siil n'y a pas de diffusion, il n'y a a pas d’évolution temporelle.
e Sing>0etd >0, alors

Vxe[0; L] tlir+n ulx,t)=0
—+00

Siil y a diffusion la situation initiale s’estompe avec le temps.

3. Soit u et v dans S deux solutions de (1.1) avec conditions (1.2), on pose pour ¢ € R
L
F(n)= f (u(t,x) - v(t,x))*dx
0

e Lafonction (t,x) — (u(t,x) — v(t, x))? est continue sur R, x [0; L] car u et v le sont, car éléments de S.

d
¢ La fonction (z,x) — E(u( t,x) — v(t, x))%est continue sur R, x [0; L] car u et v le sont, car elle sont éléments
de S.

On peut donc appliquer le théoreme donné dans I'énoncé, F est dérivable sur R, et pour ¢ € R, fixé

E(t) —fLi(u(t x) - v(t,x)*dx
de " Jo ot '

ZIL(a—u(t )—@(t ))( (t,x)—v(t,x)d
| | or (69— 5; (60 () — vt x)dx

L (6%u 0*v squati
:2/ d(—z(t,x)——z(t,x))(u(t,x)—U(t,x))dx équation (1.
0 0x 0x
L{A2( _
:de (a(u—zy)(t,x))(u(t,x)—v(t,x))dx linéaris
0 0x
_ L L _ 2
:Zd( OW=0) oyt ) - vit, 0 —f (M(t,x)) dx) P
o Jo 0x
_ _ L _ 2
:2d( W=V 1yttt 1y - vt 1) - 2 ”)(t,L)(u(t,O)—v(t,O)]—f (6(” ”)(t,x)) dx)
0x 0x 0 0x
Ligu—v 2 o ,
=2d([(0—0)(u(t,L)—V(t,L)—(0,0))(u(t,O)—v(t,O)]—f ( (t,x)) dx) conditions aux bords (1.:
0

L _ 2
= _2df (a(u v) (t,x)) dx
0 0x

Comme L >0 et d > 0, par croissance de I'intégrale on en déduit que F' () < 0. F est donc décroissante, positive
car intégrale d'une fonction positive dont les bornes de I'intégrale sont dans le bon sens. De plus, en utilisant la
condition initiale

L L
F(0) =f (u(0,x) - v(0,x))* dxzf 0)2dx=0
0 0

On en déduit
VieR, F(r)=0



et I'intégrale d'une fonction positive continue ne peut étre nulle que si cette fonction est identiquement nulle !

Ce qui démontre que
Vxel[0; Ll u(t,x)-v(t,x)=0

et donc le raisonnement étant valable pour tout ¢

Dans ces conditions, pour tout t € Ry, pour tout x € [0; L], u(t, x) = v(t, x)

4. Par linéarité des opérations de dérivation et en utilisant le résultat de 2), on trouve une solution
N
npm\2 nomx
(£, x) — anexp(—d(%) t))cos( OL )

n=0

De plus la question précédente permet de montrer que c’est la seule.
En supposons d > 0, c’est a dire qu’il y a diffusion, pour x € [0; L]

NomTXx

[E?wanexp(—d(%)z t))cos( )zao

5. Quand ¢ devient grand, les variations spatiales de la condition initiale disparaissent et il ne reste que la compo-
sante constante de la condition initiale.
De plus si n; < ny sont deux entiers

exp(—d(’%”)2 t)) [jooo(exp(—d(%”)z t)))

n
ce qui justifie que la composante des conditions initiales de fréquence spatiale f, = i tends vers 0 beaucoup

n
plus vite que la composante de fréquence fi = i

II Une équation de réaction-diffusion.

1. Casd=0
Dans ce cas 'équation (2.4) devient

ou
E(t,x) = f(u(t,x)) (2.4.2)

Il n'y a plus de dépendance en x, si on raisonne a xy fixé (mais quelconque) dans [0; L] on peut écrire I'équation
sous la forme

1 3 = Flatt, o)

dr »y A — » A

(a) Etude linéaire.
i. Comme f est dérivable, elle admet au voisinage de 1y, un développement limité a I'ordre 1
fluo+h) hzof(u0)+hf’(uo)+o(h) DL1

h:O hf (ug) +o(h) car uy est un équilibre

doncI'équation (2.4.a), peut s’écrire

d(ug + )(1)
dr

1. Contraposée du théoreéme de croissance de I'intégrale, appliqué a une fonction positive non identiquement nulle

(t,%) = f(uo + a(1)




ii.

donc par linéarité de la dérivation et dérivation d’'une constante

da(t
%(L x) = a(t) f'(uo) + o(a(1))

donc tant que i(¢) est assez petit, on peut négliger o(ii(¢)) et on obtient

di(t)
dz

La solution de cette équation avec condition initiale est

(t,x) = a(t) f' (wo)  @(0) = 1(xo) (2.4.b)

t— up(xo) exp (f (xo) 1)

La condition nécessaire et suffisante pour que la solution tende vers uy quelle que soit la petite pertur-
bation initiale, et quelque soit x € [0; L] est que thP exp (f'(xp)t) =0
—+00

La condition nécessaire et suffisante pour que uy soit un équilibre asymptotique-
ment, stable est d’avoir f’(ug) <O0.

(b) Etude non linéaire.

i.

ii.

On sait que f est dérivable en 1y, elle admet donc un développement limité a I’ordre 1 en ce point.

fw = f(uo) + (u— up) f' (uo) + o(u — ugp)

Comme u est un équilibre, f(uy) =0 et donc
(u=uo) f@) = (=) f'(uo) +o(—up)?
ce que 'on peut écrire quand u est proche de ug

(u—ug) f(w) = (u— 1) f' (uo) + (1t — )€ (1 — 140) lime(7)=0 (%)

Comme [’(up) < 0, en utilisant la définition de la limite limj_&(h) = Oon montre qu'il existe un réel
1> 0 tel que

! !
Yhe [-n;1] Mgg(h)g_m
2 2
et donc par multiplication par un réel positif
!
Yue [ug—m; up+n] (u—uo)ze(u—uo)g—(u—uo)Z@

puis

2 f/(UO)

Vuel[ug—muo+n|  (u—up)?f (uo) + (u—up)®e(u— up) < (u—up)*f'(uo) — (u— up) 5

et donc en utilisant la formule (x* *)

)zf,(uo)‘

Il existe 77 > tel que pour tout u € [ug —1; up +1] ona (u— up) f (u) < (u—up 5

Remarque : Lexistence d'un plus petit t*, n’est pas complétement évident, voir I'annexe.



Cas u(t*,x9) = up+n etque t* estle premier instant ou1 cette égalité a lieu. Alors
ou

T (t*, x0) = f(u(t*, x0))

et d’apres la question précédente

nf(t*, x0) <n*f (up)/2<0

Comme 7 > 0, on obtient

fu(t”, x0) <0

De plus %(t*,xo) > 0 car par définition de ¢* pour tout £ < t*, u(t, xg) < u(t*, xo)
ce qui est contradictoire.
Cas u(t*,x9) =ug—n
—nfu(t*, x0)) < (=) f' (o) 12 < 0
ce qui démontre que
flu(t™, x0)) >0

ou
Or pour tout ¢ < t*, u(t, xg) < u(t*, xp) donc, E(t*’x(]) < 0 ce qui est en contradiction avec I'équa-
tion 3
u
— (%, x0) = f(u(t*, x0))
3 0 =rf 0
Par’absurde cela montre qu’il n’existe pas de temps t*, tel que u(t*, xo) atteigne les bords de I'intervalle.
Siil existait un temps #; tel que u(#, xo) > Oup+n ou u(ty, xo) < Oug—n, alors la fonction ¢ — u(t, xp) étant

continue et u(0, xp) € ] Up—1; Up+1 [, en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, on montrerait
I'existence d'un temps 71, tel que

u(ty, xp) = up—1 ou u(ty, xo) = up +1

ce qui est en contradiction avec ce qui précede, et donc par I'absurde :

Il existe 17 > 0 tel que pour tout 7 € Ry ; u(t, xo) € |t —1; up +1]. ‘

iii. v est dérivable sur R, et

, ou
VieR, v (1) = 2(u(t, xg) — uo)a(f,xo)

On commence par remarquer que A existe et est dérivable car les solutions sont définies et dérivable
pour ¢ € R, et une exponentielle est toujours non nulle

v(1)
VieR At) = ——=v(t - z
te 0 o ) v(t)exp (—f (uo)t)
Donc pour t € Ry
A1) = (V1) - fug)v(r)) exp (- f(uo)t)
= 2(u(t,xo)—uo)%(t,xo)—f(uo)v(t) exp (- f(uo)1) dérivée de v

= (2(u(t, x0) — uo) f (u(t, x0)) — f (uo) (u(t, x0) — tp)?) exp (= f(up)t)  équation 2.4 avec d =0
Or dans la question précédente nous avons démontré que u(t, xo) € |up —1; up +n|[, on peut donc uti-
liser 1.b.i, ce qui démontre que (Z(u(t, Xo) — up) f (u(t, x0)) — f (uo) (u(t, x9) — uo)z) < 0 et par positivité de
'exponentielle, on en déduit que A’ est négative sur I'intervalle R,, donc décroissante.
Comme de plus A est a valeurs positives cette fonction est bornée.
Comme f(up) <0 on alim;_..oexp (f'(uo)t) =0.
Le produit d'une fonction bornée et d’'une fonction de limite nulle est de limite nulle >

2. asavoir démontrer



Jim A () exp (f'(up)t)=0

lim v(f)=0
t—+o00

ce quiimpose lim u(z, xo) = up
t—+oo

Sid=0et f(uy) <0, up est asymptotiquement stable.

2. casd>0
(a) Etude linéaire
. N . . Pu 0%
i. C’estle méme raisonnement que précédemment en remarquant que 232
%(t x)=f,(u0)b_t(t x)+d@(t X) 1(0,0) = uy,(0,e) (2.6)
ar SRR A

ii. On cherche (¢, x) sous la forme a(¢) cos (%), qui vérifie bien les conditions aux bords (1.2).

nx
L'équation 2.6 et la condition initiale u(0, x) = ay cos (T) s’écrivent 3

nmy2
a0 =ap a(t)=a() (f’(uo) —d(=) )
L
11 faut admettre 1'unicité de la solution lorsque 1'on étudie le probleéme : équation (2.6) + condition aux
bords (1.2)+ condition initiales (0, ) = agcos (77+/1), la solution trouvé est alors la seule.

2
La solution est donc i : (¢, x) — ay exp((f’(uo) - d(n—ljr) ) t) cos(%)

, nm\2
Comme, pour tout x € [0; L], f (MO)_d(T) <0

Vxe[0; L] tlilll u(t,x)=0
—+00

up est asymptotiquement stable pour des petites perturbations initiales de la forme
nTx
aoexp((f’(uo)—d)t)cos(T).

(b) Etude non linéaire

i. On commence par "rappeler"”

Théoréme 1.
Soit h une fonction de classe €2 sur Uintervalle [a; b, si h atteint un maximum local en xg € |a; b| alors

h'(x)=0 h'(x)<0

3. cos non nul



ii.

Ce résultat n’est plus vrai si le maximum est atteint au bord de I'intervalle, on pourra s’en convaincre en
étudiant x — x2 sur [—1; 1]. Par contre si & atteint son maximum local en a et que I'on rajoute 'hypo-
these 1’ (a) = 0 alors on peut montrer que /" (a) < 0. (voir annexe)

Raisonnons par I'absurde et supposons que ¢* soit fini, supposons de plus que sup q.;) ¥(t*, x) =
up + 1, 'autre cas se traiterait de la maniere symétrique, en commencant par adapter la remarque préli-
minaire a un minimum local.

La fonction x — u(t*,x) étant continue sur I'intervalle fermée borné [0; L], d’apres le théoréme des

bornes atteintes, le sup est un maximum atteint en un point que I'on note x*. Si on fixe ¢* la fonction
2

ou 0“u
x— u(t*,x) a pour dérivées premieére et seconde x — % (t*,x) et x — F(t*,x). Grace a la condition
X
aux bords (1.2), on peut appliquer la remarque préliminaire et en en déduit que
’u (2 <0
~ 0 X )X
0x>
D’apres 1bi on sait que f(u(t*, x*)) < (u(t*, x*) — ug) f'(up)/2 < 0 on en déduit que

au * *

—(t",x7) <0

T ( )

Da’utre part et de la méme facon qu’en I1.1.b.ii, t* étant le plus petit instant ol u(t,x*) = ug+7
Vee [0 t*]  u(tx®) <u(t*,x")

ce qui implique
Ou (t*,x*)>0
. X )=z
ot

t* n'est pas fini. ‘

Et donc de la méme fagon que précédemment

VieR,Vxel0; 1], u(t, )€ |uo—1 o+ |

Pour te R,

ﬂ(r)—fL Ou(t,x) — up)*
dr " Jo ot

Lou
:2f —(t, x)(u(t, x) — ug) dx
o Ot

0%u
0x

dx th admis en 1.2

L L
= 2[ fu(t, x)) (u(t, x) — up) dx+2df —Z(t, x)(u(t, x) — up) dx)dx équation (2.4)
0 0

L ou L Liou 2
=2f fu(t, x))(u(t, x) — up)dx +2d [—(t,x)(u(t,x) — Up) —de (—(t,x)) dx
0 0x 0 o \0x

Or comme d >0

L ou 2
—2df (—(t,x)) <0
0 0x

en utilisant la condition aux bords (1.2)

L

ou ou
— (&, L) (u(t, L) — up) — =— (£,0) (u(¢,0) —up) | =0
0 0x 0x

ou
— (t, x) (u(t, x) — up)
0x

IPP



III

En utilisant le fait que pour tout ¢ € R, pour tout x € [0; L], u(t, x) € ] Ug—1; Up + n[ etl'inégalité montrée
en IL.1.b.i etla croissance de I'intégrale

fOLf(u(r, 20)(ult, %) - o) dx < fl(zu") fOL(u(t, x) - up)*dx
Donc qv F o)
VieR, ()<= V()
donc
VieR, %m exp (~f'u)t/2) < @V(t) exp (~f'(w)1/2)
puis

dv !
VteR, T (1) exp (~f wo)t/2) — @ V(1) exp (-f'wo)t/2) <0

La fonction W t — V(1) exp (—f’(uo)tlz) est donc de dérivée négative donc décroissante sur I'intervalle R,

VteR, W < w(0)

donc
VieR, 0< V(1) <W(0)exp(fwot2)

et comme [’ (1) < 0 le terme de droite tend vers 0

lim V() =0
t—+o0

Systémes d’équations différentielles

(a) Comme U, et U, sont associés a des valeurs propres distinctes, le théoréme de concaténation affirme qu'’ils
forment une famille libre. donc rg ((U; | Uz)) = 2 qui est égale a sa taille, donc

P est inversible

La matrice est diagonalisable, (U;, U,) forme une base de vecteurs propres donc :

m=p|h O|p
0 A

pimp=|M 0
0 A

(b) Ona



dy dp1x

E(t) = T (1) définitionde Y
4 dX L L 1 .
=P ar (1) linéarité de la dérivation, P~ matrice constante
=P IMX(p équa-diff
= A0 PIX(1 question précédente
0 A

_ A1 O Y (0
0 A

x(1)

Onnote Y (t) = (
y(1)

), le systeme d’équations différentielles précédent s’écrit

dx
E(t) =2A1x(1)

dy _
E(t) = y(2)

Aexp (A1)

les solutions sont les fonctions définies sur R, de la forme ¢ — Y (¢) = ( ) ou Aet B

Bexp A2 1)

A
sont des constantes réelles qui vérifient Y (0) = ( )
B

(c) On commence par remarquer que si X(t) = (a(t)) alors
b(1)

lim X0 =0@( lim a(f)=0et lim b(r) =o)
r—+o00 r—+o00 r—+o00

En effet | X(1)|| = v a(t)? + b(1)?2 donc le sens < est immédiat, dans "autre sens il suffit de remarquer que
o<la@® < I1X@I

et d’utiliser le théoreme des gendarmes.

* 1) = 2). Supposons que que pour tout valeur initiale Y (0), lim;— 1 | Y (#)|| = 0 cela implique en utilisant

1
la remarque précédente, et la condition initiale Y (0) = (

) et le résultat de la question précédente
1

tkrflooexp A1H=0 tkrpooexp A28)=0



2.

ce qui implique

A1<0 A2<0

¢ 2) = 1), supposons que 1; < 0 et A, < 0, alors les solutions pour Y (f) sont ¢ — Y (¢) = (Aexp Mlt)),

Bexp (A1)
quelles que soient les valeurs initiales de Y les deux composantes tendent vers 0 donc

lim |Y (5] =0.
—+o00

a(r)

* 3 el)SiX)=
b(t)

) a une norme qui tend vers 0 en +oo alors a(t) et b(t) tendent vers 0. Donc

@ b X)) = aa(t) +pb(n) a ses deux composantes qui tendent vers 0 donc sa norme tend vers 0,
Yy 6 ya(t) +6b(t)
donc sa norme tend vers 0.

11 suffit d’appliquer remarque a

X =PY(®) Y®=P'X©®

(a) Notons U un vecteur propre associé a 11 et V un vecteur non colinéaire a U, (théoreme de la base incom-

(b)

b
pléte), alors (U]V) est une matrice de passage donc inversible. et en posant (

C
m=p|M P|p
0 ¢

b , R . R
M et ( ! ) sont semblables, représentent le méme endomorphisme, donc partage les mémes valeurs
0 ¢

propres. Comme les valeurs propres d’'une matrice triangulaire se lisent sur la diagonale, et que la seule
valeur propre de M est A; celaimpose ¢ = 1;.
Remarque: Si b =0, alors M est égalea A, I».

) I'image de V par’endomor-

phisme canoniquement associé a M

Il existe P inversible et b € R tels que P~' MP = (/11 b )
0 A

Comme dans la question 2, on pose Y () = P~1 X(¢) et on note

y(n=""
v(t)
Léquation (3.7) est alors équivalente au systéme

du
E(t) =Au(t)+bv(t)

dv
E(t) = Av(r)

10



(@)

Les solution pour v sont les fonctions t — Aexp(A; t), o A est une constante réelle et u doit donc vérifier
du
T () =A1u(t) + Aexp(A¥)

En utilisant la méthode de la variation de la constante on trouve qu’il existe une constante B telle que u :
t— (— At + B) exp’ A, t). On vérifie rapidement que ces fonctions sont bien solutions.

(At +B)exp(A; 1)

Les solutions de (3.7) sont t — P
Aexp (A1)

) ol A et B sont des constantes réelles

Le théoreme des croissances comparées affirme que la limite lim;_. ., fexp (A;) est déterminée par le signe
de 11, on peut conclure de la méme maniére qu'en 1.c.

VX(0) € Mo (R),Iim | X ()] =0 A; <0

MU =MU le conjugué est compatible avec le produit et la somme
=MU M est a coefficients réels
D’autre part
MU= (a+ib)U U vecteur propre associé a a+ib
=(a+ib)U
=(a-ibU

On en déduit que - -

MU = (a-ib)U
donc U est un vecteur propre non nul associé ala valeur propre (a — ib), comme b est non nulle (a—ib) et
a+ib sont deux valeurs propres distinctes, U, U forment une famille libre de .45 ; (C).

Soir a et  deux réels tels que
alU; + ,BUQ =0

On constate que

alU + BU, =Re(a—if)(U; +il>)

= % ((oc— iBYUL+iUs) + (a—iB) (U + iUz)) car z+z = 2Re(z)
1
=5 ((@=ip) U +iUp) + (@+ BV - iUn)

donc
(@—if) (U +ilb) + (a+if) (U1 —iln) =0

or la famille U, U est libre, on en déduit

a—iff =0

a+if =
et donc

a=p=0

11



(b)

(©

U, et U, sont linéairement indépendant dans .4 (R)

U; + iU, est un vecteur propre de M associé a la valeur propre a + ib.
MU, +iU,) = (a+ib)(U; +iUs)

donc
MU, +iMU, = aU; — bUg +i(bU1 +aly)

Les matrices M, U et U, étant a coefficients réels, on peut identifier parties réelle et imaginaires
MU, = aU, - bU, MU, = bU; + alU,
ce qui peut s’écrire

b
MU U) = (h1Up) | @
-b a

La matrice P étant inversible

pipm=| % Plp
-a b

u(r)

On note Y (f) = ( ), de la méme maniere qu’en III.1.b par exemple, on trouve que les fonctions r et 6

V(1)
vérifient le systéme

% =au(t)+ bv(t)

dr

ﬂ =-bu(t) +av(t)

dr

donc r et 0 vérifient le systeme
dr de . .
E(t) cos(0(r) — r(t)a(t) sin(@(t)) = ar(t)cos(0(1)) + br(t)sin(0(1))
%(t) sin(6(1)) + r(t)%(t} cos(@(1)) =-—br(t)cos(@(1))+ar(t)cos(@(1))

En calculant cos8 () L1 +sin(6(#)) L, et en utilisant la formule cos?(x) + sin?(x) = 1, on trouve

e b dr
r vérifie I'équation a(t) =ar(t).

Cette équation a pour unique solution r — r(0) exp (at)

et donc les solutions Y vérifient
Y]] : £ =Y (0)||exp (al)

On adonc
(VY(O) € M1 (R) tlir_&l 1Y (ol :0) o a<0
Comme dansIIl.1.cona

(vxOesta®  lm 1X@I=0) & (VY@ elos®  lim |Y(0]=0)

12



(VX(O) edry®  lim [X(1)]= 0) & a<0

4. (a) SoitAeC
A eSp(M) & M — AL, non inversible

mp—A my -0

ms m4—7L

< det

o (m—A)(mg—A)—mgmy =0

E=2 )LZ—(m1+m4)/1+m1m4—m3m2=0

Les valeurs propres complexes de M sont exactement les racines de X2 — (m; + mg) X + det(M).

Ce polyndéme a deux racines (ou une racine double) dans C que 'on note 1; et A, comme il est unitaire
X% - (m1 +mg) X +det(M) = (X — A1) (X - o)

en développant et en identifiant les coefficients on obtient que

Les valeurs propres complexes de M, 1) et A,, vérifient 1,1, = det(M) et A} + 1 = m; + my.

(b) On note (*) la propriété

VX edra®  lim I X(@0]=0

Cas deux racines simples réelles 1l est aisé de vérifier que deux nombres réels x et y sont de méme signe si
et seulement si xy >0

V(x,y)€eR®*  (x,y strictement négatifs < xy>0etx+y<0)

D’apres la question 1 de cette partie (x) est vérifiée si et seulement si les deux valeurs propres sont
strictement négatives, et donc en utilisant la remarque précédente on peut conclure.

Cas une racine simple réelle Dans ce cas la le signe de 1; est donné par 1; + A, et )L% > 0 et en utilisant la
question 2 de cette partie on peut conclure.

Cas deux racines complexes conjuguées (a ne peut pas étre nul)

A=a+ib Ay=a—-1ib

on adonc
M+A=2a MAr=a®>+b*>>0

le signe de a est donné par la somme des racines. On peut alors utiliser la question 3 de cette partie.

(VX(O) edry®  lm |X(0)] = 0) o det(M) >0 et my +my <0
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Systéme de réaction-diffusion

1. Soit (1, v) € R?, par définition du systéme on ne peut pas avoir vy = 0

(up, vo) estun équilibre ... &

Les deux équilibres de la réaction du systeme sont (ug, vg) = (—2,2) et (1o, Vo) = (2,2).

Remarque : Il me semble que que le uy négatif n’a pas de sens physique.

(a) Pour une lecture plus facile on omet les variables (¢, x)

dia du
dr dt
de plus
u® (o + )* _
——Uu=—-Up— U
v vo+ D
Ug + 2ug it + o(it) _
=———V—— " Up—u
v
vll+—
Vo
uj +2ug it + o(i) 7 ) )
=——|1-—+0)|-up—u
Vo Vo
”(% Uy _ ”S_ _ _ _
=—+2—u-—v-up—u+o(i)+o(D)
vo Vo U
Uy _ uS_ _ _ _
=2—u—-—v—u+o(@)+o(D)
Vo v
0
RU—TD

u? —2v = (ug + i)* - 2v9 — 27
= U ++2upit— 2y — 20 + 0(i)

=4u—-20

On trouve donc

40 _d
dr  dr

=)
&
—

(t,x) =

-1
-2

&

(t,x)

14

DL1

1
DL1de x— ——
1+x

développement, on enléeve les termes d’ordre 2 ou plus

car ug, Vg est un équilibre

valeurs de ug et vy

valeurs de ug, vg



(b) On note M; la matrice apparaissant dans I’équation précédente. On fixe x dans [0; ]. On peut utiliser I11.4.b
tr(M)) =1+-2<0 det(M7) =1x(-2)—4x(-1)>0
Donc quelle que soit la perturbation initiale suffisamment petite (i(0), #(0)) on a
IEIJPOO u(t,x) = tErPoo v(t,x)=0

Ce qui démontre que

Léquilibre (1, vo) est asymptotiquement stable.

Remarque : Lors de la résolution des systemes dans la partie III, sauf dans le cas une valeur propres réelle
double, on peut démontrer que les normes || X (|| sont décroissante ce qui assure que 1’on ne sortira pas du
domaine de validité de 'approximation linéaire que 1'on a fait si les conditions initiales sont suffisamment
petites.

(a) Dans le cadre d’approximations des petites variations, en reprenant les calculs précédents et en omettant
les variables

ar “ox2
9 —4u—217+dﬁ
ar Y 9x2

Comme dans la question 1.2 nous allons chercher deux fonctions de classe €' sur R, telles que

VteRy,Vxe[0; 1] | ;= |aBcosnn)
v B(1) cos (nx)
Le systeme d’équation devient

%
dt
((11—'[;([) cos(Q)nx) =4a(t)cos(() nx)—26(t)cos(() nx)— nzd,,ﬁ(t) cos(() nx)

(t)cos (O nx) = a(t)cos(() nx) —P(t) cos(() nx) — n®dy,a(t) cos(() nx)

11 suffit que « et § vérifient

%(t) =a(t) - B(t) — n*dya(t)

%(t) =4a(t) - 2p(t) — n*d, f(1)

2 _
d (e (1) = 1-n4d, 1 a "
dr | g 4 —@+n2dy) | \p

On note M> la matrice qui apparait dans I'équation précédente. On peut appliquer la méthode de II1.4.

sous forme matriciel

tr(M) = —1-n?d, — n*d, <0
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det(M) = —(1 - n?d,) 2 + nd,) +4
=n*d,d, + n*Q2d, - d,) +2

1 1
=nt—+ —n’+2
100 10

et cette quantité est toujours strictement positive On peut donc affirmer que, quelle que soit les valeurs
initiale ay, By si elles sont suffisamment petites

al(r)

tlir+n =0
B V103!
ce qui démontre que
Vx € [0; 7] Lim u(t, x) = ug lim v(t, x)=1vg
—+o00 t—+o00

Dans cas I'équilibre est asymptotiquement stable.

(b) On recommence, la somme des coefficients diagonaux de la matrice obtenue M3 est toujours strictement
négative, par contre

12
det(M3) = nt— —n?+2
100

et pour n = 2 cette quantité est négative.

Pour répondre a la question comme elle est posée, il faudrait reprendre les calculs de la partie III et vérifier
que dans le cas la condition de III.4 n’est pas respectée, alors pour toutes conditions initiales aussi petite
que I'on veut mais non nulles lim t — +oo|| X ()| # 0.

3. (a) On étudie la méme équation avec la méme méthode mais sur 027, il ne faut pas oublier la forme des

2
perturbations initiales qui doivent étre des fonctions propres de I'opérateur aa? qui respecte les conditions
au bords (1.2), elles ont étés calculées a la question 1.1.2 (¢, x) — cos (7x/2)

La matrice a étudier est )

n
1- —d, -1
M, = 4 )
4 —(2+Zdy)
2 2 4
n n n* 1
tr(My) =-1-—dy,— —d, <0  det(My)= ——n®+2
( 4) 4 u 4 v ( 4) 200 4

2
Le calcul du déterminant associé au polynéme EZX + 2 permet de démontrer que pour tout n € N,

det(My) > 0, le systéme est stable pour toute perturbation de cette forme.

Annexe : démonstrations de certains résultats admis
« II1(b)ii existence de ¢* Supposons par exemple qu'il existe un #; € R, fini tel que
u(tlr xl)) =Up+ n

alors ’ensemble
A={reR, /ult, xo) = up +n}
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est non vide et minorée par 0, il admet donc une borne inférieure que 'on note ¢* € R... Il nous reste a vérifier
que t* est un minimum et qu’il appartient bien a A. On rappelle que la borne inférieure d’'un ensemble est le plus
petit des minorants.

PourneN, t* + % > t* donc t* + ﬁ n’est pas un minorant de A, par définition il existe t; € A, tel que

1
<t <ttt +——
= n+1

On a construit une suite () ,en une suite d’éléments de A telle que

lim ¢,=t"
n—+oo n

Par définition de A
VneN u(ty, xo) =up+n

Comme ¢ — u(t,, Xg) est continue sur R,
lim  wu(ty, xo) = u(t*, x0) = up +n
n—+oo

donc
t"eA

et t* #0 car u(0, xg) = uy.

Siil existe t; € R, tel que u(ty, xg) = up +n, il existe un plus petit t* tel que u(t*, xp) = up+n

Démonstration de la remarque au début de I1.2(b)i Supposons que h soit de classe 6?2 sur [a; b], h'(a) =0 et h
atteint un maximum local en a alors

2
ha+e) = ha)+ k(@) + ETh”(a) +0(e?)

donc
2

ha+e)-hia) = ETh”(a) +0(e%)

donc
52
h(a+é€)—h(a) ~—h"(a)
e0 1

Ces deux quantités sont du mémes signe sur un voisinage a droite de a, et comme a est un maximum local de #,
la quantité de gauche est négative sur un voisinage a droite de a.
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