Mathématique SESSION 2010

ENS Filiere BCPST

durée 4 heures

Lusage de calculatrice est interdit. Ce sujet porte sur I'émergence de formes, dites "structures de Turing", utilisées en
morphogénese (développement de la forme des organismes).

Les structures de Turing sont le résultat d'une instabilité dans un systéme de réaction-diffusion. Les systémes de réaction-
diffusion décrivent I’évolution de mélanges d’especes chimiques soumises a des réactions chimiques et a de la diffusion.
La premiere partie de ce sujet est consacrée a I’étude de la diffusion. La seconde partie étudie la stabilité des équilibres
d’une équation de réaction-diffusion. La troisieme partie établit un résultat pour des systemes d’équations différentielles.
La quatrieme partie étudie la stabilité des équilibres d'un systeme d’équations de réaction-diffusion.

Il est recommandé de parcourir le sujet dans son intégralité avant de commencer. Toutes les équations numérotées
sont susceptibles d’étre utilisées a un stade ultérieur du sujet. Le résultat de la question 4b de la partie III peut étre admis
pour résoudre la derniére partie. Enfin, il est demandé de veiller au soin de la présentation, ainsi qu’a la rigueur et a la
concision des raisonnements.

Notations

Lensemble des nombres réels est noté R, celui des nombres réels non nuls est noté R*, I’ensemble des matrices co-
lonnes a deux lignes, a coefficients réels est noté .#> ; (R) et celui des matrices carrées de taille deux a coefficients réels est
noté ./ (R).

De méme, C désigne 'ensemble des nombres complexes et .4 1 (C) celui des matrices colonnes a deux lignes a coeffi-
cients complexes.

Pour une matrice colonne X = | *! | e A1 (R), || X|| désigne la norme euclidienne de X : | X|| = \/x? + x2.
X2

Pour deux éléments U; € 45,1 (R) et U, € 4,1 (R), onnotera P = (U; | Uz) € 4> (R) lamatrice 1 dontla premiére colonne
est U et la deuxieme colonne est Us.

Pour une fonction de deux variables (z, x) — u(t, x), la notation %—Lt‘ (t,x) désigne la dérivée partielle de u par rapport a ¢
(évaluée en (t, x)), g—'; (t,x) désigne sa dérivée partielle par rapport a x, et 227”2‘ (t,x) désigne sa dérivée partielle seconde par
rapport a x.

Pour une fonction d’'une seule variable ¢ — u(#), % (t) désigne la dérivée de u par rapport a t.

Pour L > 0,62 ([0; L]) désigne I'ensemble des fonctions définies sur [0; L] dont la dérivée seconde existe et est continue.

Enfin, on notera S I'ensemble des fonctions u : [0; +oo[ x [0; L] — R, (¢, x) — u(t, x) continues sur [0; +oo[ x [0; L], telles
que g—’; existe et soit continue sur [0; +ool x [0; L] et telles que pour tout ¢ € [0; +oo], la fonction x — u(¢,x) € €2([0; L)).

I Ladiffusion

L'équation de la diffusion sur le domaine monodimensionnel [0; L] est :

6u(tx)—d02u(tx) (1.1)
ar 7T Tox2 T ‘

N

ou

* u(t,x) € Restla quantité qui diffuse,

1. Attention ceci ne désigne pas le produit scalaire



e t€[0; +oo estle temps,

e x€[0; L] estl’espace,

e d e [0; +oo[ est un coefficient décrivant la vitesse de diffusion.

Cette équation est complétée par des conditions aux bords :

% oy= =0 (1.2)
ax T ax T ’

et par une condition initiale ©(0,x) donnée. On admettra que si x — u(0,x) € €2([0; L)), les solutions de (1.1) avec
conditions aux bords (1.2) sont dans 'ensemble S défini dans la partie Notations.
La notion fondamentale pour I'étude de 'émergence de formes est celle de fonction propre : on dira que la fonction

2
(¢, x) — w(t, x) est une fonction propre de % sur Ry x [0; L] avec conditions aux bords (1.2) si w n’est pas identiquement
nulle, s'il existe 1 € R tel que :

2

2
Vxe[0; L], VieR,, %(t,x) — Aw(t,x)

et si w vérifie les conditions (1.2). On dit alors que A est la valeur propre associée a w.

1.

2
Vérifier que les fonctions (z, x) — cos (n7x/L) pour n € N sont des fonctions propres de 6‘37 sur [0; L] avec conditions
aux bords (1.2) et calculer les valeurs propres associées.

On suppose que la condition initiale de I’équation (1.1) est une de ces fonctions propres, ©(0, x) = cos (m7x/L) avec
1y € N. On cherche alors une solution de (1.1) avec conditions aux bords (1.2) sous la forme u(t, x) = a(f) cos (monx/L).

(a) Déterminer I'équation différentielle vérifiée par ¢t — «a(t) et calculer a.
(b) Pour tout x € [0; L], calculer tlir+n u(t, x).
—+00

On admettra le résultat suivant :

ou
Siu:[0; +oo[ x [0; L] — R, (¢, x) — u(t, x) est une fonction continue sur [0; +oo[ x [0; L] et telle que T soit continue sur

L d rL Ly
[0; +oo[ % [0; L], alors ¢ »—»f u(t, x)dx est dérivable sur [0; +oo] et af u(t,x)dx :[ O_I:U’ x)dx.
0 0 0

3.

II

On revient au cas général.

Montrer 'unicité dans S des solutions de I'équation (1.1) avec conditions aux bords (1.2), pour une condition initiale
x+— u(0,x) € €%(]0; L)) donnée. (Pour cela, on supposera qu’il existe dans S deux solutions u et v de (1.1), (1.2) avec

d L
cette condition initiale et on étudiera a/ (u(t,x) - v(t, x))zdx).
0

. On suppose que la condition initiale de (1.1) est une combinaison linéaire des NV + 1 premiéres fonctions propres de

la question 1, avec N e N* :

nnx) 13)

N
u(0,x) = @, Ccos|——
Lo

oua,eRpourn=0,...,N.
Montrer que I"équation (1.1) avec conditions aux bords (1.2) et condition initiale (1.3) admet une solution u € S que
I'on calculera. Calculer tlil}_l u(t, x) pour tout x € [0; L].

—+00

. On dit que la diffusion "lisse" les conditions initiales, et lisse plus vite les hautes fréquences. Expliquer briévement

pourquoi cette affirmation est illustrée par le résultat précédent.

Une équation de réaction-diffusion

On considéere maintenant I’équation de réaction-diffusion sur [0; L] :

a—u(l‘ )= flu(t ))+d62—u(t ) (2.4)
5, 6X) = flult,x 52 (X .



ol f :R — Restune fonction décrivant le bilan entre la création et la destruction de u dues aux réactions chimiques (ces
réactions sont supposées catalysées par u et c’est la raison pour laquelle f dépend de u ). Les autres termes de 1'équation
(2.4) sont définis comme pour I'équation (1.1). Léquation (2.4) est complétée par les conditions aux bords (1.2) et par une
condition initiale. On admettra que si la condition initiale x — u(0, x) € €2([0; L)), les solutions de (2.4), (1.2), lorsqu’elles
existent pour tout ¢ € [0; +oo], sont dans I'ensemble S défini dans la partie Notations.

e On dit que uy € R est un équilibre de la réaction si f (uy) = 0.

* On dira qu'un équilibre de la réaction u, est asymptotiquement stable par rapport aux perturbations de la forme

up(x) pour I'équation (2.4) si, lorsque la condition initiale est (0, x) = ug+u, (x), lasolution de (2.4) vérifie tErJrnoo u(t,x) =
ug pour tout x € [0; L].
1. On suppose pour commencer que d = 0. Soit uy un équilibre de la réaction. On suppose que f est dérivable en uy.
Soit xp € [0; L] fixé.
(a) Etude linéaire :
On suppose que la condition initiale de I'équation (2.4) vérifie u (0, xp) = ug + up (xo) ou la perturbation u, (xo)
est supposée petite. On pose i(t) = u(t, xg) — Up.
i. Expliquer briévement pourquoi, tant que i(t) est assez petit, sa dynamique peut étre décrite de facon
approchée par

i
d—bt’(t) = £ (up) a(D) 2.5)

avec une condition initiale que I'on précisera.
ii. Calculer alors #(r), solution de I'équation (2.5) avec cette condition initiale. Donner la condition sur f” (i)
pour que ug soit asymptotiquement stable par rapport a toutes les perturbations suffisamment petites,
d’apres I'équation (2.5).
(b) Etude non-linéaire :
On suppose que f' (up) <O0.
i. Montrer qu'il existe n > 0 tel que
Vue [ug—muo+n]  (u—ug) fu) < (u—uo)® f' (ug) /2
ii. On suppose que la condition initiale de I'équation (2.4) vérifie u (0, xo) € |up —1; uo +n|.
Soit t* le premier instant (fini ou infini) tel que u (¢*, xg) = ug+n ou u (t*, x9) = up —n. En supposant ¢* fini
et en étudiant les signes de ‘?,—Lt‘ (t*,x0) et f (u(t*, xp)), obtenir une contradiction.
iii. En déduire que tlilp v(1) =0, olt v(t) = (u(t, xo) — up)®. Indication : On pourra utiliser le changement de
—+00
variable v(t) = A(t)el )t
iv. Conclure sur la stabilité asymptotique de uy.
2. On suppose maintenant que d > 0. Soit 1y un équilibre de la réaction tel que f’ (ug) existe et f” (ug) <O0.
(a) Etude linéaire :

i. Montrer brievement que tant que (t,x) = u(t, x) — up est assez petit, son évolution peut étre décrite de
facon approchée par

ou T 0%u
E(t,x)—f (1) u(t,x)+dﬁ(t,x) (2.6)

ii. Montrer que ug est asymptotiquement stable par rapport a toutes les perturbations de la forme @ cos(nmx/L)
avec n € N et a suffisamment petit, d’apres I'équation (2.6).
(b) Etude non-linéaire :
On suppose que la condition initiale de (2.4) vérifie (0, x) € |ug —1; up + 1| pour tout x € [0; L] ol 77 est défini a
la question 1 b partie 2 .
Soit t* le premier instant (fini ou infini) tel que SUP ye(0: 1) U (t*,x) = up+nouinfyepo, 1y u (£*, %) = up — 1.

i. Montrer que t* est infini.

L
ii. En déduire que tlir+n V() =0, ol V(t)=f (u(t, x) — up)* dx.
—too o



III Systemes d’équations différentielles

Le but de cette partie est d’étudier le systéme d’équations différentielles linéaires

dx
— (1) = MX(1) (3.7
dz

ol X (#) est une matrice colonne de .41 (R) et M une matrice carrée de .#>(R).
On admet que si on impose la condition initiale X (0) cette équation a une unique solution, solution qui est définie sur

Dans cette partie nous allons étudier les conditions sous lesquelles tliI-P IX(OI =0.
—+00

1. On consideére d’abord le cas oii M a deux valeurs propres réelles distinctes 1; et A,. Soient U; une matrice colonne
propre de M associée a 1; et U, une matrice colonne propre de M associée a 1. On considere la matrice P = (U; | U>).

(a) Montrer que P est inversible et que P~ MP = (Al 0 J
0 A

(b) Onpose Y () = P~1X () ot1 X(¢) est solution du systeme (3.7) avec condition initiale X(0) donnée. Montrer que
Y (#) est solution d’un systeme d’équations différentielles que I'on précisera et calculer Y ().
(c) Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalents
* VY(0) € M1 (R), lim [[Y(£)]=0
t—+o0
e 11<0etdy<0
* VX(0) € A1 (R), lim [X()]=0
t—+o00

oll X(t) et Y () sont définis a la question précédente.
2. On considére ensuite le cas ot M a une seule valeur propre A, qui est réelle.
Soit U; une matrice colonne propre de M associée a A;.

A b
(@) Montrer qu’on peut construire une matrice P € ./, (R), inversible, telle que P~'MP = ( ! ) avec b € R et

0 ¢
¢ € R. Montrer qu’alors on a forcément c=1; .

(b) Montrer alors que :
(VX(O) €M1 (R), tliI_}l XN = ()) —= 1 <0

3. On considere enfin le cas ou M a deux valeurs propres complexes conjuguées a+ ibet a—ibou aeRet be R*. Soit
U une matrice colonne propre de M associée a a+ ib. U est une matrice colonne .4 (C). On note U = Uy + iU, ou
Uy e tr1[R)etUs € ./%2,1 (R).

(a) Montrer que U; et Us sont linéairement indépendantes.
-1 a b

(b) Onpose P = (U; | U). Montrer que P~ MP = .
-b a

(c) On pose Y () = P71 X(1) ot1 X(¢) est solution du systéme (3.7) avec condition initiale X(0) donnée. Soient r(f)
et 0(1) les coordonnées polaires de Y (), c’est-a-dire que :

Y1) = r(t)cos(0(1)) .
r(t)sin(6(1))

On admet qu'il existe une fonction ¢ — r(¢) et une fonction ¢ — 0(#) de classe €' sur 'ensemble de définition
de Y telles que I'on puisse écrire Y sous la forme donnée.

Montrer que r vérifie I'équation

ﬂ(t)—ar(t)
de '

En déduire que
(VX(O) €My ®), im [X(D)] = 0) —a<0
t—+o00



mp  mp

4. Dans cette question on note M = ( ) et on rappelle que la matrice est a coefficients réels et on note det(M)

ms My
son déterminant det(M) = m; my — m3my. On note tr(M) la quantité m, + my.

(a) Montrer que les valeurs propres de M sont les racines du polynéme X2 — tr(M) X + det(M). En déduire que M
admet deux valeurs propres 1; et 15, dans C, éventuellement égales et qui vérifient

A+ Ay =tr(M) A1, = det(M)

(b) Déduire des questions précédentes que pour toute matrice M € 4> (R), la solution X (¢) du systeme (3.7) avec
condition initiale X (0) donnée vérifie

(Yx© ett1®, Jim 1 X(8)] = 0) <= (tr(M) < 0 et det(M) > 0).

IV Systeme de réaction-diffusion

Le but de cette partie est de montrer que pour certains systemes de réaction-diffusion, la diffusion peut déstabiliser
I'équilibre de la réaction. Les perturbations de la forme de certaines fonctions propres de % sont alors amplifiées. Ces
perturbations, une fois amplifiées, sont appelées structures de Turing.

On consideére le systeme de réaction-diffusion sur [0; 7] :

u(t, %) —u(t,x0)+d 62—”(t )
v(t, x) ’ Yox2

a—u(tx)—
or T

(4.8)
2

OV 4 ) = 120t %) — 20(1,3) + dy 22 (2, )
ot o Tox2

ol d, € [0; +ool et d, € [0; +o0o[ sont les coefficients de diffusion de u et de v respectivement.

Ce systeme est complété par les conditions aux bords :

a—u(t0)_6—u(t7[)_@(t0)_@(t7[)_0
ox ' oax 7 T oax T ax 7T

et par des conditions initiales u(0, x) et v(0, x) données pour x € [0; 7].

* De facon analogue a la partie 2 , on dit que (uo) € > (R) est un équilibre de la réaction du systeme (4.8) si
Vo

— — Uy =0
us—2vy =0

Uo

* On dira qu'un équilibre ( ) de la réaction de (4.8) est asymptotiquement stable par rapport aux perturbations de

Vo

up(x)

la forme ( ) pour (4.8) si, lorsque la condition initiale est ©(0, x) = ug + u,(x) et v(0,x) = vy + vp(x), la solution

vp(X)
de (4.8) vérifie lim u(¢,x) =upet lim v(¢,x) = vy pour tout x € [0; 7).
t—+o00 t—+o00

1. Déterminer les équilibres de la réaction de (4.8).

Dans toute la suite, on supposera que la condition initiale de (4.8) est

u(0,x) = ug + up(x), v(0,x) = vg + vp(x)



<lu L. L . . . .
ot| | estun équilibre de la réaction de (4.8) tels que 1y et vy sont positifs. et u, (x), v, (x) sont des petites perturbations,

Vo
et on posera u(f,x) = u(t,x) — ug et v(¢,x) = v(t, x) — vp.

2. (a) Onsuppose pour commencer que d, = d, =0.

Montrer que tant que i et ¥ sont assez petits, leur évolution peut étre décrite de facon approchée par le systeme

0
37 (t,x)=] (t,x), 4.9

&
&

<

1 -1
4 -2

ouj=

(b) Montrer que 0| est asymptotiquement stable par rapport a toutes les perturbations suffisamment petites,
Vo
d’apres le systeme (4.9).
3. On suppose maintenant que d,, = 1/10 et d,, > 0.

(a) Déterminer le systéme linéaire décrivant de facon approchée I'évolution de i et ¥ si ces derniers sont suffisam-
ment petits.

(b) Montrer que d’apres ce systéeme, si d, = 1/10, I’équilibre de la réaction de (4.8) est asymptotiquement stable

. . apcos(nx
par rapport a toutes les perturbations de la forme 0 cos(nx)

,avec n e N et ay et By suffisamment petits.
Bo cos(nx)
(c) Montrer que d’apres ce systeme, si d,, = 12/10, il existe 1y € N pour lequel I'équilibre de la réaction de (4.8) n'est

. . apcos(nox
pas asymptotiquement stable par rapport aux perturbations de la forme 008 (71)

, méme avec ap et fo
Bo cos (npx)
petits. Déterminer ny.
4. (a) Refairel’étude de la question précédente en supposant que le systeme (4.8) est posé sur [0; 277] au lieu de [0; 7].
Lorsque d, = 12/10, peut-on encore trouver ng € N pour lequel I'équilibre de la réaction de (4.8) n’est pas asymp-
. . o Cos (0x/2
totiquement stable par rapport aux perturbations de la forme 0cos(m¥/2),
Bo cos (n0x/2)

(b) Refaire la méme étude sur [0; 7/4].

(¢) Alan Turing aurait? dit 2 propos du zébre « Well, the stripes are easy. But what about the horse part?». Au vu des
résultats précédents commenter cette phrase.

2. cité par Francis Crick (1972)
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