Lycée Champollion, Grenoble 2023-2024
T.D. de Mathématiques BCPST Spé 2

SUITES ET SERIES :
REPONSES

Suites classiques

Exercice 1.

Donner le terme général des suites suivantes, puis donner une fonc-
tion python suite(n) qui renvoie la valeur du niéme terme de la
suite.

1. yp=1letpourneN uyy1 =2uy.

2. up=1letpourneN u, =u,+4.

3. yp=0etpour neN uy1 =2u, - 1.

4. up=0,u3 =letpourneN, Uy =3Ups1 — Uy.
5. up=1,u3 =—1etpour n €N, tpsp =2Up+1 — Up.
6. up=1,u; =2etpour n€N, Upi2 = Ups1 — Up
REPONSE:

On applique directement les méthodes du cours
1. Pour neN u, =2"

def suite(n):

u=1

for i in range(l,n+1):
u=2*u

return u

2. Pour neN, u,=1+4n

def suite(n):

u=1

for i in range(l,n+1):
u=u+4

return u

3. Pour neN u, =1-2"

def suite(n):

u=0
for i in range(1l,n+1):
u=2*u-1
return u
=)
2 | | 2
4. Pour neN, u, = 5
def suite(n):
upre=0
u=1

for i in range(2,n+1):
upre,u=u, 3*u-upre
return u

5. Pour neN u,=1-2n

def suite(n):
upre=1
u=-1
for i in range(2,n+1):
upre,u=u, 2*u-upre
return u

6. Pour neN u, =+v3sin(n%)+cos(n%)

def suite(n):
upre=1
u=2



for i in range(2,n+1):

upre,u=u,u-upre n n
return u Z Up = Z akug
k=0 k=0
1- an+1
* = Uo
l1-a
n n k
Z U = Z a U
k=p k=p
n
Exercice 2 (Sommes classiques). k=p
n-1 k
. . P . = p "Iindi
1. Soit a unréel, on définila suite (u,,) e par g € R et pour tout = Uoa kZ. a changement d'indice
. . . =0
entier n u,4+1 = auy. Soit p et n deux entiers tels que p < n, | gn-p+l
calculer = upaP
& L l1-a
> ug puis Y ug
k=0 k=p Une version sans utiliser de puissance
Puis écrire des fonctions python permettant de calculer ces def sommel(u0,a,p,n):
sommes sans utiliser les calculs théoriques que vous venez u=u0
de faire. for i in range(l,p+1):
2. Soit b un réel , on défini la suite (u,),en par up € R et pour u=a*u
tout entier n u,4+1 = Uy + b. Soit p et n deux entiers tels que s=0
p < n, calculer for i in range(p,n+1):
i s=s+u
Uk
=u*
=, u=u*a
return s
REPONSE:



n n
Z Ui = Z up+ kb
k=p k=p

n
= Uy + b Z k
k=p
n-p
=up+b ) (k+p) changement d'indice
k=0
n-p
=u+b|(n—-p+p+ Z k
k=0
— 1 —
=upg+b (n—p+1)p+(n p+2)(n P)

b(n—p+1)(n+p)

=Up+
2

Exercice 3 (Sommes classiques & ).

1. Soit la suite définie par

up=1 uy =2 VneN Upio =4Up1 —3Uy,

Exprimer le terme général de la suite puis calculer pour z en-
tier la somme Y.}_, ux
2. Soit la suite définie par

up=1 ur=1eR VneN Upio =—Up

Exprimer le terme général de la suite puis calculer pour n en-
tier la somme ¥}, ug

REPONSE:

1. En utilisant la méthode du cours
1
VneN un=5+—

Donc pour un entier neN

1 1_3n+1

+—

2 2(1-3)

n+1 3711

= +—
2 4

Limite de Suites

Exercice 4.
Calculer les limites en +oo des suites dont le terme général est donné
par les expressions suivantes.

L nln(1+l) 4. (cos(/n)"
n 1 n

2. nzln(l—%) > (1_;)

3. Viiln[1- — 6 (1—L)3n

' "n( _(n+2)2) S

REPONSE:



5. Pour n;nN*

1
1. On sait que In(1+ u) ~y—o u et limy,_. oo — =0 et donc 1\ 1
n (1——) :exp(nln(l——))
1 1
ln(1+—) ~n—+to0 — ( 1) n
n n nn|l1—-—|~pot00 ——
n n

et donc 1
1 lim nln|l1-—]| lim =-1
nln|l1+—|~p-1001 n—-+oo 7n | n—+oo
n
et finalement Par continuité de I'exponentielle
1 , 1"  _
lim nln(1+—):1 lim (1——) =e!
n—+o0o n n—+oo n

2. De méme

1 n2 6. Pour n;nN*
nzln(l - —) ~ s to0 —
n n ( )3” 1
1-— =exp(3nln(1——))
nliIP nzln(l—l):—oo vn vn
e n 1 3
) 3nln(1——)~n_,+oo——n
3. de méme Vvn vn
1
vnln|1- 1 ~ _£~ ‘/_EN 1 lim 3nln{l-—| lim =-o0
TR T 22 T T a2 T iz T ntoo n)n=+eo
Donc s
- = . 1 \°"
il el
4. Pour neN*
n 1 *
(cos(1/n))" =exp|nin|cos -
e nln(l ! +0(1))) DL de cosu
= €X] —_——_— —_—
P 2n? n?
= ! ! DL de 1l
- expin _W-i_o n2 e In(l+u) Exercice 5.

1 1 Calculer les limites en +oo des suites dont le terme général est donné
=exp|-o -+ 0( )) par les expressions suivantes.

lim (cos(U/n)" =1
n—+oo



1 ”+1)l 5 vn2+1-vn?+n
. > .
n“+1)n /_n+1—\/ﬁ
1\" i
5 1+_) N sinn
n n
1)" 7 nsin(l)
n 1
4. (1+n)m 8. ntan E
REPONSE:

1. Pour neN*

n+1 ) 1 In(n+) In(n*+1)
n?+1

n n n

| (1+ L
n —_—
n2

1
=ln(n)+1n(1+;) 2lnn
n n n n

Et en utilisant les croissances comparées ou les opérations sur
les limites pour chacun de des termes de cette somme

2. Pour neN*

Donc en passant a la limite

lim
n—-+oo

3. Pour ne N*

n2

~+o0

( 1
nln|l+—
n

Donc en passant a la limite

1
lim (1+— =el=1

n=+oo n2

4. Pour neN*

1 n
1+—) :exp(nln(1+—

\/n2+1—\/n2+n_

vn+1l-— 1
n+l=vn \/ﬁ(,/1+——1)
n
1
1—1—2—+o(l)
- Vn "1
VJ1+—-1
n
1
~n—»+oonTn
2n
o Vr2+1-Vnr?2+n
lim =

n—+o  \/pn+1l-vy/n
5. Pour ne N*

sinn 1
<

~X

X
n n

En utilisant le théoréme des gendarmes

sinn

lim =
n—+oo n

—00



et donc

Exercice 6 (Suite définie par récurrence .& .& ).
Soit u = (un) nen la suite définie par uy = a € R et la relation de ré-
currence :

2
VrneN up=1-u;,

1. Soit f: R — Rlafonction définie par fx — 1—x?. Déterminez
les solutions (a, B) € R?> de I'équation :

f)=x

2. Quelles sont les limites possibles de la suite u? Par la suite,
on convient de noter a (resp. B) la solution négative (resp.
positive) de I’équation (1).

3. On suppose dans cette question que a € [0, B[

(a) Démontrez que

VneN uz, €0, Bl et uzps1 €16,1]

(b) Démontrez que les suites extraites (u2y) et (u2,+1) sont
monotones.

(c) En déduire qu’elles sont convergentes et précisez leurs
limites.

(d) Lasuite u est-elle convergente?

4. Etudiez de méme le comportement de la suite u lorsque a €

16,11.

REPONSE:

1. Soit xeR
f=x< 1-x°=x

o xX*+x-1=0
On pose A=1+4=5 et les solutions de cette équation sont

_-1-v5 _-1+v5
2 2

(04

B

Il est clair que @ et négatif et comme /5> /4, B est positif

Remarque : avec le programme python suivant on obtient un
graphe

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt



Le terme de droite est obtenu en utilisant la continuité de

##exob f sur R, qu'il est indispensable de rappeler lors de cette
réponse.
def f(x): On en conclut

return 1-x**2 L ; . .
Les seules limites réelles possibles pour la suite sont a et

a,b=-3,3 3. (a) On commence par montrer que f est strictement décrois-
X=np.linspace(a, b,500) sante sur R}.

On calcul f(O)=1et f(1)=0
plt.plot(X,f(X), color="darkviolet", label=" y=f(x)") Démontrons pour neN la propriété

plt.plot(X,X, color="teal", label=" y=x", )
plt.legend() A (n) tzn € [0; B[ [ et uzns1 €] 1]
Initialisation Pour n =0, par hypothéses 1 € [0; B[ donc

plt.show() la premiére partie de la conjonction est vraie.

De plus
— y=fix)
29— y=x

0 < ug < p donc f(0) > f(up) > f(B) car f est strictement décroissar
donc 1> u; >
donc u; € [B; 1]
Ce qui démontre la deuxiéme partie de la conjonction,
et donc A2(0) est vriae
Hérédité Soit n €N, supposons avoir montrer que

- 2 - 0 ! ? } Usn € [0; B[ [ et uzns+1€]p; 1]
On constate que la courbe de f est au dessus de la droite y = x Donc
entre ]a; ,3[, en dessous a |'extérieur, ce que confirme bien le B < uzp+1 < donc f(ﬁ) > f(ugn+1) 2 f(1)  stricte décroissal

théoréme sur le signe d'un binéme.
donc 0 < uppi141 <P

. Si la suite (u;) admet une limite réelle que I'on note ¢, alors
donc up(n+1) € [0; B

vnen Un+1 = f(1n) En reprenant ces inégalités
En passant a la limite on obtient £(0) > f(uznys2) > f(B) donc B<uzpiz<1
= f0) On a donc démontré que A (n+1) est vraie



Conclusion D'aprés le principe de récurrence . ..

Remarque :

Dans ce type de raisonnement il ne faut pas hésiter a
passer de x€ [a; b[ & a<< x<b.. .et inversement.

On bien montré que < 1.
Pour neN Un+2 = f((f(un)).

Si0<x<p alors

FO)> f(x)> f(P)

et par définition f(B) = B, on vient donc de démontrer
que

vxelo; . fe]pi]

et on montre de méme que
vxelpo]  faelo
Ce que I'on peut noter par
FlospD<lpinl  s(p)<loipl
On a aussi utilisé indirectement

f0; 1]) = [0; 1] I'intervalle [0; 1] est stable par f

(b) ldée on doit connaitre le signe de uzp+2—tzy = fof(uzy)—

Un

Soit t réel dans [0; 1] on pose

h(H)=fof(H)—t
=1-(1-)%=1-(1-2%+tY -+

=1-(1-1r)*

=1-Q-28+t" -1t

=-t'+215 -t

=—t(2-2t+1)

=—t(t-1)(F-t-1) factorisation , 1 racine évidente

=tt-D(fO-1

Et sur [0; 1] cette quantité est du signe de f(£) -t ie.
positif sur [0; B[, négatif |B; 1].
Soit n €N comme uy, appartient a [0; B] (question 3)

2
f (u2n) 2 uzy
ce qui démontre
Up(n+1) 2 Uzn
La suite (u2,) est croissante.
de méme

La suite (u2,,+1) est décroissante.

4. La suite (uy;) est croissante (question précédente) et majorée
par 3, elle converge donc vers un réel dans ]0; §]
De plus comme fof est continue on obtient comme la question
2 que cette limite vérifie

pofy=0  r€]o;p]

et la factorisation précédente permet de montrer, f(¢)=¢ ce
qui démontre £ =

limy,—. o0 U2 = B



On démontre de méme que
limy—. o0 Uzn+1 = P
En utilisant le théoréme sur les suites extraites,
limy— oo ip = P

5. On pose pour n€N, v, = uy41, on peut alors démontrer que

welo B[, VYrneEN  vu=fuy)
On applique le résultat précédent a (v,) qui converge vers f
et donc
limy— oo un = B
*
Exercice 7.

On considére la suite (i) ,en définie par uy = a € R\{1} etla relation

de récurrence : n
u?+1

VneN Uy =
un_l

1. Justifiez que (u;) est bien définie.

2. Etudiez les variations de la fonction f définie sur R\ {1} par

2
f) = x—1

x“+1
3. On suppose a > 1. Montrez que pour tout entier non nul n €
N*, u, =21+ v2). Montrez que la suite est croissante et dé-
terminez sa limite.

et le signe de f(x) — x.

Exercice 8.
Soit u = (uy) nen la suite définie par uy = —2 et la relation de récur-

rence :
2up

VneN up=
3_un

1. Méthode 1
Utilisation d’une suite auxiliaire :

Considérons la suite auxiliaire v = (v;,) nen définie pour n e N,
Un

par v, =

(a) Démontrez que v est une suite géométrique.
(b) En déduire I'expression de u, en fonction de n.
(c) Montrez que u est convergente et précisez sa limite.
2. Méthode 2.
Utilisation d'une inégalité :

(a) Montrez que la suite u vérifie

2
VneN,|u,1l < §|un|

(b) En déduire que u converge et déterminez sa limite.

(c) Déterminez un rang ng a partir duquel tous les termes
de la suite sont dans I'intervalle ouvert ] — 1072,1072[.

Exercice 9 (Suite implicite).
Soit ne€Net x+ tanx = n d'inconnue x € | -7, 5 [.

1. Montrer que pour tout entier naturel n cette équation pos-
sede une solution unique notée x, .

2. En utilisant la croissance stricte de la fonction x — x + tanx
sur l'intervalle considéré, montrer que la suite et monotone
et donner sa monotonie.

3. Montrer que la suite (x,) ,en converge et déterminer sa limite.



REPONSE:

1. La fonction ¢ :x— x+tanx est continue et strictement crois-
sante sur ]—7/2; 7/2[ comme somme de deux fonctions continues
et strictement croissantes. De plus

lim ¢(x) = +oco@(x) = —oc0
x—-%
2
x>—7/2 x<7n/2

lim ¢(x) = +o00
x—%

D'apres le théoréme de la bijection monotone ¢ induit une
bijection de ]1—7/2; 7/2[ vers ]—oo; +0o[. Comme nest un réel, il
admet un unique antécédent par ¢.

Pour tout entier naturel n, I'équation x + tanx = n admet
une unique solution dans ]—7/2; 7/2].

2. La fonction ¢ étant strictement croissante, sa bijection réci-
proque l'est aussi Pour neN

n<n+1
donc
el <o tn+1)
donc
Xn < Xn+1

La suite (x;),en est strictement croissante.

3. Meéthode 1 La suite converge car elle est monotone et majorée
par 5 Notons / cette limite qui appartient a ]7/2; —7/2]
Pour neN
Xp+tan(x,) =n

Si ¢ # 7 alors en passant a la limite dans |'égalité on
obtient
¢ +tan(f) = +o00

ce qui est impossible donc

10

limy, 00 X5 = %
Le tableau de variation de ¢ et le théoréme de la bijection

monotone nous permet d'établir le tableau de variations
de ¢ par symétrie

o~ +00
¢ 0
—00
X —0o0 0 +00
+Z
_ 2
(pl 1 /0/
2

Comme pour n€N x,, = ¢~ '(n), on obtient

3 T
llmn_>+oo Xn - E

Séries

Exercice 10 (Calcul de somme; série de références).
Calculer, si elles convergent, la somme totale des séries suivantes

1 .
1. 2”202_;1 avec q réel
0y 3 5. Yason’q" avec q
T E=n22agn réel
3. Xnusonq" avec q o
réel 6. Z,@Onﬁ avec x
4. Y,>on(n - 1q" réel '



REPONSE: La série Y. ,>on(n—1)q" converge si et seulement si |g| <1

242
et dans ce cas Y[ ng" = L -
n=
1-q)?
1. On reconnait directement une sérié dérivée de raison 1/2 € 5. On commence par constater, que si g ¢]-1; 1[, alors le terme
1-1; 1[ qui est donc convergente général de la série ne tend pas vers 0 et don la série diverge
grossiérement.
T 1 .
Y oon =1 =2 Soit g€]-1;1[ et NeN\{0,1}
n=0 2 1-——
2 N ) N
_ Y n*q"=) (n(n-1)+nq"
2. Soit NeN\{0,1} n=0 n=0
N N
N3 N2 . 3 N=2 ] =2 (n(n-1q"+ ) nq"
> o =3 Z 7n+2 changement d'indice = . Z - =0 =0
n=2 n=0 N
R . R L =) (nn-1)g"+ ) n les termes enlevés sont nuls
On reconnait la somme partielle liée & une série géométrique nZ:“ q" ,12_:1 a"
convergent, donc en faisant tendre N vers +oo, on démontre , ) X
que la série converge et que =q Z (n(n-1q" " +q Z nq"”
n=2 n=1
ZO:o i _3 1 _ i - On reconnait les sommes partielles de séries dérivées premiére
n=2 7" 49 1— = 14 et seconde, convergentes
o Par somme la série converge et
Remarque : on peut aussi rajouter les termes manquant et
"compenser" Jio n2q" = 2q° L_a 1+ q°
3. Soit Ne N* n=0 (1-q3 Q-2 01-q)3
N N 6. Soit x un réel et NeN*
2. nq"=q) nq
n=0 n=0 X" N x )
- e Z = = le premier terme est nul
On reconnait la somme partielle d'une sérié dérivée qui converge oo n!
si et seulement si |g <1 et dans ce cas en passant a la limite N -l
=x
La série ¥ ,>onq" converge si et seulement si |g| <1 et dans Z 1 (n—1)!
q n
ce cas n — X .
nZond” (1 -q)? =X Z I changement d'indice
k=0

4. Méme type de raisonnement que précédemment

11



Exercice 12 (Calcul de sommes, télescopage).
Calculer la somme des séries suivantes.
1
1.  —
2”21 nn+1)
1

2. —.
Yn>1 .

3. Zln(1+n)

n>2 n—-1

1

_1 _2
4. nZ>:2 vVn-1 + Vil Vn

Dans chacun des cas écrire une fonction python
sommeapartielle(n) quicalcule la somme partielle de rang .

Exercice 13 (Plus dur).
Calculer la somme des séries suivantes.

1
L up=————7—"= (n20)
Bn+1)(Bn+4)
2
2. Zln(1+—
n>1 n(n+3)

Exercice 14 (Convergence absolue).
Les séries suivantes sont-elles absolument convergentes?

LY (=" 3.1 ! + L +
"= en+1)3 V3 VB VT
(-t 1 2 3 4
2. 4, ———+———+...
Z(3n—1) 8 12 16 20

12



On reconnait la somme partielle d'une série exponentielle conver-

gente, et

Exercice 11 (Théoréme de comparaison).
Les séries suivantes sont-elles convergentes?

1 1 e”

T Rd+n?+l 4 X150
1

2. Zm 5. Ze—\/lnn
1

3. _—

X n! + n?
REPONSE:

Toutes les séries étudiées dans cet exercice sont a termes
positifs
n n 1 L. 1 L.
L s B tso 2 et la série ¥.,>1 — est une série de
référence convergente. En utilisant le théoréme de comparai-
sons sur les séries A termes positifs

La série Y 3
n

—5 —— converge.
+n?+1 &

1 1 L. 1 L s -
~ — et la série }_,,~1 — est une série de référence diver-
n—-1l+oon n ] ]

gente. En utilisant le théoréme de comparaisons sur les séries

a termes positifs

1
La série } —— diverge.
n-1

13

5. Z(—1) Inn 6. Z(—1)

n Inn

Exercice 15 (Convergence absolue).
Les séries suivantes sont-elles absolument convergentes ?

1 n _1 n
e (i) 6 x Y
n n
1 n n2"
2 ¥ —n) 7 XD —
l1+n (-1)"n
(1" 8- L=
TS lnn+=nn 9. Zsin(zn)
R T 10. y 20
n--1
(=n" (-n"
> e X

Exercice 16.

Calculer la somme des séries dont le terme général est

I’lz—l’l

(n+3)!

(n+2)(n+1)
2n+3

Problemes

Suites définies par récurrence

Exercice 17.
On consideére la suite récurrente v, = f(u,) avec f(x) = X%+ % et
Up = 0.



1. Etudier f etle signe de f(x) — x. Quelles sont les limites pos-
sible de (uy)?

2. On suppose uy € [0; 1/4]. Montrer que pour tout u, € [0; 1/4]
puis que (u;) est croissante.

3. Quelle est la nature de (u,) (si elle est convergente, préciser
sa limite) ?

4. On suppose ug € [1/4; 3/4]. Montrer que (u,) est décroissante
et minorée. Quelle est la nature de (u,) (si elle est conver-
gente, préciser sa limite) ?

5. On suppose uy > 3/4. Montrer que (1) est croissante. Quelle
est la nature de (u,) (si elle est convergente, préciser sa li-
mite) ?

Exercice 18 (Suite récurrente et fonction logarithme).

On note f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = 1+Inx. Soit u
la suite définie par son premier terme u > 1 et par la relation de
récurrence uy,+1 = f(up).

1. Démontrer que la suite est bien définie et qu’elle est minorée
par 1.

2. Etudierle signe de f(x) — x sur [1; +ool.
3. Etudier la monotonie de u.

4. En déduire que (u,) est convergente, et donner sa limite.

Exercice 19.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

X

e?X+1
1. (a) Montrer quef est paire.
Etudier les variations de f e

(b) Montrer qu'il existe un unique réel ¢ tel que f(¢) = ¢.
1
Justifier: 0 < ¢ < 3 (ondonne f(1/2)<1/2)

14

(c) Montrer que pour tout réel x : | f'(x)| < f(x) <

DN | =~

2. On définit la suite (u,) yen par:

uy=0 etVneN Un+1 = f(Uy)
1
(a) Montrer que, pour tout n €N uy € [0, 5]

(b) Montrer que, pour tout n€ N :

1 .
ltns1 =€ < Elun—FI puis  |up—¢1< ol

(c) En déduire que la suite (1) converge vers .

(d) Ecrire un programme python permettant d’obtenir une
valeur approchée de ¢ 2 1073 pres.

Exercice 20.
Soit u = (uy) nen la suite définie par uy = —2 et la relation de récur-

rence :
2uy,

VneN uyy=
3—-uy,
1. Ecrire une fonction function y=suite(n) qui calcule le
terme 7 de cette suite.

2. Méthode 1
Utilisation d’une suite auxiliaire :

Considérons la suite auxiliaire v = (v;,) ,en définie pour n € N,
Up

par v, =
l_un

(a) Démontrez que v est une suite géométrique.
(b) En déduire I'expression de u, en fonction de n.
(c) Montrez que u est convergente et précisez sa limite.

3. Méthode 2.
Utilisation d’'une inégalité :



(a) Montrez que la suite u vérifie

2
vneN,|ul < §|un|

(b) En déduire que u converge et déterminez sa limite.

(c) Déterminez un rang ng a partir duquel tous les termes
de la suite sont dans 'intervalle ouvert ] — 1072, 1072].

Exercice 21 (Suite définie par récurrence et série!).
Soit u la suite définie par

up€10;1[ et VnelN, un+1:un—u§l.

1. Montrer que pour tout entier 7 on a uy € ]0; 11.

2. Montrer que la suite u est décroissante et étudier sa limite.

3. Montrer que la série Y 12 est convergente et calculer sa somme.
n

un+1)

. En calculant les sommes partielles, montrer que la série }_ In (
Un

est divergente.

Un+1

. Trouver un équivalent de ln( ) et en déduire que la na-
Up

ture de la série Y u,,.

Exemples de suites définies implicitement

Exercice 22.
Pour tout entier naturel n non nul, on note f, la fonction définie
par: VxeR}, fr(x) = x—n.In(x).

1. (a) Etudier cette fonction et dresser son tableau de varia-
tions.

(b) En déduire, lorsque n est supérieur ou égal a 3, I'exis-

tence de deuxréels u,et v,solutions del’équation f;,(x) =

0 et vérifiants 0 < u, < n < vy,.
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2. Etude de la suite (uy) ;>3.

(@) Montrerque Vn >3,1<u,<e.

(b) Montrer que f;;(#,+1) = In(uy+1), puis en conclure que
(uy) est décroissante.

(c) En déduire que (u,),>3 converge et montrer, en enca-
drant In(u,), que lim u, =1.
n—+oo

1
(d) Montrer que lim n{un)

=1; en déduire que u, -1~
n—+oo Y, —1

S|~

Exercice 23.
Pour tout entier naturel n» non nul, on définit la fonction f, par:

VxeR, fr(x)=

1+ex+nx.

1. (a) Déterminer, pour tout réel x, f;, (x) et f" (x).

(b) En déduire que la fonction f;, est strictement croissante
sur R

2. (a) Montrer que I'équation f;, (x) = 0 possede une seule so-
lution sur R, notée u;,.

-1
(b) Montrer quel'ona:VneN*, — <u,<O0.
n

(c) En déduire la limite de la suite (u;,)

(d) Enrevenant ala définition de u,, montrer que u;, ~
n—+00
-1

%.

REPONSE:



1.

2.

(a) Soit neN*, Comme pour tout réel x, e* >0, la fonction

fn est de classe €+ sur R comme quotient défini de
fonction de classe €7 et pour x réel

X

frx) = (1;%+n

e¥)2
e¥(1 +e¥)% —2e%e*(1 + &%)
T(x) =— +0
n (%) (14 e%)4
_ ef(l+e")—2e'e”
B (1+e%)3
3 _ex(l —e¥)
 (1+e9)3
(b) On obtient
X —00 0 +00
signe
- 0 +
7 (x)
o f’g \ /
1
n—3z
signe
fi@ " ’
+00
var fp /
—00

Aucune des limite indiquée n’est une forme indéterminée.

(a) La fonction f;, est continue et strictement croissante sur

I'intervalle ]—oo; +ool, elle réalise donc une bijection de R
vers |lim_eo fy; limioo fn[ = R.
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L'équation f,(x) =0 posséde une unique solution dans R.
1 1
Soit n € N*, on constate que f,,(0) = > >0etque f, (——) =
n

—1+ ——- Comme un exponentielle est toujours posi-
o

fu (—%) <0< f(0)

ol ) < futun) < 1)

et comme f,, est (strictement) croissante
1

Pour neN*, ——<u, <0
n

En utilisant le théoréme des gendarmes
lim,, . ioottp =0

Soit n e N*, par définition

fn(un) =0

donc
1

Up=————
T N +etn)

En utilisant la limite précédente

14+e¥n ~ 2
+00

donc par opérations

~ —_-—

+o0 2n



Exercice 24 (Sans indication!). On montre par récurrence que pour tout n, u, est défini et
Soit n € N, Montrer que 1’équation xe* = n posséde dans R,, une positif. On en déduit que

unique solution x,, . Etudier la limite de (x,,) nen.
Vn;nN* up,>vn

En utilisant le théoréme des encadrements
Autres

Exercice 25.

Soit u = (u,) nen- la suite définie par 3. On a pour neN

Uns1=Vn+1+uy,
VneN Uy = n+%¢—1+\/”'+vz+‘/I 4. Initialisation On a u; =1, donc uy < 1.

. ik O X
1. Ecrire une fonction suite(n) quicalcule le terme 7 de cette Hérédité Soit neN”, supposons que

suite.

U, <n
2. Montrer que lim u; = +oco
3. Trouver une relation simple entre u, et 1, . alors
. Upr1SVn+l+n
4. Montrer que pour n € N, u, < netque u, = o(n)
5. Trouver un équivalent simple de (u). On montre alors que
6. Trouver la limite de u,, —v/n 2n+1< (n+1)>
donc
REPONSE: v2n+1<(n+1)

ce qui démontre
Upr1 S n+1
1. from math import sqrt

def suite(n):
u=1 On a en utilisant cette inégalité

Conclusion D'aprés le principe de récurrence . ..

for i in range(2,n+1): Uy
u=sqrt (i+u) vnen 0< n?
return u

N
S|

5 0 ot rout N et donc en utilisant le théoréme des gendarmes
. On constate que pour tout ne

Un

Up=\up_1+n lg.r.}ﬁzo

17



donc En reprenant la relation de récurrence

vnens Mo f1 te
n n n?
Donc "
lim—2 =0
+00 n

Upn =p—too 0(N)

5. En reprenant la relation de récurrence

u Up-1
ono_ 1y 2
vn n

Donc en utilisant le résultat précédent

VneN*

lim 2 =1
lgﬁ_

Up ~vVn

Soit ne N*,

U,—vVn=vn+u,_1—-vn
= Lquantité conjuguée
Vin+yu,+n

Up-1

_vn

u
1+/—2+1
n

En utilisant tout les résultats précédents

Un-1 . Up
=1 lim— =0
+00 \/ﬁ +00 1

donc )
IRt =V =5

Exercice 26.
On pose pour n entier strictement plus grand que 1

n kl
Sp=) (-1 T
k=1

1. Montrer que (S25,) 5, et (S2,+1) » sont adjacentes.
2. En déduire la convergence de la suite (S;) nen-

3. Lasérie converge-t’elle absolument?

Résultats hors programme N

Exercice 27 (Série de Rieman).

. . . 1
Les séries de Riemann sont les séries de la forme Y, — olu1 @ est une

1
constante. Les cas vus en cours sont ). — ol a vaut 1 et Y — ou
n n
avaut2

1Y

2. Z V1 est elle une série de Riemann?

1
nyn

est elle une série de Riemann?

1
3. Z —, est elle une série de Riemann?
n

, .. . .. 1
4. On veut démontrer la proposition suivante « La série ). —
na
converge si et seulement si @ > 1.
(a) Montrer que si a < 0 alors la série diverge.

(b) En s’inspirant de la démonstration vu en cours pour les
cas @ =1 et @ = 2 démontrer les autres cas

18



Exercice 28 (comparaison cas = o0()).

Soit (u,) et (v,) deux suites réelles telles que (v,) ne s’annulle pas a
partir d'un certain rang. On dit (u,) est négligeable devant (v,) au
voisinage de I'infini si et seulement si

On veut démontrer le résultat suivant
«Soit ) u, et ) v, deux séries a termes positifs et telles que :

U, = o(v

n = (vn)

¢ Side plus la série }_ v, est convergente alors la série ) u, est
convergente.

e Si de plus la série ) u, est divergente alors la série }_ u, est
divergente .

On suppose que u, = o (v,) au voisinage de +oo

1. Démontrer qu'il existe un rang ng tel que pour tout n € N si
n > ng alors u, < vy,.

2. Conclure.

Exercice 29 (Une série exponentielle).
On rappelle que 0! = 1.
Pour n €N, on note :

1. Calculer uy, u; et us.

1 e
2. (a) Montrer que pour tout naturel n, — < u, < .
n+1 n+1

(b) Calculer lalimite de la suite (u;,) nen-

3. (a) Exprimer, pour n € N*, u, en fonction de u,_; et de n.
(b) En déduire que pour tout entier naturel 7 :

L |
Uy = n e_Zﬁ

k=0

no1
4. Des questions précédentes, déduire la limite de ( Y —)
k=0 k') ;e

Exercice 30 (Critere de d’Alembert ).
Soit (1) neny Une série a termes strictement positifs, on suppose de

plus que
u
lim— — 2 eR
+00 un
1. On suppose dans cette question que A € [0; 1, et on note u =
A+1
2

(@) Montrerque A<pu<1
(b) Montrer qu’a partir d'un certain rang ng
Un+1 < HUp
(c) En déduire que pour tout entier n plus grand que ny
Un <P uy,

(d) En déduire que la série ) u, converge
2. On suppose maintenant que A >0
(a) Montrer qu’il existe un réel u et un entier naturel ny tel
que pour tout entier plus grand que ng

n—n
Up 2 b " Up,

(b) En déduire la nature de Y u,,

3. En utilisant les résultats précédent étudier la nature des sé-
n n}’l
ries de terme général — et —
n! n!
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