CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N°6

Probléme 1

Partie A : Une matrice diagonalisable

1. La famille d’événements (As,,, Ba,) est un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités

totales :
Uny1 = P(Agny2) = P(A2,) X Pa,, (A2ni2) + P(Ban) X Pp,, (A2ny2).

D’apreés U'énoncé Pa,, (Aoni2) = p et Pp,, (Aani2) = g, donc uy41 = puy, + quy.

1 s .
2. a) Cp= (uo) = (0> car initialement le virus est sur le serveur A.

Vo
De méme que dans la question précédente, on peut montrer que v, 41 = qu, +pv,. On a donc Cp, 41 = MC,
avec M = (P 1),
q p

b) La matrice M est symétrique a coefficients réels donc elle est diagonalisable.
Déterminons les valeurs propres de M. On cherche donc les réels A tels que M — Als n’est pas inversible,
c’est-a-~dire tels que det(M — Al3) = 0. Or on a :

det(M —A3)=(p—A’ = =@+a—-Np—qg-N=1-Np—q—\).

Les valeurs propres de M sont donc 1 et p—q=2p— 1.

Comme M est une matrice de .#5(R) admettant deux valeurs propres distinctes, ses sous-espaces propres
sont des sous-espaces vectoriels de .#5 1(R) chacun de dimension 1. 11 suffit donc de trouver un vecteur
propres non nul pour chaque valeur propre pour avoir une base de chaque sous-espace propre.

o e 1 (1) = (2, done 50 et (1))
— Onaaussi M (_11) —(p—q) <_11> , done E,_,(M) = vect <(_11>>

<( 1 > , <1)> est une base de vecteurs propres de M, donc on sait que l'on a

1)1
M = PDP 1, avecD(p_q 0) etP(l 1).

0 1 -1 1
C)P><PT<_11 })x(} _11>212.

1 1 1 1 —
Onadonc Px —PT =P x P=1,etainsi P ' =-PT == ! 1 .
2 2 2 2\1 1

3. a) Montrons par récurrence que la propriété 2 (n) : « C,, = PD"P~'Cy » est vraie pour tout n € N.

— Comme D° = I,, on a bien PD°P~1C, = C,.
— Soit n € N fixé. Supposons que Z(n) est vraie.
D’aprés la question 2.a :

Cni1=MC, = PDP™' x PD"P~'Cy = PD""' P~1(C,.

Donc & (n + 1) est vérifiée.

Grace au principe de récurrence on a montré que pour tout n € N, C,, = PD"P~1C,.
1
un = 5(1+(—q)")
un=51=-(p-a)")
b) Comme p €]0;1] on a —q €] — 1;0] et donc p — ¢ €] — 1; 1[. Ainsi, lirf (p—q)" =0.
n—-+oo

En calculant le produit matriciel on obtient que

Les suites (uy,) et (vy) sont donc convergente et lim u, = lim v, =
n—+00 n—-+400

N =
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4. Si le virus est initialement en B, on a Cy = <?) et donc

1
Les limites sont alors toujours de 3

Partie B : Moyenne et variance empiriques

5. X, est une variable finie donc elle admet une espérance et une variance. De plus
B(X))=-PX;=-1)+P(X;=1)=—v; +u; = (p—q)".
On a aussi E(X?) = P(X; = —1)+ P(X; = 1) = 1, donc, d’aprés la formule de Koenig-Huygens :

V(X)) = B(X2) - B(X)? =1 (p— )"
6. a) Sachant que le virus est sur le serveur A au bout de 2i semaines, calculer la probabilité qu’il se retrouve
sur le serveur A au bout de 2j semaines revient au méme que de calculer la probabilité que le virus soit
sur le serveur A initialement puis qu’il se retrouve sur le serveur A au bout de 2(j — ) semaines car dans
le premier cas, les mouvements effectués avant la semaine 2¢ n’ont pas d’influence sur les mouvements
suivants.
On a donc bien Pix,—)(X; =1) = P(X;_; = 1).
b) P([Xl = 1] n [XJ = ].D = P(X1 = ].) X P[Xi,:l](Xj = ].) = UuU; X P(Xj_i = ].) =U; X Uj—i.
1 — o)) (1 _Nj—i
C) P([Xl = 1] N [XJ = ]) = P(Xl = 1) X P[X,izl](Xj = 71) = U; X P(X]_7 = 71) = U; X Vj—i-
) =

I+p-9)1-(-9"")

1]

-1
Donc P([X; =1]N[X; = —1]

4
Pour Pix,—_1j(X; = ...) on utilise les résultats de la question A.4. car c’est comme si le virus était
initialement en B. ‘ o
1—(p—q))1—(p—q)i—
Done P([X; = —1]n[X; = 1) = E=@=A=@C=0") by = gy, = —1)) =

4

(1-p-9H1+p@-9’"
; .

P(XiX; =1) = P([X; = 1]N[X; = 1]) + P([X; = —1] N [X; = —1])

S —

=————=PX;.=1)

X;X; suit donc la méme loi que X;_;. On en déduit donc que E(X;X;) = E(X;_;) = (p — q)' "

7. a) Par linéarité de Pespérance :

1 < 1\ _1—-(p—g""!
E MTL == E X’L = — L— —_—,
(M) n+1; (X3) n+1;(p ) 2q(n+1)

carp—q=2p—1#1carp#1.
b) La récurrence n'est pas indispensable ici mais comme [’énoncé le demande, on s’y colle !

1 2
Z E(X;X;) »est vraie

Montrons par récurrence que la propriété 2(n) : « E(M?) = 1 + mr1)e
0<i<j<n

pour tout n € N.
— Pour n =0, on a My = Xy donc
2
E(Mg) = E(X3) =V(X0) + BE(Xo)? =1-(p—9)°+ ((p—9°) =1

1 2
De phlS m + m 0<§<OE(XZ'X]‘) =1 (car la, somme est Vide).

Donc Z2(0) est bien vérifiée.
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— Soit n € N fixé tel que P (n) est vérifiée.

1 n+1 1
On a alors Mn+1 = m(XO + ...+ Xn+1) = mMn + an+1.

On en déduit que :

n+ 1)2 2n+1 1
E(M?,)=FE <( ) M? + ( )Man+1 + X,%H)

(n+2)27"" " (n+2)2 (n+2)2
1)? 2 1 1
= mE(Ms) + (T(Ln++2))E(M Xpy1) + mE(XiH) linéarité de l'espérance
n+1 2 2 = 1
= + E(XiX)) + o5 > B(XiXpi1) + 55
o e 2 PO e 2 o
1 2
= + 5 >, BE(XiX;).
n+2  (n+2) 0<iSTn
P(n + 1) est donc bien vérifiée.
1
Gréace au principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N, E(MQ) = — Z E(X:X;)
n n -+ 1 (n+ 1 o<ici<n
Voici ce que ¢a donne sans récurrence !
1 = 2
Pour tout ne N, M2 = ——— Y X2 4+ —— X, X,
our tout n oy (n—i—l)zz ’+(n+1)2 Z j
i=0 0<i<js<n+1

Par linéarité de ’espérance et d’aprés les résultats précédents, on a donc :

1 = 2
EM)H=——S EX))+——— E(X,;X;
=0 oi<js<n+1
1 2
= + s Y E(XX;).

n+1 (n+1) 0<iTicn

¢) En reprenant la définition de la variance empirique du cours, on a S% = ) Z X? - M2
n :

Par linéarité de ’espérance et d’aprés les questions précédentes :

B(82) = — ZE(X?)—E<M2>

n+1 =
1
=1- - g > E(XiX))
n+ TL+ o<i<isn
1 2 .
-1 - > -0
2
n+l (’I?,+ 1) 0<i<j<n
n n i1 .
T+l n+12§:§: —a
7j=11i=0
n 1
n 2 R =
= (p—aq) car p—q # 1
2 1
n+1 (n+1) = 1--=
n 2(p - q) - ; 2(p — q)n
= - —q) +
ntl (10— q—1>;<p U a1 h-a- 1
_on 20p—q)® el 2n(p — q)
n+l (n+12p-q-1) 1-(p—-q9 (n+1)2*(p—q-1)
En remarquant que p — ¢ — 1 = —2¢, on obtient
n — _ 1— _ n
B(s?) = T P-—9--0")
n+1 (n+1)%g 2q
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Partie C : Equation matricielle

8. On a D,,, = C,,.
9. a) On sait que Cy,11 = MC,,. On a donc Dayy, 0 = M Dy,
Mais, par hypothése de ’énoncé, on a aussi Ds, 42 = N2D,,,.
On en déduit donc que, pour tout entier n, M Do, = N2D2n, ce qui donne(N2 - M)C,, =0.
b) D’aprés la question précédente on a (N2 — M)Cy =0 et (N? — M)C; = 0.

Or (Cy,Ch) = ((é) , (i]) )) est une famille libre car g # 0 qui contient deux vecteurs donc c’est une base

de j/gJ(R).
On peut donc en déduire que, pour tout X € .#51(R), (N2 — M)X =0 et donc N2 — M =0.
¢c) Ona A? =P 'NPP'NP =P 'N?P=P'MP=D.

On écrit alors A = (Z Z>7 et égalité A% = D s’écrit alors :

a?+bc=p—q a?+bc=p—q
ab+bd =0 b=0oua+d=0
ac+dc=0 < c=0oua+d=0
be+d? =1 be+d? =1

On remarque alors que si a + d = 0 alors a? — d*> = 0 et donc en soustrayant la ligne 1 & la ligne 4, on a

a?—d>=p—q—1=0,dou 2¢g =0 et ainsi ¢ = 0 ce qui est contraire a notre hypothése.

a®*=p—q
On en déduit donc que A% = D implique 2 i 8 . On obtient bien dans ces conditions une matrice

=1
A qui est diagonale.
Comme I’énoncé impose l'existence de N et donc de A, cela impose que p — g = a® > 0.
On en déduit alors les matrices A solutions de A% = D :

(% DOF DT 205 )

d) Comme N = PAP™!, on en déduit 4 matrices possibles pour N :

= ) I G EL Ay
2\1-vi—a vi—a+1) 2\ 14vhqa —vi-a+1)

1< Vp—q-1 -1- p—q> 1(—\/p—q—1 —1+\/p—q>
2\-1-vp—q¢ +Vp—q-1)’2\-14+vp—q —vVp—q-—1

Comme on cherche a ce que N soit a coefficients positifs ou nuls, les deux seules matrices répondant au
conditions demandées sont :

1<\/ﬂ+1 1\/ﬂ> 1<m+1 1+\/ﬂ)
2\1-vVp—q Vp—q+1)’2\ 1+Vp—q —Vp—q+1)°

Probléme 2

Partie A : Autour de la loi géométrique

1. a) La premiére alerte peut survenir au plus tot le premier jour, dans ce cas X; = 0, et il n’y a pas de valeur
maximale que peut prendre X;. X; prend forcément une valeur entiére.

En résumé, | X;(92) = N|.

Notons, pour i € N*| A; ’événement « une alerte survient le i-¢me jour apreés 'installation du sismométre ».
On peut alors écrire, [X; =0] = Ay et pour k #Z0 [X; =k = A;N...N AN Apyy.
On en déduit que P(X; = 0) = p et, comme les événements (A;);en+ sont mutuellement indépendants, on
a pour k € N* :

P(X, =k)=P(A]) x ... x P(A}) x P(Axs1) = p(1 —p)*.

En résumé, | pour tout k € N, P(X; = k) = p(1 — p)*.
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b) D’aprés la question précédent (1 + X;)(©2) = N* et, pour tout k£ € N*,

P(X,+1=k) =P(X1=k—1)=p(1—p) L

’ X1 + 1 suit bien la loi géométrique de paramétre p. ‘

2. a) On peut tout d’abord remarquer que si k < j alors Px,—;(X2 = k) = 0.
Soit maintenant (4, k) € N? tel que j < k. On reprend les notations de la question 1.a).
On a alors Pix,—;)(X2 = j) = P(Aj;2) = p et pour k > j, on peut alors écrire :

P[Xlzj] (X2 = k) = P(Aj+2 n...N Ak+1 n Ak+2)

=P(Aj12) X ... X P(Apt1) X P(Agt2) evt indépendants
=(1-p)* 7 xp
o 0 sij>k
En résumé | Px,—;)(Xo = k) = {(1 i s <k

b) D’apres la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements ([X1 = j])jen,
on a, pour tout k € N :

+00
P(Xy=k)=> P(X) =j)Px,—_j(X2 = k)
j=0

k “+o0
= p(1=py xp(l=p)* 7+ > p(1—p) x0
J=0 j=k+1

k
= p? Z(l —p)*

= (k+1)p*(1 —p)* = (k+ 1)¢"p*.

On a bien montré que |Vk € N, P(Xy = k) = (k + 1)p*q".

Partie B : Généralisation de la situation précédente

k .
. n+k n+j—1 .
3. a) Montrons par récurrence que la propriété Z(k) : « ( > = g < j ) » est vrale pour tout

k = j
keN.
0 )
0 -1 -1
— Pour k£ =0, on a d’'une part (n * > =1 et d’autre part Z (n +j. > = (n ) =1.
0 = J 0
Donc £2(0) est vraie.
— Soit k € N fixé et tel que L (k) est vraie. On a alors :
kE+1 k k
<n ;;_i_Jlr ) = (n: > + <ZI 1) formule de Pascal
k .
-1 k
= Z " +]. + e d’aprés 'hypothése de récurrence
= J k+1

500

j=0

On a alors montré que Z(k + 1) est vérifiée.

k .
n+k n -1
Grace au principe de récurrence, on a montré que | pour tout k € N, < Z ) = g ( +‘7, >
; J
Jj=0
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n+k—1

b) Montrons par récurrence que la propriété & (n) : «Vk € N, P(X,, = k) = ( i

)qkp” » est vraie
pour tout n € N*.

) koo o1 L+k—1\ 1 1 k
— Pourn = 1, on a d’une part, pour tout k € N, P(X; = k) = pq” et d’autre part i q"p = pq°.

Donc (1) est vraie.
— Soit n € N* fixé et tel que F(n) est vraie.
A T'aide du méme raisonnement qu’a la question A.2.a) on peut remarquer que :

0 sij >k

V(j,k) EN? Px _a(Xp1 =k) = j
(7, k) =) (Xng1 = K) {(1p)’“ﬂp si j < k.

Ainsi, en appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([X,, = j])jen,
on a

VEeN, P(X,=k) = ZP 3 Pix, =) (Xnt1 = k)

k . +oo .
n+j7-—1\ ., . n+j—1\ .
= ( ; )@p‘Xf”p+ > ( ' )@p'xo
0

i= J Pt J

d’aprés Z(n) et la remarque ci-dessus
k .
n+j—1
p7z+1qk Z < . )
=0~ J

o n+k n+1 k
("3t

On a alors montré que &(n + 1) est vérifiée.

k—1
Grace au principe de récurrence, on a montré que | pour tout n € N* et k € N, P(X,, = k) = <n * )qkp".

1
4. a) Pourn=1,0na ZXl(l) = Xl(l) qui suit la loi ¥~ (p).
i=1
1+k-1
k

Donc ‘ la propriété est bien vérifiée pour n = 1. ‘

Or, pour n = 1 et pour tout k& € N, < )qkp1 =¢"p = P(X{l) = k).

On suppose maintenant que pour un n € N* fixé, ’énoncé suivant est vrai :

&(n): «si (X 1(i))ie[1,n]] est une famille de n variables aléatoires mutuellement indépendantes

qui suivent toutes la loi ¢~ *(p) alors Z Xfi) suit la loi 7 (n,p). »
i=1

Pour vérifier que cette propriété est vraie au rang n + 1, on se donne (Xfi))ie[[l_,nﬂl] une famille de n + 1
variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent toutes la loi 4~ *(p).

X§n+1)

D’aprés le lemme des coalitions on peut alors affirmer que Z Xli) et sont indépendantes.
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b)

c)

n+1 k n
Soit k£ € N. On peut remarquer que [Z X{l) = k] = [Z Xl(z) = j} N [X{"'H) =k — j] donc
0 Li=1

i=1 j=
n+1 ) k n )
P (Z Xl(l) = k) = ZP ( ZXl(Z) = j} N [XYIH) =k— ]]) union d’evt disjoints
i=1 j=0 i=1
k n )
=) P <Z x® = j) x P(X"TY = | — ) evt indépendants
7=0 i=1
k 1
= Z (n +‘7_ - )qu” X pgt=I hyp de récurrence et def de ¢~ (p)
i=0 J
— n+ k n+1 _k N .
= ( i ) p" g méme calcul que question 3.b)
n+1 )
On a donc bien montré que Z Xl(l) suit la loi %_l(n +1,p), c’est-d-que que notre énoncé est vrai au rang
i=1

n+ 1.
Gréace au principe de récurrence on a montré que

I’énoncé &(n) est vrai pour tout n € N*.

En écrivant X,, et X,, respectivement comme des sommes de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes la loi 4! (p) on peut voir X,, + X,,, comme une somme de n + m variables aléatoires indépendantes

suivant toutes la loi ¢~ *(p) et donc on peut penser que ‘ X, + X, suit la loi B~ (n +m,p). ‘

Partie C : Une loi binomiale et une loi normale

5.

a)

Il y a ici une succession de n + k épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes : chaque jour on note
8’il y a eu une alerte.

Chaque jour, la probabilité d’avoir une alerte est égale a p et Y, 1, compte le nombre de réalisations de
I’événement « il y a une alerte ».

Ainsi,

Y4k suit une loi binomiale de paramétres (n + k, p). ‘

L’événement [V, < n] signifie « lors des n + k premiers jours il y a eu strictement moins de n alertes ».
Ceci est équivalent & dire que « la n-iéme alerte a lieu & un jour portant un numeéro strictement supérieur
an+k».

C’est encore équivalent & « au moment de la n-iéme alerte strictement plus que n—+k jours se sont passés »ce
qui est encore équivalent & dire « au moment de la n-iéme alerte il y a eu strictement plus que k jours sans
alerte »ce qui est exactement 1’événement [X,, > k.

On a donc bien‘ Yitr < n] = [X, > k] ‘

Il nous faut, dans cette question, déterminer I’espérance et la variance de X,,.
Pour éviter de faire de gros calculs, il est astucieux d’utiliser la question B.4.

n
En effet, grace a cette question, on peut affirmer que X,, admet la méme espérance et variance que Z X 1(1)
i=1
ot les X fl) vérifient les hypothéses de la question 4.
n

D’aprés la linéarité de l’espérance on a donc E(X,,) = Z E(Xfi)) = nE(Xfl)), car les Xfi) suivent toutes
i=1

la méme loi.

D’aprés la question A.1.b) et par linéarité de l’espérance,

1
ExMy=p( xW41 y—1=--1=1
——— p p
suit une loi géom
On a donc E(X,,) = nd.
p

n

Les variables X{i) étant mutuellement indépendantes, on a aussi V(X,,) = Z V(ij’)) = nV(Xl(l)).
i=1
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Et, par propriété de la variance :

vix"y =v( xM+1 )=
N—_——

suit une loi géom

On a donc V(X,,) = n% On a bien montré que

zﬁ/(m,”g).
b p

Le théoréme central limite :

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé et indépen-
dantes.

On suppose que les X, suivent toutes la méme loi et qu’elles admettent une variance non nulle.
On note p leur espérance commune et o leur écart-type commun.
On rappelle que :

M, — E(M,)
V(My)

_ M-
NG

1 n
VneN, M,=-Y Xy et M,
nk—l

Alors la suite (M, )nen+ converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi .47(0,1).
Autrement dit, pour tout x € R, on a :

1 * 2

i ) = —— —5dt = .

ngrfoo P(M} < x) Wor [me rdt = O(x)

On rappelle que ® désigne la fonction de répartition de la loi A°(0,1).

Application :

Soit (Y;);en+ une suite de variables aléatoires indépendantes et telle que pour tout ¢ € N*, Y; suit la loi
1

9 (p).

D’aprés la question B.4., X, et Z Y; suivent la méme loi. Donc :

i=1

n

Xn _ 4 15 YVi— 4

n p n i=1 "7 p
Pla< 7 <b|=Pla< NG <b

pvn pvn

*
1 n
Or, d’aprés le théoréme central limite appliqué a la suite de variables aléatoires (Y;);en-, < ZK)

converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

RCINARRNES y
De plus, (n E YZ> = NG , donc
=1 pv/n
ivn oy _ 4 b 1
i=11¢ 42
lim Pla<™ P < :/—et/th.
n——+oo p\\//% a \ 21

D’autre part, on a vu que Z, suit une loi normale donc Z;: suit la loi normale centrée réduite. Or :

nq Z

n P _
ng ~a
p? PV

o In—E(Zn) _

tVV(Z))

Zn _ 4 b
1 2

OnadoncPla< 2—L <b| = / ——e /24t (quantité qui ne dépend pas de n.

N ) o (a q pend p )

pvn

Xn _ 4 Zn _ 4 b ,
L . n p _ . n P _ —t /2
En conclusion, ngl}rloo Pla< 77 <b nEIJIrloo Pla< 77 <b /a —me dt.
pvn pvn
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