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PREPARATIONS AUX EPREUVES ORALES

SUJET 1 : AGRO 2023

Question de cours

Enoncer le théoréme de transfert dans le cas d'une variable aléatoire admettant une densité.

Exercice préparé

Pour tout # > 1. On considere la matrice Ky, € /511 (R) telle que pour tout i € [1, n], (Kn); j+1 =
i, et pour tout j € [1, n], (Kn)j+1,j = —n—1+ j et dont tous les autres coefficients sont nuls. On a
donc:

0 -1 0

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de Kj . Cette matrice est-elle diagonali-
sable sur R? Sur C?
2. Ecrire une fonction K en Python qui prend en entrée un entier 7 et qui renvoie la matrice Kj,.

3. Utiliser la fonction précédente et la fonction eigvals du module numpy .1linalg pour déter-
miner les valeurs propres de K, pour n € [[1, 10]. Que peut-on conjecturer?

4. On se propose de montrer la conjecture faite dans la question précédente. On note & (R,C)
I'espace vectoriel des fonctions de R vers C et V; le C-sous-espace vectoriel engendré par la
famille de fonctions % = (fi) ke[o, »] définies par

VxeR, fi(x)=cos” K (x)sinf(x)
On consideére I'application ¢, définie pour tout f € V;, par ¢, (f) = f’

(@) Soient (Ag,...,An) € C"*1 et x € |—n/2; n/2[. Montrer que

Aofo(X)+-+-+Anfn(x) =0 si, etseulementsi, Ag+Ajtan(x)+---+A,tan(x)” =0

(b) En déduire que la famille %, est une base de V}; et la dimension de V,.
(c) Monter que ¢, est un endomorphisme de V;, et déterminer sa matrice dans la base %,,.
(d) Pour tout k € [0, n] on note gj. la fonction définie par

VxeR, gi(x)=exp(i(n-2k)x)

Justifier que pour tout x € R, g (x) = (cos(x) + isin(x))”’k(cos(x) — isin(x))k.

N

(e) En déduire que pour tout k € [0, n], g appartient a Vj,. Indication : On pourra utiliser

n—k k n—k k
sans le justifier que ( > aj) (Z b,) =) Y ajb.
j=0 =0 j=01i=0
(f) En déduire les valeurs propres de ¢, puis celle de K.
(g) Lamatrice K est-elle diagonalisable sur C?
(h) Déterminer pour quelle valeur de n, la matrice K est inversible.

(i

=

Lorsque Ky n’est pas inversible, déterminer une base du noyau.
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Question de cours

Enoncer le théoréme du rang pour une application linéaire f : E — F.

Exercice préparé
) . . n—-1\"
1. Déterminer lim |——] .
n—+oo n
On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n et on effectue n tirages successifs

d’une boule avec remise. On note X la variable aléatoire représentant le nombre de numéros distincts
obtenus.

2. Déterminer laloi de X dans les cas n =2 et n = 3. Que vaut 'espérance de X dans les cas n =2
etn=37
3. (a) Ecrire une fonction Python d’argument n qui simule I'expérience et renvoie la liste des
numéros tirés.
(b) Ecrire une fonction Python d’argument n qui simule la variable X.
On pourra obtenir 'ensemble des valeurs d’une liste L avec la commande set (L) et ob-
tenir le cardinal d'un ensemble s avec la commande len(s).
(c) Ecrire une fonction Python d’argument 7 qui calcule une valeur approchée de I'espé-

rance de X.
4. Calculer:
(@ PX=1)
(b) P(X=n)
(c) P(X=2)

(d PX=n-1)

5. Pour i entre 1 et 1, on note A; 'événement "le numéro i fait partie des numéros obtenus au
cours des n tirages" et on note X; la variable indicatrice de 'événement A; ( X; prend la valeur
1si A; est réalisé et 0 sinon).

(a) Calculer laloide X; et son espérance.
(b) Calculer I'espérance de X ainsi qu'un équivalent de E(X) lorsque n tend vers +oo.

6. (a) Pour i et j distincts entre 1 et n, calculer la loi de la variable X; X;.

(b) Calculer la variance de X.
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Question de cours

Lien(s) entre I'indépendance de deux variables aléatoires discretes et leur covariance.

Exercice préparé

1. On considere ¢ 'endomorphisme de R3, dont la matrice représentative dans la base cano-
nique est la matrice A de .#3(R) suivante :

(a) Montrer que le spectre de 'endomorphisme ¢ est : Sp(¢) = {1,3}. Lendomorphisme ¢
est-il diagonalisable?

(b) Onnote a; = (1,1,0),a2 = (0,0,1) et ag = (1,—1,0).
Montrer que la famille % = (ay, az, a3) est une base de R3 et déterminer la matrice M de
I’endomorphisme ¢ dans la base 4.

(c) Déterminer une matrice carrée P telle que A = PMPL et expliciter P! alaide de la
fonction inv de Python. La commande inv du module linalg de la bibliotheque numpy
permet de calculer I'inverse d'une matrice carrée de type matrix.

2. Soient f, g et h trois fonctions dérivables sur R vérifiant :

flw=2f+g®+h@
VIER, gW=fO+28)+h(t) et  f0)=g0) =h©0)=1
K (1) =3h()

(a) Déterminer I'expression de h(t) pour tout ¢ € R, puis tracer a I'aide de Python I'allure de
la courbe représentative de / sur I'intervalle [0; 1].

f@ '
(b) Onnote X(1)=| ¢y |et X'(0)= g
h(t) n'(0)
u(t) u' (1)
Onnote Y()=P'X()=| ,p |etY@=P'X'0=| .
w(r) w'(t)
Vérifier quon a: VreR, 1/ () =3u(r) +e3t.
(c) En déduire I'expression de u(t) pour tout ¢ € R.
(d) Déterminer alors I'expression de f(t) et g(¢) en fonction de ¢.
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Question de cours

Définition de la dérivée d’'une fonction f en un point a.

Exercice préparé

On rappelle que, si X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes admettant res-
pectivement les densités f et g, alors la variable aléatoire X + Y admet une densité f * g définie par

+00o
(f*g)(x):f flx-tgde
—00

1. On consideére deux variables aléatoires indépendantes U et V suivant la loi uniforme sur]0; 1[.
Soient A, u deux réels strictement positifs.

(a) Déterminer les lois des variables aléatoires — % In(U) et —i In(V).

(b) Onconsidére X et Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant la loi exponentielle
de parametres respectifs A et p.
Ecrire une fonction en langage Python qui prend en argument les valeurs de A et y et qui
renvoie une réalisation de la variable aléatoire min(X, Y).
Déterminer la loi de la variable aléatoire min(X, Y) et vérifier qu’il s’agit d'une loi expo-
nentielle dont on précisera le parametre.

(c

(d) Déterminer laloide -Y.

(e) Montrer qu’'une densité de X — Y est la fonction i définie sur R par :
Ap —Ax :
T e six>0
hix—{ MK

AR ux .
me six<0

(f) Calculer alors la probabilité de I'événement [X < Y.
2. Soit (X;) jen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que :
* X1, X3, X5 et plus généralement X»,41 pour n € N, suivent toutes la loi exponentielle de

parametre 1;

¢ Xy, X4, Xg et plus généralement X, pour n € N*, suivent toutes la loi exponentielle de
parametre 2 .

Sii > 2, on dit que I'événement « X; est un creux » est réalisé si [X; < X;_1] et [X; < Xj41]
sont réalisés tous les deux.

ATaide de Python, estimer la probabilité des événements « X, est un creux » et « X3 est
un creux ».

(a

(b) Calculer la probabilité des deux événements précédents.
3. (@) Que vautla probabilité de I'événement « X et X3 sont des creux »?
(b) Les événements « X4 est un creux » et « Xg est un creux» sont-ils indépendants?
(c) Déterminer laloi du nombre de creux parmiles 10 variables aléatoires Xy, Xg, X12, ..., X40-
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Question de cours

Donner la définition d’une valeur propre et d’'un vecteur propre pour un endomorphisme f d'un
espace vectoriel E de dimension finie.

Exercice préparé

¢ On dispose initialement d’'une urne Uy contenant 1 boule blanche et 2 boules rouges.

¢ Pour tout n € N, on remplit ensuite I'urne U4 avec 3 boules de la facon suivante. On effectue

3 tirages avec remise dans l'urne Uy, et pour chaque boule rouge (respectivement blanche)
tirée, on place une nouvelle boule rouge (respectivement blanche) dans I'urne Uj;41.

Pour tout n € N, on note Y, le nombre de boules blanches dans 'urne Uy,. En particulier Yy = 1.

1. Identifier la loi de la variable aléatoire Y7.

PourtoutneN,onnotea, =P (Y, =0), by,=P(Yy,=1) cp=P(Yp,=2), et dp=P(Y,=3).

5
6.
7
8

. Montrer que pour tout n €N, by + cp+1 =

. Soitn eN, etk € {0;1;2;3}. Déterminer laloi de Y;,+) sous la probabilité conditionnelle Py, — ),

C'est-a-dire calculer, pour tout j € {0;1;2;3}: Py, —g; (Yn41 = j)-

. Ecrire une fonction Python prenant en argument un entier n € N* et simulant les variables

aléatoires Y1,..., Y. La fonction renverra le résultat sous la forme d’une liste [Yp, Y7,..., Y5l

3
(a) Soit € N. Justifier que tout k € {0;1;2;3}, Y jP{y, =k (Yn+1=J) =k
j=0
(b) En déduire que E (Y+1) = E(Yp).
(c) En déduire I'expression de E (V) pour tout n € N.

2

= (bn +cp).
3 (bn +cn)
En déduire la convergence et la limite des suites (by,) et (cp).

. Montrer que la suite (ay) et la suite (dy) sont croissantes. Montrer qu’elles convergent.

. Alaide de la question 4 , montrer que (dj,) converge vers 1/3. Quelle est la limite de la suite

(an)? Interpréter le résultat.

. On note T le numéro de la premiére urne ne contenant que des boules rouges ou que des

boules blanches.

(a) Pour tout n €N, calculer P(T > n).
(b) En déduire laloi de T et son espérance.
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Question de cours

Donner la définition d’une valeur propre et d’'un vecteur propre pour un endomorphisme f d'un
espace vectoriel E de dimension finie.

Exercice préparé

Un magasin posseéde une caisse, toutes les personnes qui sortent du magasin doivent passer par
cette caisse y compris si le client n’achéte pas d’article. Pour tout k € N*, on note X}, la variable
aléatoire réelle égale au nombre d’articles achetés par le k-iéme client. On suppose que ces variables
sont mutuellement indépendantes et suivent une loi de Poisson de parameétre p.

On note N le nombre aléatoire de clients qui passent par la caisse au cours de la premiére heure,
N suit une loi de Poisson de parametre A et est indépendante des Xj.

On souhaite étudier le nombre X d’articles passant par cette caisse durant la premiére heure.

1. Exprimer X en fonction de N et des X;.

2. Ecrire une fonction Python X qui prend en entrée I pour A et m pour u et qui simule la variable
aléatoire X. On pourra pour cela utiliser la fonction poisson du module numpy . random

3. Soit n€N. Déterminer P(y—) (X = n).

4. Montrer par récurrence sur k € N* que X +...+ X suit une loi de Poisson de parametre kp.

s . AR ek
5. En déduire que pour tout ne N*,P(X =n) = Z ———e K
- kin!
6. Montrer que E(X) = Au. On admettra I'existence de E(X) et on pourra procéder sans justifica-
tion a une permutation de deux sommes infinies.

7. Montrer que pour tout 7 € N* :

”ne—ﬂ
P(X=0)=exp(A(e™*-1)) etP(X=n)= . fn(Ae™)
+00 xk +00 xk
oll fi(x) = 1;1 K" R On pose aussi fy(x) = kX_:l R

8. Exprimer fj et f] al'aide des fonctions usuelles.

9. Montrer que pour tout n e Nettout xeR:

. (n
frer(@=x+) x i

i=0
Indication : On pourra utiliser le changement de variable [ = k—1.
10. En déduire une expression de la fonction f,.

11. Ecrire une fonction f qui prend en entrée un entier 7 et un réel x et qui renvoie la valeur f, (x).
On pourra utiliser la fonction binom du module scipy.special.

12. Utiliser la fonction précédente pour écrire une fonction Python qui prend en entrée deux réels
A et u et un entier n et qui renvoie P(X = n). On pourra utiliser la fonction factorial du
module scipy.special.
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Question de cours

Densité d’'une loi normale centrée réduite.

Exercice préparé
Rappel : Algorithme de dichotomie.

Soit g une fonction continue sur un intervalle [a, b]. On suppose que g s’annule exactement une
fois sur [a, b] en un réel @. On définit les suites (ak)k>0 et (bk)k>o de la fagon suivante :
—ap=aetby=>h.
. aj + hk
* Pour tout entier naturel k, on note ¢, = —— et:
o sif(ag) f(cx) <Oalors ag, = ax et by = ¢k
* sinon ag,q = ci et by = by
On sait alors que les suites (ax ) et (bg) > convergent toutes deux vers a.
On étudie dans cet exercice, pour tout entier naturel » non nul, les solutions sur R** de I'équation

(Ep):Inx+x=n

A cet effet, on introduit la fonction f définie sur RT* par I'expression

fx)=Inx+x

1. (a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, I'’équation (E;) admet une unique solu-
tion, notée xj;.
(b) En utilisant ’algorithme de dichotomie, déterminer des valeurs approchées a 1073 pres
des termes x5 pour n allant de 1 a 10, et les représenter graphiquement.
(c) Etudier les variations de la suite (Xn) nen (on pourra comparer f(xp) et f (Xp+1) ).

2. (a) Montrerque Vx€R"™, Inx<x.
(b) Prouverque VneN*, 5 <xp<n.
(c) Déterminer lim xj.
n—+oo

In(x
3. (a) Montrer que lim M = 0. En déduire un équivalent de x;,.

n—+oo n
(b) Déterminer lim x;+41—Xp.
n—+oo

. * _ h—Xp
4. Onnote:VneN™, up= Ton

(a) Exprimer u; —1 en fonction de x; et n. En déduire limy— +o0 Up.
(b) En déduire que 1 —uy ~ %

(c) Endéduire que x, =n—Inn+ I“T” +o(lnT”]
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Question de cours

Donner deux conditions suffisantes et non nécessaires de diagonalisabilité d'une matrice carrée
réelle.

Exercice préparé.

On considére une piece qui donne Pile avec probabilité p € ]0; 1[ et Face avec probabilité g = 1-p.
Soit 7 un entier non nul fixé.
On considere n joueurs qui lancent chacun la piece jusqu’a obtenir Pile. Le(s) gagnant(s) sont
désignés comme ceux qui ont fait le moins de lancers.
Pour i € [1, n], on pose X; le nombre de lancers du i-iéme joueur, et on note N le nombre de
gagnants.
1. Quelle estlaloi de X;, pour i € [1, n] ? Rappeler son espérance et sa variance.
2. Calculer pour tout i € [1, n] ettout j €N, P (X; > j).
3. Onnote Y =min (X7, Xo,..., Xp).
(a) Calculer P(Y > j) pour tout j € N.
(b) En déduire la loi de Y, son espérance et sa variance.

4. Ecrire une fonction Python NbMin (L) prenant en argument une liste L, et renvoyant le nombre
de fois ou1 la valeur minimale apparait dans la liste L.

5. En déduire une fonction Python N(n,p) qui, prenant en argument la valeur de »n et de p, si-
mule I'expérience aléatoire décrite et renvoie la valeur de N.

6. Calculer P(N = n).
7. Montrer que :

m ok n—k
vke[l,n], PWN=k-= ()pta"
1-g"

8. En déduire I'espérance de N et la variance de N.

9. Vérifier la valeur de E(N) al'aide d’estimations construites grace a de la fonction N de la ques-
tion5.
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Question de cours

A quelle(s) condition(s) sur sa fonction de répartition une variable aléatoire X admet-elle une
densité de probabilité ? Comment détermine-t-on alors une densité de X ?

Exercice préparé.

On munit E = R3 du produit scalaire usuel que 'on notera (-, -).
On considere 'endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique B = (e1, e2, e3)
de R3 est:



1. (a) Montrer que A est diagonalisable.
(b) Que permet le programme suivant?
import numpy as np
import numpy.linalg as al
A=np.array ([[5/2,1,1/21,[1,2,1],[1/2,1,5/21])
I=np.eye (3)
r=al.matrix_rank(A-I)
s=al.matrix_rank(A-2*I)
t=al .matrix_rank(A-4*I)
(c) Alaide de Python, déterminer une base de de .#3 1 (R) formée de vecteurs propres de A.
(d) Pourquoi cette base est-elle orthogonale?
(e) Proposer une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de f. On notera B’ =
(e’l , e’z, eé) cette base.

2. On considere I'application ¢ définie sur E2 par:

V(u,v) € B2, @(u, v) =< u, f(v) >

(a) Soit u (resp. v) un vecteur de E de coordonnées X (resp. Y ) dans B.
i. Exprimer ¢(u, v) enfonctionde A, X et Y.
ii. Exprimer ¢ (v, u) en fonctionde A, X et Y.
iii. Montrer que ¢ (u,v) = @(v,u).
(b) On note pour tout u € E, F;, 'ensemble des vecteurs orthogonaux a u et F,’, ={veEtel
que ¢(u,v) =0}.
i. Montrer que si u est un vecteur propre de f, alors Fy, = F},.
ii. A-t-on toujours Fy, = F},?

SUJET 10 : AGRO 2022 |

Question de cours.

n
Pour n et k entiers naturels, donner I'expression du coefficient binomial ( k)'

Exercice péparé.

Soit (Q, o/, 2) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur cet espace suivant la loi nor-
male centrée réduite. On note ¢ la fonction densité continue de X, ® sa fonction de répartition, f la
fonction x — P(X > x) et (E) 'équation différentielle :

VxeR, ¥ (x)+xyx)=0

Jicy]

On consideére la fonction M définie par: Vx e R, M(x) = IEoR

1. Résoudre I'équation différentielle (E). Montrer que ¢ est solution de (E).
+00 (p,(t)
2. Montrer que pour tout x >0, ona: f(x) = —f - dr.
X
3. Montrer que pour tout x>0, ona: f(x) < @. Déterminer la limite de M en +oo.

Montrer que f est dérivable et exprimer sa fonction dérivée f’ en fonction de ¢.

(a
(b) Montrer que la fonction M est dérivable.
(c) Calculer sa dérivée M’ aI'aide des fonctions f et ¢.
(d) En déduire le sens de variation de M sur R*.
5. (a) Ecrire un script Python permettant d’afficher sur un méme graphique les courbes des

fonctions x — M(x), x — % et x— % - x% sur l'intervalle ]0; 5].

Pour calculer f(x), on pourra utiliser la fonction norm. sf () du module scipy.stats

g

Montrer, a I'aide d'une intégration par parties que :

+00 (p/
Vx>0, f(x):@+f (‘0;” dr
X X t

(c) Montrer que pour x>0:
1 1 1
S-S <MW=
X x X
(indication on pourra intégrer une deuxieme fois par parties).
(d) En déduire un équivalent de M(x) lorsque x tend vers +oo.
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Question de cours

Définition de 'espérance d’une variable aléatoire X discréte a valeurs dans N.

Exercice préparé.

1
Pour tout entier naturel 7, on pose : I, = f (1-xe*)" dx.
0

1. Justifier que la suite (I;) est ainsi bien définie, et calculer Iy et I7.

2. (a) Justifier que pour tout entier naturel 7,

. 1 N-1 k kN n
In=_lim (= Y [[1-—=]e
N—+oo| N =0 N

(b) Ecrire alors une fonction en Python qui prend en argument un entier n et renvoie une
valeur approchée de I,.
(c) Utiliser la fonction précédente pour donner une conjecture sur la limite éventuelle de
v/nl, lorsque n tend vers +oo.
3. (a) Démontrer que pour tout réel x,e™* >1-x.
(b) FEtudier les variations de la suite (I,).

4. Pour tout réel x €]0; 1[., on pose H(x) = —x%(x+ln(1 - Xx)).



(a) Démontrer que la fonction H est prolongeable par continuité en 0.

On notera encore H son prolongement, et on admet que H réalise une bijection crois-
sante de [0; 1[ vers [1; +ool.
(b) Démontrer que :

VneN*, I —flex —nx—zH(x) dx—if\/ﬁex —u—zH(i) du
y Ip= b P 2 _\/ﬁ b p ) T

2
(c) Donner la valeur de 0+°° exp (— ”7) du, et en déduire que pour tout entier naturel n, que

In<y/75.
5. Soit (1) une suite de réels appartenant a [0; 1] qui converge vers 0, et telle que la suite ( vn un)
diverge vers +oo.
(a) Donnerl'’exemple d’une telle suite.
(b) OnposeVneN,vy,=H (up).
Démontrer que :

1 VAUnun o
f e U /Zdu
0

VneN* I >fu"ex n—sz(u) dx >
) n = b p 5 n /\/m

édui b3
(c) En déduire que I, e .
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Question de cours

Définition de la convergence absolue d'une série numérique. Lien entre convergence et conver-
gence absolue.

Exercice préparé.

Soient ay, ay et az trois réels distincts.
Soit A la matrice défine par :

ay al

A= 2
1 a» a;

1 a3 ag

Pour tout i € [1, 3], on pose :

3 3 3
si=Za]~, pi=l_[aj etd,-:l_[(a,-—aj)
/=t /=t J=1
J#i j#i i#
1. Ecrire une fonction Python qui prend en argument une liste contenant les valeurs de ay, a et
a3 et renvoie la matrice A, sous forme de liste de listes.

~ =

2. Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier i et une liste contenant les valeurs
de aj, ay et az, et renvoie une liste contenant les valeurs de s;, p; et d;.

3. Soit ¢ I'application définie par :

VPeR2[X],  @(P)=(P(a1),P(az),P(a3))

(a) Démontrer que ¢ est une application linéaire de Ro [ X] dans R®.

(b) Onnote % =(1,X, X2) la base canonique de Ry [X], et % = (eq, 2, e3) la base canonique
de R3. Déterminer la matrice représentative de ¢ dans les bases 98 et 8'.

(c) Déterminer le noyau de ¢, et en déduire que ¢ admet une réciproque, notée ¢ 1.

1 3
4. Pour tout entier i € [[1, 3], on pose : L; (X) = 5 H (X— aj).
ij:1

j#i
(a) Démontrer que: Vie[1,3], L; =o' (¢;).
(b) ATlaide des questions précédentes, démontrer que la matrice A est inversible, et déter-
miner A~!. (On exprimera les coefficients de A~! en fonction des réels s;, p; et d;.)
(c) Ecrire une fonction Python qui prend en argument une liste contenant les valeurs de
ay, ap et az et renvoie la matrice A~L, sous forme de liste de listes. Appliquer cette fonc-
tionavec a; =2,a» =3 etaz =4.
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Question de cours

n n
Pour n un entier naturel, rappeler les valeurs des sommes Z ket Z k2.
k=0 k=0

Exercice préparé.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R’ et suivant la loi expo-
nentielle de parametre 1.

Onpose T =max(X,Y)et W = %

Lobjectif de cet exercice est d’étudier I'existence et la valeur éventuelle de 1'espérance de la va-
riable aléatoire W.

1. Justifier que la fonction Python écrite ci-dessous permet de renvoyer un nombre de facon aléa-

toire en suivant la loi exponentielle de parametre 1 :

def expo():
return -log(random())

2. Ecrire un script en langage Python qui permette de conjecturer I'existence et la valeur de I'es-
pérance de W.

3. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire T.
4. Démontrer alors que T admet une densité, et déterminer une de ses densités.

5. Démontrer que la variable aléatoire W admet une espérance si et seulement si I'intégrale :
00 = _o=21
I= 2[ — dt converge.
0

6. (a) Justifier que pour tout réel u, e > 1+ u.
el _e2t
(b) En déduire que:Vt>0,0< Era— < e’



(c) Démontrer que l'intégrale I est convergente.

7. Alaide du changement de variable, u = 2¢, démontrer que :

+o0 e—2l +00 o=t
Vx>0, f —dt=f —dt
X t 2x 4

On admettra que les intégrales de I'égalité sont bien convergentes.

2x =t
8. Démontrer alors que [ = lim (2[ — dt).
x—0 x t

9. En utilisant le théoréme des gendarmes, démontrer que 'espérance de W vaut 21n(2).
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Question de cours

Formules d’Euler et de Moivre.

Exercice préparé.

Soient n € N* et (T1, ..., T) une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes sui-
vant la loi normale centrée réduite .4 (0,1). On note pour tout i € [1, n|

n
X;=T? et Hp=Y X;
i=1

On souhaite montrer que pour tout £ >0:
P(H,, —E(Hp) > 2\/nt+2t) <e ! (B

1. (a

Ecrire une fonction simule en Python qui prend en entrée un entier n et qui simule la
variable aléatoire Hy,.

(b) Monter que pour tout i € [1, n], X; admet une espérance et déterminer sa valeur.

(c

En déduire que Hy, admet une espérance et qu’elle vaut n.
AVlaide dela question 1a donner une estimation pour ¢ = 1,2,3 et n =100 de

e

P(anE(Hn)>2\/B+2t)

ainsi que la valeur exp(—1?).
2. (a

=

Soient u € [0; 1/2[ et i € [1, n]. Montrer que la variable aléatoire exp (u(X; —1)) admet
. 4 1 —-u
une espérance et que cette espérance vaut e
P q P Vet izu

(b) En déduire que pour tout u € [0; 1/2[, exp (« (H,, — n)) admet une espérance et sa valeur.
(c) Soient u € [0; 1/2[. On note y(u) = In (E (exp (u (Hy, — n)))). Simplifier I'expression y ().

2
(d) Montrer que pour tout u € [0; 1/2[, w(u) < n IEZu'

(e) Utiliser la question précédente pour montrer que pour tout u € [0; 1/2] et tout A > 0, on
a:

N

2
P(Hn—n2n/l)<exp(—n(u/l— ))

1 2
(f) Soit A > 0. Justifier que u;, = = appartient a [0; 1/2[, calculer u;; A — Ym

1
2 2v2A+1 1-2um

et en déduire que P (Hy, —n > nl) < exp (—n’“l_f \,2/“,1-1)

(g) Enprenant A =2v't/n+2t/n, en déduire I'inégalité (E).
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Question de cours

Donner la valeur de E (X?) si X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.

Exercice préparé.
c
Soit u = (a, b, ¢) un vecteur de R® qu’on suppose de norme 1, et soit V = a |€A31[R).
b

Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3 est :

—-a c 0
1. Ecrire une fonction Python, prenant en entrée un vecteur u = (a,b,c) € R3 et un vecteur w =
(x,y,2) € R3 et renvoyant le vecteur f(w) si u est de norme 1, et renvoyant False sinon.
2. Calculer AV. En déduire le rang de f et une base de Ker (f).

3. Déterminer une base de Im (f).
On pourra distinguer plusieurs cas en fonction des valeurs de a, b et c.

4. Vérifier que tout vecteur de Ker (f) est orthogonal a tout vecteur de Im(f).

5. On rappelle que pour tout couple (x, y) de vecteurs e R3 représentés matriciellement par des
matrices colonnes respectives X et Y de .43 1 (R), le produit scalaire (x, y)] est égal a xTy.
Montrer que :

vxeR®, (f(x), x)=0

6. En déduire que Sp(f) < {0}.

7. Lamatrice A est-elle diagonalisable?

8. Soit g I'endomorphisme de R® de matrice C = A% + I3 dans la base canonique de R3.
(a) Montrer que C = vvT.

(b) Justifier que C est diagonalisable.
(c) Déterminer les valeurs propres de C.
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Question de cours

Si X et Y sont deux variables aléatoires admettant une variance, que vaut V(X + Y) ? Que dire si
X et Y sont indépendantes?

Exercice préparé.

Soit N e N*.

On étudie la diffusion d’'une information.

« Alinstant n = 0, une seule personne posséde cette information et la trouve intéressante.

¢ Si une personne trouve cette information intéressante a un instant n € N, elle la diffuse a N
nouvelles personnes qui n’étaient pas au courant jusqu’alors, et qui sont alors au courant a
I'instant n+ 1.

e Ilyaune probabilité p €]0; 1[ qu'une personne donnée trouve cette information intéressante,
a tout instant.

¢ On suppose par ailleurs que toutes les personnes mises au courant sont différentes les unes

des autres. Ainsi, une personne n’est jamais mise au courant en méme temps par deux per-
sonnes différentes.

Pour tout n € N*, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de nouvelles personnes ayant
recu l'information a I'instant n exactement et qui ’ont trouvé intéressante.

1. Ecrire en Python une fonction X(n, N, p) qui prend en arguments des entiers n et N, un
flottant p €10; 1[, qui simule I'expérience décrite et qui retourne le nombre de personnes qui
recoivent I'information a I'instant n et qui vont ensuite la transmettre.

2. Déterminer la loi de X; et son espérance.

3. On pose pour tout n € N*, uy, = P (X, = 0). Justifier que la suite (u,) est croissante. En déduire
qu’elle converge. On ne cherchera pas a déterminer la limite.
4. (a) Expliqueral’aide d'une interprétation pourquoinous avons!’égalité : P X1=k) (Xp+1=0)=
uk
n-
(b) En considérant un systéme complet d’événements relatif & X7, montrer que pour tout
neN*:

N
Up+l = (1—P+pun)
5. Dans la suite de 'énoncé, on se place dans le cas olt N = 2. La suite étudiée vérifie donc la
relation de récurrence, pour tout n € N* :

Uns1 = (L- p+pun)®

2
(a) Montrer que les limites possibles sont 1 et %.

1 1-p)?
(b) On se place dans le cas oi1 p < e Comparer alors 1 et % Quelle est alors la limite
p

de la suite (uy) ? Interpréter ce résultat.
(c) On se place dans le cas o1 p > % On consideére la fonction f définie par f: x— (1-p+

2 L (-p)? . (1-p)? P L
px)“. Montrer que pour tout x € |0; P Jf(x) e |0; 2| En déduire la limite de

la suite (up).
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Question de cours

Enoncer le théoréme d’intégration par parties sur une intégrale.

Exercice préparé.

Soit N un entier supérieur ou égal a 2 . On considére une urne contenant N boules indiscernables
au toucher, numérotées de 1 a N.

On procede a des tirages successifs d'une boule avec remise de la boule dans 'urne avant le tirage
suivant.

On note pour tout k > 1, X le numéro obtenu au k-ieme tirage, et Z; le nombre de numéros
distincts obtenus au cours des k premiers tirages.

1. (a) Ecrire une fonction Python NbDiff (L) prenant en argument une liste L et qui renvoie le
nombre d’éléments distincts présents dans cette liste.

(b) Ecrire une fonction Python Z (N, k) qui, prenant en arguments les valeurs de N et k, et
renvoie une simulation de Zj..

(c) Estimer I'espérance de Z;. a 'aide de votre programme, et conjecturer son comporte-
ment lorsque :

i. N=10etk— +oco
ii. k=10et N — +oo
iii. N=ketN — +oo
2. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z; et la loi de la variable aléatoire Z.
En déduire E (Z1) et E (Zp).
3. Soit k un entier supérieur ou égalal.
(2) Déterminer P (Z; = 1) et déterminer P (Z; = k).
(b) Montrer, pour tout ¢ € [1, N|

N-¢+1

l
P(Zk+1=[):NP(Zk:[)+ N

P(Zp=¢-1)

(c) Endéduire: E(Zy,) = ML E(Zp) + 1.
4. Montrer alors que pour tout k > 1

E(Zk):N(l—(E)k)

N

5. Déterminer un équivalent de E (Z;) dans les trois cas suivants, en comparant avec vos résul-
tats numériques de la question 1(c)

(a) lorsque N est fixé et k — +oo
(b) lorsque k est fixé et N — +oo
(c) lorque N=ket N— +oo



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

