DM 01 fonctions de deux variables

Bio Spé

Réponses

On considere I'application ¢ définie sur R} par:
(0 =2n(3)+ 1
¢ 2/ x
ainsi que la fonction numérique f des variables réelles x et y définie par:

V (x,y) €10; +oo[ x ]0; +ool, f(x,y) =e*"*¥In(xy)

On admet que 'ensemble de définition de f est un ouvert de R?.

Etude des zéros de ¢.

1. Déterminer la limite de ¢ (x) lorsque x tend vers 0 par valeurs posi-
tives. Interpréter graphiquement cette limite.
REPONSE:

Pour x dans R,
(x) = l(4x fln(f)+i)
¢ T x 2

Comme lim,_qulnu =0, alors

donc

. .1
puis comme lim — = +oo
x—0 X
x>0

1 . .
liIT%— = 400, la courbe représentative de ¢ admet une asymptote verticale en 0.
x—0 X

2. Déterminer la limite de ¢ (x) lorsque x tend vers +oo, ainsi que la

b
limite de px) lorsque x tend vers +oo. Interpréter graphiquement
X

cette limite.

REPONSE:

La premiére limite n'est pas une forme indéterminée.

limy— 100 (%) = +00 ‘

Soit x réel strictement positif

3) 1

x2

px) In(
==

N x

Or d'aprés le théoréme des croissances comparées

. Inu
lim — =0
u—+oo Y
donc comme limy—. 400 5 = +00
. @(x)
limy_, 400 —— = +00

On constate que la courbe représentative n'admet pas d'asymptote hori-
zontale (premier calcul), mais pas non plus d’asymptote oblique !.

*®

3. Justifier la dérivabilité de ¢ sur R}, déterminer sa dérivée.

REPONSE:

est dél |Vab|e sut [R comme somme de deUX OnCtionS dé |Vab|es su
+
cet | lelVa”e.

1. On peut parler de branche parabolique d’axe Ox.



2
est dérivable sur RY et pour xeR%, ¢'(x) = — - — 1
¢ + &P P (p(g)=—21n(4)+2=2(1—21n(2))

D’aprés l'indication de I'énoncé cette quantité est strictement négative.

¢ est continue et strictement croissante sur I'intervalle [$; +oo| et ¢(1/2) <

0 et lim, o, ¢ = +00. D "aprés le théoréme de la bijection monotone il existe

un (unique) réel B dans |3; +oo| tel que ¢(B) =0.

De méme la fonction étant continue et strictement décroissante sur |'in-
4. Dresser le tableau de variation de ¢, faire apparaitre les limites de ¢ tervalle 10; 1/2], intervalle ou elle change de signe, il existe un (unique)

en0" et +oo. réel a dans cet intervalle qui vérifie f(a)
REPONSE:

Il existe deux réels positifs a et § tels que :p (@) =¢ () =0 ‘

Soit x réel strictement positif

’(x)>0©2 1>0
¢ x  x2

2 1
o — > )
* 1x 6. Proposer un programme en python permettant d’encadrer a dans
2> — car x>0 un intervalle d’amplitude 10~2. On utilisera le procédé de dichoto-
)16 mie.
o x> > REPONSE:
1
X 0 = +00
2 import numpy as np
!/ —
¢(x) 0 + def phi(x):
t 2*np.1 2)+1
T o return 2#*np.log(x/2)+1/x
¢
/2
pu2) def dicho(f,a,b,eps):

nmnn nnn

on suppose a<b et que f continue changeant de signe
while b-a>eps:

c=(at+b)/2
if f(a)*£f(c)<0:
b=c
. . else:
5. Onrappelle que In(2) = 0,7. Montrer I'existence de deux réels posi- a=c
tifs a et B tels que :
(p(a)z(p(ﬁ)zo return a

REPONSE:

print(dicho(phi,0.0001,1/2,10%*-4))



Points critiques de f sur ]0; +co[ x ]0; +o0[
1. Justifier que f est de classe C? sur ]0; +oo[ x ]0; +0ol.
REPONSE:

La fonction (x,y) — xy est de classe €2 sur ]0; +oo[ x ]0; +oo| et a
valeurs strictement positives. La fonction ¢+~ In(f) est de classe C? sur
R* donc par composition la fonction (x,y) — In(xy) est de classe €2 sur
10; +oo[ x ]0; +oo[. De mé&me la fonction (x, y) — exp (x+4y) est de classe
€2 sur ]0; +ool x 0; +oo.

Par produit :

f est de classe €2 sur ]0; +oo[ x ]0; +ool. ‘

®

2. Calculer les dérivées partielles premiéres et prouver que pour x, et
y strictement positifs

of _ 1x+
5 (07 =L (5y)+ gerv

of _ 1 xtd
@(x,J/)—‘lf(x,J/)Jf;ex Y

REPONSE:

Soit (x,y) deux réels strictement positifs

of _ x+4y x+dy Y

i (x,y)=1xe*In(xy) +e Xy
_ l x+4y
=flx,y+ P

x+4y X

0
a—f (x,y) =4 xe"VIn(xy) +e o

1
=4f(x,y)+ ;ex”y

of

ox BV =[x y)+ et
pour x, et y strictement positifs

of _ 1 x+d

oy ) =4f (oy)+ jet

. . : a B
3. Montrer que les points de coordonnées respectives (a, Z) et|pB, 1

sont des points critiques de f sur ]0; +oo[ x ]0; +oo[.

REPONSE:

D’apreés la question précédente

(o) (o) e

ox\" 4 4
a? 1 .
=2 (ln(— + —) définition de ¢
4 a
=2 (Zln(g)+l)
2 a
=e2a¢(a)
=0 définition de a
De méme
of () _ ay_ 4 a+a
W (a, Z) = 4f (OC, Z) + ;e

+ ) définition de ¢

=0 définition de a

a . ..
(a,z) est un point critique de f sur 10; +oo[ x ]0; +o0l.




Il me semble pas nécessaire de recommencer le calcul pour B. Pf «a
9] a,—) _a-l.2a
® 0x2 ( a?
62_f (a g) =169zle2a
) oy a) T
4. Calculerles dérivées partielles secondes sur ]0; +00[x]0; +oo[ et éta-
blir que : o
2 a
1 (0,9 = axteo [ (0, 2)= e
02\ P o2 0xdy \ "4
0y2\" a4l T @
2
o’f (a g) _ 1.
oxoy\ 4/ ¢
REPONSE:

Soit (x,y) € R?, alors

d
of (x.y)=f(xy)+ %e"”y

0x
donc

0? ol 11

#; (x,y)= %f(x,y) + (—? + ;)e”‘ly il n'est pas nécessaire de calculer plus en détail
donc

0’ f of 1 1
—= (@, a/4) = = f (@, /4) + | —— + — |e***

0x? (. 4/4) 6xf(a ) ( a? a)e

a-1 ,, . "
=O+7e car (a,a/4) est point critique

Pour (x, y) strictement positifs

En utilisant ¢(a) =0



