Lycée Champollion, Grenoble 2025-2026 Equation autonomes

T.D. de Mathématiques BCPST Spé 2
Exercice 7.
Résoudre
p i 1. x'(8)=1+x2(t) et x(0) = xg
EQUATIONS DIFFERENTIELLES indication On commencera par diviser par 1+ x2 apres justification
REPONSES PARTIELLES 2. Chercher les solutions 2 valeurs dans ]—1; 1[ de I'équation x'(£) = 1 — x2(#) avec x(0) = xg
Dans ce TD, les notations pour les fonctions inconnues et les variables peuvent changer d'un exercice Exercice 8 (la).
al'autre. Résoudre
. 1. x'(8) = e*® —1. avec x(0) = xg
Equations linéaires Poser z(t) = x(1) + £,

2. tx'(0) = x(t).(l +In((x(0) —ln(t)), avec x(1) = x1 >0

Exercice 1 (Premier ordre linéaire).
Poser z(t) =In(x(8)/1).

Résoudre les équations suivantes, on donne une indication pour trouver la solution particuliére :
1. y'(x) - y(x) =sin(2x) indication Yp: t— acos(2x) + bsin(2x)) REPONSE:

2
2. y' (x)+2xy(x) = 2xe” ™ indication variation de la constante.

/ . _E. Z[ .. . L.
3. ¥y (x) +2tan(x) y(x) = sin(2x) sur] 53 indication variation de la constante. 1. Pour t dans I'ensemble de résolution

4. y' +x%y=—x? indication constante.
y y Yp Z=x'(n+1

Exercice 2 (4a). (1)
. J . . =e -1+1
Résoudre les équations suivantes
’ X — ez(t)—t
1L yx- yx) = sur ]1; +ool indication yp polynomiale
1+x2 1+ x2 =Dt
. =
2. y' (x)— o y(x) =2x sur]1; +oo[ indication variation de la constante ou solution simple.
x2 —

Cherchons a résoudre cette derniére équation qui est a variables séparables et qui, comme
Exercice 3 (Second ordre, homogene). une exponentielle n'est jamais nulle, est équivalente a .
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. x"=3x'—-x=0 —Ze T =-e"t
2. 2" -2x'+x=0
3. x"-2x'+2x=0

e ?( _g=20) _ =1 _ 0
Exercice 4 (Second ordre).
Résoudre les équations différentielles suivantes : donc o
—z(t . -

1. y" -3y +2y =0 avec les conditions initiales y(0) = 1 et y'(0) = -1, e @l =e"re 0 -1

2. " -2y +y = xe*, on cherchera une solution particuliére sous la forme P(x)e* ot P polynomiale. cas1 Sixp<0alorse ™™ -1>0

3. ¥ +y +y=cosx. On pourra chercher une solution particuliére sous la forme x — acos x+ bsin x. P .

zZ()=-In(e”"+e70 1) positivité
Exercice 5 (4). —t, -
xercice 5 (L) . = In(e e 0 1)

Résoudre y”'—2y'+2y = e* sin x, on pourra chercher une solution particuliére sous la forme x — axcos(x)e

en remarquant que yp, :x— cos(x)e* est une solution de I'équation homogene. La solution est la fonction définie sur R par

Exercice 6 (Conditions aux bords). —f =X
o7 t——In(e f+e™0-1)-1¢
Soit w un réel strictement positif, a et b sont des réels et on pose T = —. On cherche a résoudre I'équa-
) - . . .
tion On vérifie par un calcul que cette fonction est bien solution
cas 2 Si xg>0 La solution est
Y'+0’y=0  yO®=a yM=b .
. \ . R .. t——In(e " +e70-1)—1¢
1. Résoudre I'’équation homogene sans condition.
2. A quelle condition sur a et b I'équation admet elle une solution, cette solution est elle unique? et son ensemble de définition est I'ensemble |—oo; —In(1—e™*0)[ ot on peut vérifier que

3. On change les conditions initiales par y(0)=a  y(T/2) = b, quelles sont les solutions? —In(-e ™) >0



2. Pour que cette équation puisse étre mise sous la forme x' = F(X,t) avec une F continue
sur un intervalle , il faut que ¢ soit non nulle, au vu de la condition initiale on cherche
une solution dans un sous intervalle de RY On cherche forcément des solutions a valeurs
strictement positives a cause du In
Aprés transformation I'équation devient

X 1 (x(t))
— —=ln|==
x(t) t t

Ce qui donne

Z it— ln(xl)et’1

Ce qui donne
X :t— texp (ln(xl)et_l]

Cette fonction est bien dérivable sur R} et on peut vérifier qu'elle est solution de I'équation.

®

Recollement

Exercice 9 (Recollement détaillé).

1. Soient C,D € R. On considere la fonction f définie sur R* par

Cexp(_—l) six>0
= *
Dexp(‘Tl) six<0.
(a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur C et D pour que f se prolonge
par continuité en 0.

(b) Démontrer que si cette condition est remplie, ce prolongement, toujours noté f, est alors
dérivable en 0 et que f’ est continue en 0.

2. On consideére I'équation différentielle
x* y’ -y=0.
Résoudre cette équation sur les intervalles ]0; +oo[ et ]—oo; 0[.
3. Résoudre I'équation précédente sur R.

Exercice 10.
On cherche a déterminer les fonctions y : R — R dérivables vérifiant I'équation (E) suivante :

VXeR, x(x—1)y'(x) - Bx—Dyx) + x> (x+1) = 0.

1. Déterminer deux constantes a et b telles que

3x-1 a b
=—+

2. Sur quel(s) intervalle(s) connait-on I'ensemble des solutions de I'équation homogene? Résoudre
I'équation homogene sur cet(ces) intervalle(s).

3. Chercher une solution particuliére a (E) sous la forme d’un polynéme du second degré.
4. Résoudre (E) sur R.

REPONSE:

1. Soit a et b deux réels, pour tout xeR\{0,1}

a b a(x—1)+bx

x x-1  x(x-1
_(a+bx-a
Tox(x-1

Pour avoir I'égalité demandée il suffit de choisir a et b tels que a+b=3 et —a=-1

3x-1 _1+ 2
x(x—l)_x x-1

Pour tout xeR\{0,1}

2. L'équation (E) qui peut s'écrire sur R\ {0,1}

o BEED L x2(x+1)
y x(xfl)y x(x-1)

(BN

L'équation homogene associée (H) sur R\{0,1} est

- B x2(x+1)
y x(x—l)y x(x-1)

Bx-1)
x(x—1)

soit continue sur

Pour appliquer les théorémes du cours il faut que la fonction x — —

un intervalle.

On peut résoudre cette équation sur |—oo; 0[, 10; 1[ et ]1; +oo.

Bx-1)
x(x-1)"
on pose A :x+— —In|x|-2In|x—1]|. Les valeurs absolues sont indispensables. Sur chacun
des intervalles les solutions de (H) sont les fonctions de la forme x— K|x|(Jx—1))2 od K est
une constante réelle (qui peut &tre différents sur chaque intervalle).

Quitte a changer la constante on peut écrire :

Le résultat de la question précédente permet de trouver une primitive de a : x— —

Les solutions de (E’) sur chacun des intervalles sont les fonctions de la
forme x— Kx(1-x)2 ot K est un réel quelconque.




3. On cherche une solution de (E) (sur R ) sous la forme d'une fonction P(x) = ax® + bx+c. P

est solution de (E) si et seulement si lim yx) —y@d) = lim y@-y@ -2
Xﬂll x-1 xﬂll x-1
VxeR  x(x—1)@ax+b)—Bx—1)(ax® +bx+c)+x2(x+1)=0 < >
Le prolongement est toujours dérivable en 1
si et seulement si
VxeR B—a+1)+x5(—2b—a+1)-2cx+c=0 Les solutions dérivables de I'équation (E) sur R sont les fonctions x — x+—

/lx(x—l)2+x2 si x€]—o0; 1]

II suffit de choisir les coefficients tels que ol A et u sont deux constantes réelles

ux(x71)2+x2 si x€]1; +oo[

—-a+1 =0
-2b-a+1 =0
®
-2c =0
c =0

Exercice 11 (Bonus, & non détaillé).
Résoudre les équations différentielles suivantes :

A+ @) -xf(x) = V1422,

. flxcosx+ flx)sinx =1sur |-F; § [ avec f(0) =2.
. xf'(x) - f(x) =In(x),

L xfl0 - fl) =28,

L X2 0+ xf(0) =1+2x2,

. (1=x2) ') +xf(x) =0,

x— x2 est une solution de (E) sur R.

Remarque : Prenez le temps de vérifier que cette fonction est bien une solution ; la vérifi-
cation est bien plus rapide que le calcul qui précéde.

4. D’aprés ce qui précéde, et en utilisant le théoréme de structure les solutions de (E) sur R\{0, 1}
sont les fonctions

D s W N

Kix(x—1%+x2  si xe]-00;0[ REPONSE:

Y=Y Kox(x—-1)2+x%  si xe]0; 1]

Kzx(x-1?+x% si xe]l; +ool 1. On divise par (1+x%) ce sui est toujours possible I'équation devient
ol Kj, Ky et K3 sont trois constantes réelles. , X 1
Il nous reste a trouver les éventuelles conditions sur les constantes pour que cette fonction f- 1+ x2 fx)= V1+x2

soit prolongeable en 0 et en 1. Prenons une fonction de cette forme que I'on nomme y.
La méthode du cours permet de résoudre I'équation homogéne

lim y(x)=0 lim y(x)=0
x—0

—0
<0 x>0 fr x—KV1+x2
On peut toujours prolonger cette fonction par continuité en 0 en posant y(0) =0 La méthode de la variation de la constante améne & résoudre
ampy@=t iy = NViaa? = ——
x<1 x>1 V1+x2
On peut toujours prolonger cette fonction par continuité en 1 en posant y(1) =1. ce qui donne
Les calculs donnent A(x) = arctan(x) + K
lim Y-y =K lim Y@ -yO =K Les solutions sont de la forme
x—0 x-0 x—0 x—0

x<0 x>0 x— arctan(x) V' 1+ x2 + KV 1+ x2

Pour que le prolongement soit dérivable en 0, il faut K; = Ky



. Comme le cosinus ne s'annule pas sur l'intervalle d'étude, on peut simplifier en

() +tan(x) f (x) =

cos(x)

En utilisant la méthode du cours et en remarquant que tan(x) = —

I'équation homogeéne sont
fn :x— Kcosx

La variation de la constante nous améne a résoudre

A (x)cos(x) =
cos(x)

En reconnaissant le dérivée de tangent on obtient
A ix—tan(x) + K

Les solutions de I'équation sont

X — sin(x) + K cos(x)

. On étudie cette équation sur R*

1 Inx
' —
' xf(x) =
Les solutions homogeénes sont
x— Kx

La variation de la constante nous améne a résoudre

Inx
Nx)=—
(%) 2
Une intégration par parties donne
Inx+1
A= -k

Les solutions de |'équation sont

x— Kx—Inx-1

. On réduit I'ensemble d'étude a R} ; I'équation devient

/ _l _ 2
) xf(x)—x

!
cos’ (x) .
, les solutions de

%, et on peut donc I'écrire sous la forme

Nous venons de résoudre I'équation homogeéne, la variation de la constante donne

AV()x= 2

Les solutions de I'équation sont

x— Kx+ —

5. On étudie cette équation sur R¥, I'équation devient
1 1
!
N+—fx)=—+2
[ xf( ) )

Les solutions homogeénes sont

X— —
X

La variation de la constante nous améne a résoudre
1 1
Nx)===+2
x  x2

Les solutions de I'équation sont

Inx K
X— — + X+ —
X X

6. On va étudier cette équation sur |-1; 1], elle devient

I+ xxz fo=0

1-

les solutions de I'équation sont

x—KV1-x2

®

Pour aller plus loin

Exercice 12 (changement de variable).
On consideére les équations différentielles :

¥ () +2y' (%) + 4y (x) = xe*.
20 +3tf () +4f() = tIn()

1. Résoudre I'équation homogene associée a (&).

&)
(F)

2. Montrer que (&) admet une solution particuliére de la forme x — P(x)e* avec P un polyndme que

I'on déterminera. Puis résoudre (&).

3. Si t — f(¢) est une solution de (%), quelle est I'équation différentielle vérifiée par la fonction

x— f(e*)? En déduire les solutions de (F).

REPONSE:

Résultat du cours, il existe deux constantes A et B telles que

y: R - R

x —  Ae *cos(v3x)+ Be !sin(v3x)



x— P(x)e* est solution de (&) si et seulement si
P+2P' +P"+2(P+P)+4P=x

Donc P est de degré 1 et on trouve

1 4
les solutions de & sont x— (;xf E)ex+Ae_xcos(\/§x) + Be *sin(v/3x)

g :x— f(exp(x)) est dérivable sur R car |'exponentielle est a valeurs strictement positives.

VieR g’(x) — exf' (ex) g”(x) _ erfr/ (ex) +exf(ex)

2@ +3tf () +4f(1) = tln(r)

Peut s'écrire
2@+ ef () +2tf (8) +4Af(8) = tIn(D)

et en posant ¢ =exp(x)
2 fr(e") +e¥ f(e¥) +2e" (%) +4f(e¥) =e"x

On constate que g vérifie la premiére équation

VxeRf(e¥) = (%x - %) e’ + Ae ¥ cos(v/3x) + Be ¥sin(v/3x)

Avec x =In(1)

1 4 A B
les solutions sont de la forme t— (;ln(r) 1 L+ ?cos(\fSln(t)) 5 sin(v/31In(¢))

®

Exercice 13 (Changement de fonction inconnue As).
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1. (1+e¥)y" +2e*y’ +(2e¥ + 1)y = xe* en posant z(x) = (1 +e*) y(x);
2. Sur ]0; +oo| résoudre xy" +2(x+1)y' + (x +2)y =0, en posant z(x) = xy(x).

REPONSE:

Pour x réel,

z(x) = (1 +e9)y(x) c’est toujours possible
() =0+e"y (x)+e"y(x)

Z'(x) = 1 +eM)y" (x) + 2y (1) + ¥ y(x)
(1+e¥)y" +2e*y + 2e¥ + 1)y =1 +e¥)y" +2e¥y' +e¥y+ (¥ + 1)y = 2 + z Résolvons

2 (x) + z(x) = xe*

L'équation homogeéne a pour solution x— Acos(x)+Bsin(x). Cherchons une solution particuliére
sous la forme x — P(x)e* ou P est une fonction polynomiale, qui vérifie alors (en simplifiant par
e¥)

P"+2P' +P+P=x
. 1 . » .
donc P doit étre de degré 1 et on trouve x — > (x—1)e* , les solutions de I'équation en z sont
donc )
X (x—1)e* + Acos(t) + Bsin(t)

Les solutions de I'équation sont

1
x— —— = (x-1)e* + Acos(x) + Bsin(x)
1+eX\2

Pour x €R}, on pose, ce qui cet intervalle est toujours possible
z(x) = xy(x)

Z=xy+yx '@ =xy"®+2y %)

On remarque

xy 2+ )Y + (x+2y=xy" +2y +2(xy' + y) + xy

L’'équation en y devient
Z"+27 +z=0

Qui admet pour solution

x— Ae ¥+ Bxe™*

Les solutions de I'équation sont

A _ x
x— —e ¥ cos(x) + Be *sin(x)
X

®

Exercice 14 (Résolution d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 3.).
Soit (E7) I'équation différentielle y® = y.

1. Soit f une solution & valeurs réelles de (E;). On pose g = f + f' + f”. Déterminer une équation
différentielle (E») du premier ordre vérifiée par g.

2. Résoudre (E»).
3. Résoudre (Ey).

REPONSE:

1. g =f'+f"+f® Comme f est solution de (E1), g' = f'+f"+f,
On constate alors que

2. g est de la forme g(x) = Ke*



3. Nous devons donc maintenant résoudre
F@+f 0+ (x)=Ke*  (E3)

ol K est un paramétre réel Une solution particuliére cherché sous la forme Ae* est
K
fpx— gex

Les solutions de |'équation homogénes sont de la forme
X
-5 3 - 3
x— Ae 2 sin £x +Be 2 cos £x
2 2
En changeant les constantes, les solutions de I'équation de départ sont de la forme
x X
- 3 -3 3
x— Ae ZSin(gx)ﬁLBe 2COS(§X:)+CGX

®

Exercice 15.
On cherche a déterminer les fonctions y, z : R — R dérivables et qui vérifient le systeme ! suivant :

Y-y = =

Z+z = 3y

1. On suppose que y et z sont des solutions de ce systeme, trouver une équation différentielle du
second ordre vérifiée par y.

2. Résoudre cette équation, puis trouver I'expression de z.

3. Compléter ce raisonnement "Analyse-Synthése" par la partie "synthese".

REPONSE:

1. Si y et z sont solutions alors y' est combinaison linéaire de y et z donc dérivable.

y'=y'+7 premiére ligne dérivée
=y +3y -z deuxiéme ligne
=y +3y-(/ -3 premiére ligne
= 4y

y'-4y=0

1. Les deux équations doivent étre simultanément vérifiées

y(x) = Aexp(2x) + Bexp(—2x)

z(x) = Aexp(2x) —3Bexp(—2x)

3. Il suffit de vérifier que y et z précédents sont bien solutions

®

Exercice 16 (Autre utilisation de la variation de la constante).
On considere I'équation différentielle sur R .

&) xzy"—Sxy'+9y:4x+9.

1. Chercher une solution de I'équation homogene de la forme x — x” et utiliser la méthode de la
variation de la constante pour trouver toutes le solutions de I'équation homogene.

2. Trouver les solutions de (&) sur ]0; +ool.

Exercice 17 (Equations fonctionnelles a).
résoudre les équations suivantes

1. fl(x)+fx)=2f(0)
X

2. f(x)+f tf(nder=1
0

3. flo+f(-x)=0

REPONSE:

1. Posons K = f(0) + f'(0), I'équation devient
flr=K
On sait résoudre cette équation différentielle et on sait f est de la forme
f ix—Ce*+K

Réciproquement supposons que f est une fonction définie sur R par f(x)=C™*+K ou C et
K sont deux constantes réelles

alors f(0)=C+K f'(0)=-C et donc
VxeR () + fx) =K = f0) + f'(0)

Les solutions sont les fonctions définies sur R par f(x)=C™*+K ou C et K sont deux
constantes réelles

On trouve une constante de plus que pour une équadiff d'ordre 1



2. Analyse Supposons que f soit une solution continue sur un intervalle I (contenant 0) de
I'équation fonctionnelle donnée. Alors d'aprés le théoréme fondamentale de I'analyse

X
") :x»—»f tf(e)dt
0

est de classe €1 sur I. et
vxeIp'(x) = xf(x)
On peut donc dériver I'égalité donnée

Vxel ) +xfx)=0

On sait résoudre cette équation différentielle, il existe un réel K tel que

2
foKexp(—x?)

Cette fonction étant définie sur R
En réinjectant dans I'équation de départ, pour x=0

0
f(0)+f tf(nde=K
0
=1
La seule solution continue possible sur R est
2

— X

X—e 2

Synthése Supposons que f soit définie ainsi alors

X X X
f tf(t)dt:f te=P2ds = [—e"z’z] =1-f(x)
0 0 0

ce qui permet de conclure
3. Analyse
Supposons que f soit solution de cette équation , On suppose f est dérivable sur un intervalle

I centré en 0. Comme f’ s’exprime a I'aide de f; " est dérivable donc f est deux fois dérivable
et méme de classe €2 et en dérivant I'équation

viel  f'w-f(-0=0

Or f/(=x)+ f(x) =0 donc

Vxel "0+ f=0
On reconnaft une équation différentielle usuelle. Il existe deux constantesa et b telles que
fx— acos(t)+ bsin(t)

fonction définie sur R.
On obtient alors pour x réel

f'(x) + f(—x) = —asin(¢) + bcos(t) + acos(—t) + bsin(—1)

= —asin(t) + bcos(t) + acos(t) — bsin(t)

En prenant t =0 on obtient a+ b =0 Synthése Il est facile de vérifier que les fonctions
t— acos(t) — asin(t) pour a constante sont bien solution.

Exercice 18.
On considere I'équation différentielle (&) sur ]—1; +oof :

G+ D00 - f10 - xf) = (L+ 0%
1. Vérifier que la fonction f(x) = e* est solution de I'équation homogene associée (&p).

2. En déduire toutes les solutions de 1'équation (&p). On pourra s’inspirer de 16.

3. En déduire '’ensemble des solutions de (&).

REPONSE:

On pose pour x réel f(x)=e*

VxeR ') =flx)=e*

et pour x réel
E+Df" - -xf(0) = (x+ e’ —e¥ —xe¥ =0

Cette fonction est bien solution de I'équation homogeéne.
Soit f une fonction définie sur |—1; +oo[. on défini A par
fx) = Ax)e” ou

ce qui est toujours possible, et A est dérivable par opérations

Vxe]-1; +oo| Ax) = f(x)e ™

=A@ +AVm)e*  fl=Aw+21 @) +1"(x)e"

Aprés calculs et simplifications par e* on trouve que f est solution de |'équation homogeéne si
et seulement si

Vxe]-1; +oo[

Vx €]-1; +oo[ E+DA" @+ Cx+ DA () =0

On reconnaft une équation différentielle d'ordre 1 vérifié par A/, On calcule une primitive de

2x+1 2x+1
— sur ]—1; +oo[ en remarquant que =2-—
x+1 x+1
Ay =L +00f — R K constante
x —  K(x+1e ¥

On intégre cette fonction par une intégration par parties

A: ]-1,+00[ — R G1,Go constantes

x —  G12x+3)e 2 + Gy
les solutions de I'équation homogéne sont de la forme x— G;(2x+3)e™™ + Goe*

Il suffit de chercher une solution particuliére de la forme P(x)e® ou P est une fonction polyno-
miale. P vérifie alors
x+DP"(x) +2x+DP (x) = (x+1)?

On doit donc chercher une fonction polynomiale de degré 2 sous la forme P(x) = ax® + bx +c.

N 1, 1 .
Aprés calcul P(x) = Zx + Ex convient



Les solutions de I'équation sur ]-1; +oo[ sont les fonctions

1 1
x— G1(2x+3)e ™  + (Gz + sz + Ex)ex

*®

Exercice 19 (Forme théorique des solutions).
On s’intéresse a 'équation différentielle autonome
VY =Fy
ol F est une fonction continue, ne s’annulant pas sur un intervalle I

1
1. Montrer qu'il existe une fonction G une primitive de 7 sur [

2. Démontrer que G induit une bijection de I vers un intervalle / que I'on ne cherchera pas a calculer
3. Soit A un réel fixé, on pose
yit— G L+
Montrer que y est solution de I'équation différentielle.
4. Essayez de démontrer la réciproque.

Attention : ce résultat n’est pas un résultat qu'on utilise en pratique pour résoudre des équations diffé-
rentielles



