DM 02 équations différentielles

1. (a)

(b)

2. (a)

Bio Spé

Réponses

Soit y : x — ax?®+ bx + ¢ (avec (a, b, c) € R3, a # 0). y est bien
dérivable sur R.
De plus, y est solution de (E) sur R** si, et seulement si :

a=1
VxeRY, xQax+b)+(x-1)(ax’*+bx+c)=x> &< p=_1
c=0
On en conclut que Ypix— x% — x est une solution de (E) sur
R*T*.
L'équation homogene associée a (E) est (H) : |x|y'+(x—1)y = 0.

1
Sur R™*, comme x # 0, ona(H)Qy'+(1—;)y=0-

La fonction x — 1— 1 est continue sur R** et une primitive est
x+— x—In(x).

Donc les solutions de (H) sont les fonctions telles qu'il existe
AeRtel que yp(x) = g™+ = } x>

D’apres le théoréme de structure, les solutions de (E) sur R**
sont les fonctions telles qu'il existe A € R tel que :

VXER™, y(x)=x*-x+Axe "

6 .
Ypix— x? +3x+6+ — est dérivable sur R™* par somme et :
x

VXER™, —xy,(0)+(x-1ypx)=-x

6
=-2x*-3x+—+x°— x> +3x%
x

6
-3x+6x—-6+6——
X

6 5 6
2x+3——2 +(x-D[x*+3x+6+—
X X

3.

(b)

(@

Donc cette fonction est bien une solution particuliere de (E)
sur R,
Sur R™*, I’équation homogene associée est équivalente a y' +

( 1+ 1) =0
X))
. 1 . e e
La fonction x — —1 + — est continue sur R™* et une primitive
X
est x — —x +In(|x]), donc les solutions de I’équation homo-
gene sont les fonctions telles qu'il existe u € R tel que y(x) =
X
—In|x| —_ He
ex =——.
K X
Donc, d’apres le théoreme de structure, les solutions de (E)
sur R™* sont les fonctions telles qu'il existe p € R tel que :

6 — ue*
VXeR™, y(x)=x*>+3x+6+ H .
X

i. f estsolution de (E) sur R** et sur R™* donc il existe A et
utels que:

X2 —x+Axe”

fx) =

x six>0

6-pe* .
x?+3x+6+ L= six<0

ii. Comme f est supposée dérivable sur R, f est continue sur
R.

De plus lim,_g+ x> —x+ Axe =0 et:

—00 siu<6
. ) 6 — ue* _ ¥ -1
xlgg_x +3x+6+ Pam T sip=6 (car

— 1).

x—0

+oo siu>6

Donc, comme f doit étre continue en 0, on a forcément

1 =6etdonc
X2 —x+Axe™* six>0
f@=10 six=0"
x2+3x+6+61_;x six<0
fO-f©

x—1+Ae *donclim,_, o+

iii. Pour x>0,
x—0 x—0

A-1.

f@-fO) _



SO -fO) _ L x+1-g"

Pour x <0, +3+6————.0Orx+1-¢*=
x—0 x2
_x2 +0(x?)
5 .
x)—f(0
Donc lim,_.qg- f()—(j;() =3-3=0.
x_

Or on a supposé au début de cette question que f est dé-
rivable sur R et en particulier en 0. On doit donc avoir

JO-7O _ limy_o- JE=TO o donc on a
x-0 x—0
forcément A = 1.

limxﬁ(ﬁ

En conclusion, s’il existe une fonction f définie et déri-
vable sur R telle que :

VXER, |x|f'(x)+ (x—1) f(x) = x°,

2

x“—x+xe ¥

six>0

alors nécessairement f(x) = { o six=0"

2 1-¢* .
X“+3x+6+6—— six<0
(b) Par construction, la fonction f définie par :

X2 —x+xe*¥ six>0
f®=1o six=0"
2 +3x+6+6E six<0

X

est dérivable sur R (dérivable sur R** et R™* d’apres les théo-
réme généraux et dérivable en 0 d’apres les calculs de la ques-
tion 3.a)(iii).

2x—1—xe™*+e* six>0

De plus, f'(x) =1 ¢ six=0"

2x+3+69=05=L six<0
Donc:
. Pourx>0:xf’(x)+(x—1)f(x)=2x2—x—x2£_x+x£_x+
(x=D(x%=x+xe %) = x5
e Pour x=:0f"(0)+(0—1)f(0) =0=03.

. - _ 93?2 gy_gU=net-1
Pour x <0: —xf'(x)+(x lif(x)— 2x°-3x—6——"—+

€
(x-1|x2+3x+6+6 =3,
X

La fonction f satisfait bien au probleme donné.



