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Réponses

1. (a) Soit y : x 7→ ax2 +bx + c (avec (a,b,c) ∈ R3, a ̸= 0). y est bien
dérivable sur R.

De plus, y est solution de (E) sur R+∗ si, et seulement si :

∀x ∈R+∗, x(2ax+b)+(x−1)(ax2+bx+c) = x3 ⇔


a = 1

b =−1

c = 0

.

On en conclut que yp : x 7→ x2 − x est une solution de (E) sur
R+∗.

(b) L’équation homogène associée à (E) est (H) : |x|y ′+(x−1)y = 0.

Sur R+∗, comme x ̸= 0, on a (H) ⇔ y ′+
(
1− 1

x

)
y = 0.

La fonction x 7→ 1− 1

x
est continue sur R+∗ et une primitive est

x 7→ x − ln(x).

Donc les solutions de (H) sont les fonctions telles qu’il existe
λ ∈R tel que yH (x) =λε−x+ln(x) =λxε−x

D’après le théorème de structure, les solutions de (E) sur R+∗
sont les fonctions telles qu’il existe λ ∈R tel que :

∀x ∈R+∗, y(x) = x2 −x +λxε−x .

2. (a) yp : x 7→ x2 +3x +6+ 6

x
est dérivable sur R−∗ par somme et :

∀x ∈R−∗, −x y ′
p (x)+ (x −1)yp (x) =−x

(
2x +3− 6

x2

)
+ (x −1)

(
x2 +3x +6+ 6

x

)
=−2x2 −3x + 6

x
+x3 −x2 +3x2

−3x +6x −6+6− 6

x
= x3.

Donc cette fonction est bien une solution particulière de (E)
sur R−∗.

(b) Sur R−∗, l’équation homogène associée est équivalente à y ′+(
−1+ 1

x

)
y = 0.

La fonction x 7→ −1+ 1

x
est continue sur R−∗ et une primitive

est x 7→ −x + ln(|x|), donc les solutions de l’équation homo-
gène sont les fonctions telles qu’il existe µ ∈ R tel que y(x) =
µεx−ln |x| =−µε

x

x
.

Donc, d’après le théorème de structure, les solutions de (E)
sur R−∗ sont les fonctions telles qu’il existe µ ∈R tel que :

∀x ∈R−∗, y(x) = x2 +3x +6+ 6−µεx

x
.

3. (a) i. f est solution de (E) sur R+∗ et sur R−∗ donc il existe λ et
µ tels que :

f (x) =

x2 −x +λxε−x si x > 0

x2 +3x +6+ 6−µεx

x si x < 0

.

ii. Comme f est supposée dérivable surR, f est continue sur
R.

De plus limx→0+ x2 −x +λxε−x = 0 et :

lim
x→0−

x2+3x+6+6−µεx

x
=


−∞ si µ< 6

0 si µ= 6

+∞ si µ> 6

(car
εx −1

x
→

x→0
1).

Donc, comme f doit être continue en 0, on a forcément
µ= 6 et donc

f (x) =


x2 −x +λxε−x si x > 0

0 si x = 0

x2 +3x +6+6 1−εx

x si x < 0

.

iii. Pour x > 0,
f (x)− f (0)

x −0
= x−1+λε−x donc limx→0+

f (x)− f (0)

x −0
=

λ−1.
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Pour x < 0,
f (x)− f (0)

x −0
= x+3+6

x +1−εx

x2 . Or x+1−εx =

−x2

2
+o(x2).

Donc limx→0−
f (x)− f (0)

x −0
= 3−3 = 0.

Or on a supposé au début de cette question que f est dé-
rivable sur R et en particulier en 0. On doit donc avoir

limx→0+
f (x)− f (0)

x −0
= limx→0−

f (x)− f (0)

x −0
, et donc on a

forcément λ= 1.

En conclusion, s’il existe une fonction f définie et déri-
vable sur R telle que :

∀x ∈R, |x| f ′(x)+ (x −1) f (x) = x3,

alors nécessairement f (x) =


x2 −x +xε−x si x > 0

0 si x = 0

x2 +3x +6+6 1−εx

x si x < 0

.

(b) Par construction, la fonction f définie par :

f (x) =


x2 −x +xε−x si x > 0

0 si x = 0

x2 +3x +6+6 1−εx

x si x < 0

,

est dérivable sur R (dérivable sur R+∗ et R−∗ d’après les théo-
rème généraux et dérivable en 0 d’après les calculs de la ques-
tion 3.a)(iii).

De plus, f ′(x) =


2x −1−xε−x +ε−x si x > 0

0 si x = 0

2x +3+6 (1−x)εx−1
x2 si x < 0

.

Donc :

• Pour x > 0 : x f ′(x)+ (x −1) f (x) = 2x2 −x −x2ε−x +xε−x +
(x −1)(x2 −x +xε−x ) = x3.

• Pour x = : 0 f ′(0)+ (0−1) f (0) = 0 = 03.

• Pour x < 0 : −x f ′(x)+(x−1) f (x) =−2x2−3x−6 (1−x)εx−1
x +

(x −1)

(
x2 +3x +6+6

1−εx

x

)
= x3.

La fonction f satisfait bien au problème donné.
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