DM 08 : Sujet Oral 2022

Bio Spé

Réponses

1. (a) def NbDiff(L):
X=[1
for 1 in L:
if 1 not in X:
X.append (1)
return len(X)

(b) from random import randint

def Z(N,k):
return NbDiff ([randint(1,N) for _ in range(k)])
(c) def espZ(N,k):
L=[Z(N,k) for _ in range(1000)]
return sum(L)/1000

import matplotlib.pyplot as mp
X=[1i for i in range(1,51)]
Yi1=[espZ(10,x) for x in X]
Y2=[espZ(x,10) for x in X]
Y3=[espZ(x,x) for x in X]
mp.plot(X,Y1,'o")
mp.plot(X,Y2,'s"')
mp.plot(X,Y3,'x")

mp . show ()
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On remarque que dans les deux premiers cas on a convergence vers une valeur proche de 10
et dans le derniere cas I'espérance semble diverger vers +oo et étre proportionnelle a N.

Z, estlavariable certaine égale a 1 (avec 1 tirage on a 1 numéro « distinct»). Donc E(Z;) = 1.

1
Z(Q)={1;2}et P(Z, =1)=P(X; =Xp) = Z]]yzl P((X;i=kln[Xy=k]) =N x Nz car les tirages sont

indépendants.

1 1

DoncP(21:1):NetP(22:2):1—N.
1 1
1——):2——.
N N

(a) De méme que pour Z,, 'événement [Z; = 1] signifie que tous les numéros tirés étaient les
mémes. On a donc, par indépendance des tirages :

1
On en déduit que E(%) =1 x N +2x

N . , 1 1
P(Zkzl):ZP([Xlzz]m...m[Xk:z]):Nxm
i=1

T NEL
Lévénement [ Z; = k] signifie qu'on a obtenu que des numéros différents au cours des k pre-
miers tirages. Ceci est évidemment impossible si k > N.
N-1 N-2 N-(k-1) N!
X X ... X = .
N N N (N - k)!Nk
Les événements ([Zi = i]) ;e[;;n] forment un systéme complet d’événements. D’apres la for-
mule des probabilités totales :

Sik<N,onaP(Z.=k)=1x

(b)

N
P(Zk1=0) =) P(Zk=0Pz=i)(Zis1 = 0).
i=1

On peut alors remarquer que a 'étape k + 1 on a soit le méme nombre de numéros distincts
qu’al’étape précédente soit 1 numéro distinct de plus.
N-(£-1)

0
Or Pz -n(Zxs1=0)= N et Piz—¢ 11(Zxr1 =€) = (pour ¢ > 2).



Donc, pour ¢ >2:

P(Zyy1=0)=P(Zr =P z,=0)(Zys1 = O) + P(Zr = 0 = 1) P17, =¢—1)(Zgs1 =€)
N-/(+1

¢
=—P(/ = —P(Zr=¢-1).
N(k 0+ N (Zr=¢-1)

On peut remarquer que la formule fonctionne encore pour ¢ =1car P(Zy=1-1) =
(c) On a, par définition de I'espérance :

N
E(Zks) = ) OP(Zg1 = 0)

/=1

N g2 N o N-¢+1
=Y —PZ.=¢ Ox ———P(Z=0-1
LN (Zk )+Z S (Zk )
N g2 N—-¢+1
=Y —P(Z = — P =t-1
gZ:lN (Zy = €)+[2fo N (Zr=¢-1)
N 2 Nt N-¢
=ZNP(Z;€_£)+Z(€+1)X P(Z=0)
/=1 (=

N g2 N N+ (N-1)¢-¢?
:Z—P(Zk:[)+ZX¥P(Zk:€)
= N =1 N

on a ajouté 0 dans la deuxieme somme

N —
=) P(Z=0+ N
/=1

1 N
Y tP(Z =)
=1

N-1\F
4. Montrons par récurrence que la propriété 2 (k) : E(Z;) = N(l - (T) ) est vraie pour tout k > 1.
N-1\* 1
Pourk=1,onaN|[]1—-|—— =Nx—=1=E(Z).
N N

22(1) est bien vérifiée.
Soit k > 1 fixé. Supposons £ (k) vraie.
D’apres la question précédente :

N-1 N-1
E(Zks1) = xN|1-|——

N N

(N— l)k+l

k
)+1
:N_l_T+1

(N_l)k+l ( (N 1)k+1)
=N-——  =nN[1-{—] |.
N¥ N

Ainsi 2 (k + 1) est bien vérifiée.
D’apres le principe de récurrence, la propriété est vérifiée pour tout k > 1.
On aurait aussi pu utiliser la méthode des suites arithmético-géométriques.



N-1\F -
——— | =0car-1<
N

5. (a) Soit N fixé. On a alors limk_,+oo( < 1.Donc E(Zy) Py N.

—+00

N-1\F
(b) Soit k fixé. On a alors limy— o (T) = limy_ +00 €¥M0=1/N) = 1 On est face 2 une forme

indéterminée. Mais on peut remarquer que :

k
1_(N—1) — ] _ekn(-1/N) —kln(l—l)
N N—+o00 N

k
N—+oo N
N-1\F
Donc N|1—-|—— ~ .
N N—+o00
(c) Enreprenantl’écriture exponentielle comme dans la question précédente on a

—_— e ,

N
1_(N]\—]1) _ 1 _NIA-1/N) {1

doncE(Zy) ~ N@O-e™b).
N 0

—+

Facultatif : la métaphore de la cantine (ENS).

1. (a) Lévénement [K,; = 1] signifie que les n+ 1 convives ont choisi la méme table.
Notons Y; la VAR égale au numéro de la table choisie par le i®™¢ convive. On a :

+00
Gni11 =PKp =D =P[UW1 =jIn[Y2=jIN...0[YVys1 = j]
j=1

+00

=) P(Ii=jlnY2=jln...0[Ype = jl)
j=1

union d’événements disjoints

+00
=Y P(Y1=j)x Py=jj(Y2 = j) X .. X Pryy=jin..Vn=j) (Yns1 = )
=

formule des probabilités composées

2 n
X oo X
1+ 2+0 n+6

+00
=Y P(Y;=j)x
j=1

n! +00 .
T A+0)2+0)...(n+0) ;P(lﬁ =J)

n!
C1+0)2+0)...(n+0)
([Y1 = j1) jen+ systeme complet d’événements

n!
1+0)2+6)...(n+0)°

On adonc bien| g,+1,1 =




2.

(b) Soit n e N\{0,1}, al'issue del’étape n entre une et n tables peuvent étre occupées donc d’apres

le cours (K, = j) je[1, o] forme un systéme complet d’événements.

On remarque qu'a chaque étape soit le nombre de table occupées ne change pas, soit il aug-
mente de 1. La probabilité qu'une nouvelle table soit occupée est de 6/n+6 olt n désigne le

nombre de personnes déja attablées.

0
n+6
Vie[2,n+1],VYje[1, n] Pg,=j(Knt1=0)=41- g
n+6

Remarque : On constate que
0 k
+k ; k -
Soit i € [2, n]
Gn+1,i = P (Kyt1 = 1)

n
=) P(Kp=j)Pk,=j(Kns1=1i
j=1

sii=j+1
sii=j
sinon

th proba totales

=P(Ky, =1-1)Pk,=i-1(Kp+1 = i) + P(K, = i)Pg,=i(Ky+1 = 1) les autres proba conditionnelles sont nulles

0 n
qnll 10 6]111ﬂ_|_6
icl2,n+1] o L
, y dn+1,i = anl 0 inn+9

Remarque : On pose g,,0 = 0 et pour i entier plus grand que n, g,,; = 0, ce qui correspond
bien aux probabilités de n’avoir aucune table occupée ou plus de tables occupées que de
personnes qui se sont installées. La formule de récurrence que 1'on vient d’établir est alors

valable pouri=1etpouri=n+1.

(a) Soit neN* (P n’est pas défini)



n+1

Pp(X)= Z 6]n+1,iXi
i=1

n+1 2] .
=) Ani-1 5+ dni—p ! formule précédente !
i=1
o ntl X n+l
= a9X'+— X!
n+0,:2iqnll n_l_glzzlqnz
0 n i1 n n+l .
=40 Gni X' + o Y dniX' chg d’indice
i=0 i1
0 n ; n & ;
- n+6 an’in X+ n+6 an’in car gno=qnn+1 =0
i=1 i1

+ |

n
——XPu(X)+ ——P,(X
30 n( )+n+9 n(X)

)
Pour neN*, P, 1 (X) = (—X+ L)P,,(X)
n+6 n+6

(b) Soit 6 €]0,1[ fixé. On pose pour n € N*

L,0X)

S 3 Pp(X) = 7,0

Initialisation: Pourn=1
0
Ll(X):H(X+i)=X PiX)=qi X=PK5=1DX=X
i=0
et donc
06X
Pi(X) = o



(a)

Hérédité: Soit n € N*, supposons /£, vraie

P (X) = (LX + L) P,(X) résultat précédent
el “\n+o6 n+6) " p
3 ( 0 n ) L,(6X)

= +

hypothese de récurrence

-1
OX+m) T OX+1)
= :f_‘; définition de L,,
@+n) [1O+10)
i=0

ﬁ OX+1)
i=0

(CEX))
i=0

— Ln+1 (QX)
L,(0)

n

Conclusion: D’apres le principe de récurrence :

Ln,(0X)

Pour ne N*, P,(X) =
" Ln(6)

Soit n € N*, K;, a pour support fini [1, n], et admet donc une espérance et des moments de
tout ordre.

n
E(Ka) = Y iP(Ky = i)
i=1
n
= Z iqn,i

i=1

De plus

n' .
PLX)=) iqgn: X"
k=1

On constate donc :

Pour n e N*, E(Ky) = P},(1).

Comme les coefficients g,,; sont positifs et non tous nuls (ce sont des probabilités de somme
egale a 1) la fonction & : x — In(P,(x) est définie sur R} et

VxeR, H(x)=-"1—

donc p p
iy < Pat) _ P
P, (1) 1



De plus pour x € R},

L, (0x)
h(x)=1 2b
) n( Ln(©) )
n-1
=) In@@x+i)—In(L,0)) définition de L,
i=0
Donc en dérivant, pour x € R}
, n—-1
h = -
0 ;’) Ox+i
n-1 9
EKn)= ) o
o0+
(b) Soit n € N*, on sait que :
Var(K;) = E(K, (K, — 1)) + E(K,) — [E(Kn)2
et comme précédemment on constate que :
n
E(K,(K,—-1)) = Z i(i—-1)P(K,=1) théoréme de transfert

i=1

z(z—l)qn,

Pﬂ: ﬁrﬂ:

t(l—l)qn,l’ -2

Il
I —

Il
R
=%
Py
=
=

Pour n € N*, Var(K,) = P//(1) + Pl,(1) - (P,,(1))*

En reprenant les notations et les calculs faits en 3a, pour x € R}

PI(x)Py(x) - (Ph(x)°

h"(x) —
(Pp(x))?
donc
Py(1) - (P}, (1)?
h//(l) — n 12 n
De plus, pour x € R}
n—-1 92
hll(x) - _ -
,;) Ox+10)?



4.

(@)

(b)

(@

donc

" n—-1 QZ
h'a)=- e —
@ ;0 @ +0)?
n—-1 —
P e N*, Var(K,
our n ar(K,) = ;)H_H g (9+l)

Soit i € [1;n]. On note &; la VAR égale a 1 si le i®™¢ convive occupe une nouvelle table et 0
sinon.

0
La variable €; suit une loi de Bernoulli de parameétre TT1:0
i —

tionne bien pour i = 1 car € est la VAR certaine égale a 1 ce qui correspond bien a une loi de
Bernoulli de parametre 1.

d’apres I'énoncé. Cela fonc-

Les variables (¢;)1<;<» sont indépendantes car I’énoncé précise que les choix successifs des
convives se font au hasard et ne dépendent donc pas des choix précédents.

n n
Etenfin on a bien K, = Z g; car Z €; correspond au nombres de convives qui ont choisi une
i=1 i=1
nouvelle table et donc au final on obtient bien le nombre de tables occupées.

n
D’apres la propriété de linéarité de 'espérance E(K,,) = )_ E(e;).
i=1

Or on sait que E(g;) =

n 0 n-1 0
D E(Ky) = - )
one | E(K) i;i—1+9 =0+i

Les variables (¢;)1<i<n étant indépendantes, par propriété de la variance

n n 7] 0
V: = V: i) = 1- ’
ar(Ky) l; ar(;) i;i_l—i—e( i—1+9)
_L)
0+i)

i
£ 6+

n-1
Var(K,) = Z

Soit i € [[1; n].
Pour tout x € [i —1;i],
6 0 6
< < -
0+i O0+x O6+i-1

0 . . .
car 6 > 0 donc la fonction x — " est décroissante sur [i —1;i].
X

Par croissance de 'intégrale on obtient que

fi edx<fi 0dx<fi 0 dx©9<fi 0dx< 0
10+i ic10+x 0 Jisi0+i-1 0+i Jii0+x " T O+i-1




6. OnaVar(K,) —E(K,) = - Z

On peut réécrire cet encadrement, pour i € [1; 72— 1] sous la forme :

i+1 0 2] i 0
dxr < — < d
fi 0+x o 0+i f,-_10+x o

En sommant pour i allant de 1 a n— 1 on obtient :

i+1 0 d n-1 2] <n—1fi 0

n-1 pi
,-:Zi i O+x - 0+i
] n-1 2]
o f —dx<EKK,)-1< f dx relation de Chasles
1 O0+x o O+x

n-1

0+x

nog
©1+f —dxg[E(Kn)§1+f
1 0+x 0

(b) D’apres la question précédente

1+60(nO+n)-1nO+1)) <EK,) <1+0(n@+n-1)-1In(9)).

Pour n > 1, comme In(n) > 0, on en déduit que

1 (ln(0+ n) 3 In(6 + 1)) < E(K,) < 1 . (ln(0+ n-1) B ln(Q))
In(n) In(n) ) Inn) " In(n) In(n) In(n))’

In(n)

1+%) etln@+n-1) :ln(n)+ln(1+6—;1).

On peut remarquer que In(6 + n) =In(n) +1In

. In@+n  In@+n-1
Donc lim ———~=1et lim ——— =
n—+oo ln(n) n—+00 ln(}’l)
Onadonc lim ! (ln(G +n) In@+1)

n—+co In(n) In(n) In(n)
In@+n-1) ln(H))

In(n) B In(n)

=0.

1
Et lim +0 ( =
n—+oo In(n)

=0 et donc, étant donné que 6 # 0,

E(K,
Par encadrement de limites, on a donc lim (Kn)
n—+oo In(n)

E(K,) n_:rooeln(n).

n-1 92
= O+i0)?
i o t it que la série ) L st t
r——- ~ —;etonsaitquelasérie ) —; estconvergente.
O+ 1)2 imvo0 i2 q & 2 8
2
6 +10)?
On peut donc en déduire que la limite de Var(K,,) — E(K},) est un réel, que nous pouvons noter ¢.

) . Var(Ky) Var(Kj) Var(K,) —E(Ky)
Celanous permet donc de démontrer que lim =1car -1= -
n—+oo [E(Ky) E(Ky) E(K»)

En conclusion, | Var(K;) ~ EK,;) ~ 6In(n)
n—+oo n (e e]

—+

Donc, d’apres le critere d’équivalence pour les séries a termes positifs, Z est convergente.

0.
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