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à rendre le lundi 1er décembre 2025

Soit f une fonction de R dans R. On dit qu’une suite u = (un)n∈N∗ est adaptée à f si,
et seulement si :

∀n ∈N∗, ∀x ∈R, un f (nx) =
n−1∑
k=0

f

(
x + k

n

)
. (⋆)

On admet que si une fonction non identiquement nulle possède une suite adaptée,
alors cette suite est unique. On note E l’ensemble des fonctions de R dans R possédant
une suite adaptée.

1. Montrer que la suite constante égale à 1 est adaptée à la fonction x 7→ x − 1
2 .

2. Montrer que si f est une fonction dérivable admettant la suite (un)n∈N∗ comme
suite adaptée, alors la suite (nun)n∈N∗ est adaptée à la fonction f ′.

3. On admet dans la suite que l’on peut définir une suite de polynômes (Bp )p∈N de la
façon suivante :  B0 = 1

∀p ∈N∗, B ′
p = pBp−1 et

∫ 1
0 Bp (t )dt = 0.

L’objectif est alors de montrer que pour tout entier naturel p, Bp appartient à E .

(a) Écrire un programme Python qui prend en argument une liste de réels L =
[a0, a1, . . . , an] et renvoie la valeur de l’intégrale

∫ 1

0

n∑
k=0

ak xk dx.

(b) Calculer B1 et B2 et vérifier que B0 et B1 appartiennent à E .

(c) Déterminer, pour tout entier naturel p, le degré et le coefficient dominant de
Bp .

(d) Soit p ∈N∗. On suppose que Bp−1 appartient à E et on cherche à montrer que
Bp appartient aussi à E .

i. Montrer que si Bp appartient à E , alors la suite

(
1

np−1

)
n∈N∗

est adaptée

à Bp .

ii. Montrer que la fonctionϕ : x 7→ 1

np−1 Bp (nx)−
n−1∑
k=0

Bp

(
x + k

n

)
est constante.

iii. Calculer
∫ 1/n

0 ϕ(x)dx.

iv. Conclure.
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