CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N©2

Exercice : Agro-véto 2019

1. Soit k € N*, considérons I’épreuve de Bernoulli « au n-éme lancer on obtient un face ». La probabilité de succés

1

est P(F,) = 3

Les lancers sont indépendants, les épreuves de Bernoulli considérées sont donc indépendantes. La variable

aléatoire T' désigne donc le rang du premiers succés dans une succession illimitée d’épreuves de Bernoulli
indépendantes et de méme paramétre.

1
La variable aléatoire T suit donc une loi géométrique de paramétre 3

1 1\ AL 1\ F
On a donc T(Q):N*ethEN*,P(T:kz):2x(1—2> :<2).

1 11
De plus | E(T) = 1—/2 =2etV(T) = 2 _9

N

2. L’événement [T > n] est réalisé si, et seulement si, les n premiers lancers ont donné pile.
On adonc [T >n] = FyN...NF, et, comme les lancers sont indépendants :

5N - 1
P(T > n) = P(Fy) x ... x P(Fn) =| 5.
+oo
Autre méthode : [T > n| = U T = k).
k=n+1

3. (on wa ici redémontrer la propriété d’invariance temporelle de la loi géométrique).

P([T>n]N[T>n+m]) P(T>n+m)

Prsn)(T >n+m) = car [T'>n+m] C [T > n]

P(T >n) ~ P(T>n)
1 n 1
:2n+mX2 :27m:P(T>m).

On a bien ‘ P>y (T >n+m) = P(T >m) ‘

On peut dire que la loi géométrique est sans mémoire : le fait d’avoir eu n échecs ne change pas la probabilité
d’en avoir encore m ensuite.

4. pp=P(S=1)= @ car il faut au moins deux lancers pour faire un double face.

1
pe=PS=2)=P(F\NFk)= car les lancers sont indépendants.

— 1
ps=P(S=3)=P(FiNF,NF;) = car les lancers sont indépendants.

pr=PS=4)=P(IiNEKENEBENE)UFEINFKRNEBNE)=PFNEBNFBNE)+PFINFKRNFNE),

car on a une union d’événements disjoints.

2 1
Toujours par indépendance des lancers, on obtient py = 613t
3 5 1
O d,d t = 1 = — = — et = —.
n en deault | g1 y 42 47(13 86 q4 5

5. Soitn e N*. [S>n] =[S <n]= U[S:k].
k=1
Ayant une union d’événements disjoints deux a deux, on en déduit que

n

P(S>n)=1-Y P(S=k)=1-> pp=qn

k=1 k=1

Ainsi | P(S > n) = gp |
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6. Une probabilité étant toujours comprise entre 0 et 1, d’aprés la question précédente, ‘ pour tout n € N*| ¢, € [0;1]. ‘

De plus, [S > n+ 1] C [S > n] donc ¢n4+1 < gn et ainsi la suite (g,,) est décroissante.

La suite (g, ) est donc décroissante et minorée, donc ’ elle est convergente. ‘

7. L’astuce consiste ici & remarquer que [S=n+3] =[S >n|NF,11 N Fhia N Foys.
On a donc :

Pn+3 = P(S > ”) X P[S>n] (Fn+1) X P[s>n]an+1(Fn+2) X P[s>n]an+1an+2 (Fn+3)
=(qn X =.
g

Par définition de g, on a alors :

dn
qn+3 = Qn+2 — Pn+3 = qn4+2 — §

8. On a montré que lim ¢, = ¢ € [0;1].
n—-+oo

Par composition de limites on a aussi lim ¢q,y3=/¢et lim g,4o ="~/
n—-+oo n—-+o0o

14
Par propriété d’unicité de la limite, on a donc ¢ = ¢ — 3 et donc ¢ = 0.

Ainsi 1irJIrl qn = 0| ce qui signifie qu’| on est presque certain d’obtenir un double face aprés un grand nombre de lancers.
n—-+oo

9. Dans cette question, I’astuce consiste a distinguer le résultat du premier lancer. D’apres la formule des proba-
bilités totales avec le systéme complet d’événements (F7, F7) on a

P(S >n+2) = P(Fi)Pp, (S >n+2)+ P(F)Pr(S >n+2)
= %PFI(S>n+2)+%PF—1(S>n+2)

Il faut ensuite remarquer que lorsqu’on sait que F) est réalisé dire que [S > n + 2] revient a dire qu’on a obtenu
pile au deuxiéme lancer et qu’ensuite & partir du 3éme lancer, tout peut se produire, c’est comme si on reprenait
Pexpérience a 0 et qu’on obtenait 'événement [S > n].

Donc Pr, (S > n+2) = P(Fy) x P(S > n).

De méme, le fait de savoir qu’on a fait pile au premier lancer n’impose aucune contrainte & partir du deuxiéme
lancer et donc c’est comme si on repartait de 0 et qu'on obtenait 'événement [S > n + 1]. Donc Pr(S >
n+2)=P(S >n+1).

dn+1 dn
2 + 4

1 1
En conclusion, on a P(S >n+2) = EP(S >n)+ §P(S >n+1) et donc | gpyo =

_1-v5 14+V5
4

10. Les racines sont | 71 et ro = .

4

11. Montrons que le systéme proposé est de Cramer. Pour cela, il suffit de montrer que la matrice associée a ce
systéme est inversible en calculant son déterminant :

e T2 2 2 \/5
=riry —rirg =rira(rg —ry) = —— X 0.
2 2 173 — 112 = r172(1r2 — 1) 1573 #

‘ Il existe donc un unique couple («, 8) solution du systéme donné. ‘

12. (gn)nen+ vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 dont ’équation caractéristique associée est r? =

57“ + 1 Les solutions de cette équation sont r; et ro. D’aprés notre cours, on sait qu’il existe \ et u tels que :

Vn e N*, g, = Arl' + pry.

En évaluant pour n =1 et n = 2 on trouve que A et p sont solutions du systéme de la question 11.
Or on a prouvé que ce systéme admet une unique solution que nous avons noté («, 3) donc A = a et u = .

En conclusion, ‘Vn e N*, ¢, = arl + pry.

ri T
13. Ona—;: 1‘<1.
T )

n
T1
() — 0 car |ri| < ry done
2

T2

n
. « [T .
On peut alors écrire ¢, = Ory ([3 <1> + 1) et en déduire que | g, ~ Br.
T2 n—-+oo
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Probléme : G2E 2023

Partie A : matrices d’ajout

1. a) Les valeurs présentes dans la matrice A signifient que si on tire une boule noire, on ajoute 3 boules noires
dans 'urne et 0 boule blanche et si l’on tire une boule blanche, on ajoute 1 boule noire et 2 boules blanches.

Donc, dans la situation présentée dans cette question, a ’étape suivante

I’urne contient 6 boules noires et 5 boules blanches.

b) Par définition, |04 =3+0=1+ 2= 3| o4 représente le nombre total de boules ajoutées dans I'urne a
chaque étape.

A chaque étape on ajoute 0 ou 2 boules blanches, donc un nombre paire de boules blanches. Sachant qu’il
y a initialement 1 boule blanche dans l'urne, il y aura donc toujours un nombre impair de boules blanches
dans notre urne.

’Il est impossible d’avoir 22 boules blanches et 20 boules noires. ‘

2. a) (i) Montrons que % est un sous-espace vectoriel de .#2(R).
— Par définition de %, on a bien B C .#>(R).

— La matrice nulle est bien une matrice a coefficients réels qui vérifie que la somme des éléments de
la premiére ligne est égale a la somme des éléments de la deuxiéme ligne.

Donc O, € A.
— Soit M et N deux matrices de & et A € R.
On note M = (xM yM) et N = (mN yN). On a alors
zm tmr ZN  IN

(M AT, ym + Ayn
M+/\N_(ZM+)\ZN ta + Aty € /4 (R)

et
Ty + AT+ ym +AYN =Ty +Hym + Moy +yn)

=zym +tum + Aen +tn) car M,N € &
=zp +FAzny +ty + Ay

Donc M + AN € A.

‘%’ est un sous-espace vectoriel de .#2(R) donc A est un R-espace vectoriel.

. o 1 0 0 1 0 0
Autre méthode : X = vect ((0 1) , (0 1) , (1 1))

(ii) On peut remarquer que Is € & et pourtant —Iy ¢ o (car les coefficients ne sont pas des entiers
naturels). Cela contredit 'une des propriétés d’un espace vectoriel.

‘;z/ n’est pas un R-espace vectoriel. ‘

b) Soit A € & telle que A = (CCL Z) On a

at+b=0

ctd=0 Sa=b=c=d=0,

UA_O@{

car a, b, ¢ et d sont des entiers naturels (une somme de nombres positifs est nulle si, et seulement si chaque
nombre est nul).

Onadonc’aA:O@A:Og.‘

3. a) Il suffit de remarquer que a+b=c+d<a—c=d—0.

Onadoncbien,‘pourA64&77 a—c=d-—b.
b) Par définition :
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det(A) = ad — be
=ad+ bd — bd — be
=d(a+b)—b(d+c)

= dO’A — bO’A
=0A (d — b)
=0404.
On a bien ‘ det(A) = 04d4. ‘
¢) On a
, _ (ad—bc 0 .
AA = ( 0 ad — bc) calcul du produit
= det(A4)1s définition du déterminant
=o04041> question précédente.

’On a bien AA" = o46415. ‘

d) On sait, d’aprés notre cours, que A est inversible si, et seulement si, det(A) # 0. Dans ce cas, A~ =

/

det(A)
En ajoutant la contrainte A~! € o7, cela donne :
det(A) #0
d
N
UA5A <
— €N
A inversible o oA0A
Alew € eN
O'%(SA
5 eN
o
dA—% a—c

oa04 04l

. . . a A
Comme o4 est supérieur ou égal a tous les coefficients de la matrice, on a 0 < — < 1 (et de méme avec
gA
b, c et d).
Donc, —— < 1 (et de méme avec —b, —c et d) donc € N si, et seulement si =0oul. On

UA(SA = UA5A O'A(SA
peut raisonner de méme pour les autres fractions. On a donc :

det(A) #0
d
= 1
5104 0 ou
A inversible 010 =0oul
Atey Y A
=0oul
0%5,4
=0oul
UA5A
d—b=a—c

Les lignes 2 &4 5 de ce systéme nous donnent 16 choix possibles pour les valeurs de a, b, ¢ et d. En mettant
en lien ces matrices avec les contraintes des lignes 1 et 6 du systéme, il ne nous restera que 2 matrices
possibles.

Par exemple, le cas a = b = ¢ = d = 0 est impossible car le déterminant est alors nul. Pour la méme raison
on ne peut pas avoir a = b =0 ou alors c = d = 0,....

Aprés avoir éliminé tous les cas oil le déterminant est nul il nous reste encore 6 options :
0 —UA5A 0’,45,4 0 0’,45,4 —O'A(SA UA5A —UA5A
—UA(SA UA5A ’ —UA5A O’AdA ’ —O'A5A 0 ’ 0 UA(sA ’
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oA04 0 0 —0404
0 O'A(SA ’ —UA5A 0 ’

Les 4 premiéres matrices ne respectent pas le fait que la somme des coefficients de la premiére ligne est
égale a la somme des coefficients de la deuxiéme ligne (car o404 # 0).

11 nous reste donc 2 candidats. En remarquant que o464 = det(A) et que

det (“A5A 0 ) — (0464)2 = (det(A))?, et det( 0 ”A5A) — (0a04)% = —(det(A))?,

0 oa04 A0 0
on en déduit que, dans le premier cas det(A) =1 et donc a = d = 1 et dans le second cas det(A) = —1 et
donc b=c=1.
En résumé, si A est inversible et A~ € & alors A =1, ou A = <(1) (1)>
Réciproquement, ces deux matrices sont bien dans &7, inversible et leur inverse est dans ..
Donc
A inversible 0 1
{ A71€% -~ A—I2 ou A—<1 0>
Partie B

4. a) A chaque étape le nombre de boules noires reste identique ou augmente de o. Dans le pire des cas au bout
des n étapes, on n’a rajouté aucune boule noire, dans le meilleur des cas on & rajouté no boules noires et
on rajoute toujours un multiple de o boules noires.

Pour n € N, S,(Q) = {1+ ko /k € [1,n]}. ‘

D’aprés ’énoncé Sy = 1, et pour n € N fixé, le nombre de boules noires rajoutées a l'issue du n + 1 tirage
est 0 s1 Xp41 =1 et 0si X117 = 0. Dans tous les cas le nombre de boules noires rajoutées est égal a
0Xn+1
Snt1 = Sn + o Xnt1
~ ——

déja présentes  rajoutées

‘So =letpourneN, S,411 =95 +0cX,41.

b) Soit n € Net s € S,(2). Supposons [S,, = s| réalisé alors lors des n premiéres étapes ont été rajoutées s—1
boules noires et comme la matrice d’ajout est équilibrée no boules des deux couleurs ont été rajoutées.
Lors du tirage n 4+ 1 'urne est composée de s boules noires et 2 + no boules au total.

s
24+ no’

Pour n € Net s € 5,(Q), Ps,—)(Xny1 =1) =

5. a) Soit n € N, en utilisant le théoréme des probabilité totales avec le systéme complet d’événements ([S,, =
s])ses,(9)-

P(Xn41=1) = Z P(Sn = 5)Pg, =5 (Xns1 = 1)

5€5,(R)
- Z P(S, = s) i question précédente
2+no
s€SL ()
1
= P(S, =
2+ no SESZ(Q) sP(Sn=5)
1
i iy E(S,) définition d’'une espérance

Comme de plus X,,+1(Q2) = {0; 1}
E(Xn+1) == OP(Xn+1 = 0) + 1P(Xn+1 == ].) = P(Xn+1 == 1)
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Pour n € N, E(X,,11) =

b) D’aprés la question 4.a) et en utilisant la linéarité de ’espérance :

E(Sp41) = E(Sn) + 0 E(Xn+1)

E(S,

=E(S,)+o 5 J(r O”I>L question précédente

2+o0(n+1)
=TT (s,
2+on (Sn)
Pour n € N on pose
2

A, E(S,) = *‘20”

Initialisation Sj est la variable certaine égale a 1 (question 4.a)) donc

240
E(S,) =1=-""27
2
Héreédité Soit n € N, supposons 7, vraie, alors
2 1
E(Sp+1) = ME(S”) calcul précédent
24 o0n
2 1 2
2t oln+1) X +no hypothése de récurrence
2+o0n 2
2+ (n+1)o
2
Conclusion D’aprés le principe de récurrence :
2+on

Pour n € N, E(S,) = 5

Remarque On pourrait raisonner & ’aide d’un produit télescopique mais 1’énoncé demande de rédiger
une récurrence.

¢) Soit n € N*, X,, prend pour valeurs 0 et 1, donc suit une loi de Bernoulli #(p) ou p = E(X,,). D’aprés la
question 5.a) et comme n —1 € N

E(Sp-1)
EX,)=——F——"—
(Xn) 24+o0(n—1)
En utilisant le résultat de la question précédente
240(n—1)
9 1

p:2—|—cr(n—1) 2

‘Pour n € N*, X, suit la loi de Bernoulli de paramétre 1/2. ‘

BONUS

b
d

a+ ka' b—i—kb’)

i /
6. Soit A € o telle que A = <LCZ ) et A’ € o telle que A = <Z, b).

d/

c+ ke d+kd

Comme k est un entier naturel on a bien ici une matrice & coefficients entiers naturels.

De plus, a+ka' +b+ kb =a+b+k(a +b)=0a+koa et c+kd +d+kd =c+d+k(d+d)=0a+koa.

On a donc bien | A+ kA’ € &7

On a alors A+ kA’ = (
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b
d

ad +bc  ab + bd')

/ /
7. Soit A € o telle que A = <Z > et A’ € o/ telle que A = <CCL, Z,)

ca' +dc b +dd
AA’ est bien une matrice a coefficients entiers naturels.

De plus, aa’ +bc’ + ab’ +bd = a(a’ + ') +b(c' +d') = aca +boa = cacar.
Et ca’ +dc +cb +dd =c(a +b)+d(d +d)=coa +doa =0ca0a.

Donc[ 44’ € o |

On a alors AA" = (
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