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à rendre le lundi 12 janvier

Exercice 1 : fonction définie par une intégrale

On considère la fonction f définie sur R+ par : f (x) = 2

x2

∫ x

0

t

et +1
dt si

x > 0 et f (0) = 1

2
.

1. (a) Montrer que : ∀x ∈]0;+∞[, ∀t ∈ [0; x],
1

ex +1
⩽

1

et +1
⩽

1

2
.

(b) Établir alors que, pour tout réel x strictement positif, on a :
1

ex +1
⩽

f (x)⩽
1

2
.

(c) En déduire que la fonction f est continue (à droite) en 0.

2. (a) Montrer que f est de classe C 1 sur ]0;+∞[, puis vérifier que,

pour tout réel x strictement positif, on peut écrire : f ′(x) =− 4

x3 g (x),

où g est une fonction que l’on déterminera.

(b) Étudier les variations, puis le signe de la fonction g . En déduire
que f est décroissante sur R+.

3. (a) Montrer que, pour tout réel t positif, on a :
t

et +1
⩽ 1.

(b) En déduire la limite de f (x) lorsque x tend vers +∞.

Exercice 2 : suite d’intégrales

Soit In =
∫ 1

0
xn ln(1+x)dx , n ∈N.

1. Calculer I0.

2. (a) Montrer que In ⩾ 0 pour tout n ∈N.

(b) Établir que la suite (In) est décroissante.

(c) En déduire que la suite (In) est convergente.

3. (a) Justifier l’égalité : xn ln(1+x)⩽ xn pour tout x ∈ [0;1].

(b) En déduire que, pour tout n ∈N In ⩽
1

n +1
.

(c) Calculer lim
n→+∞ In .

4. (a) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

∀n ∈N In = ln2

n +1
− 1

n +1

∫ 1

0

xn+1

1+x
dx.

(b) Montrer que 0 ⩽
∫ 1

0

xn+1

1+x
dx ⩽

1

n +2
et en déduire un enca-

drement de In .

(c) En déduire lim
n→+∞nIn .

1


