DM 12

Bio Spé

arendre le lundi 12 janvier

Exercice 1 : fonction définie par une intégrale
On considere la fonction f définie sur R* par: fx) = 3 f i Ldz‘ si
) par: T x2 )y ef+1
x>0et f(0)= 3

1 1
e*+1 e+l 2

1. (a) Montrer que: Vx €]0;+oo[, V1 € [0; x],

(b) Etablir alors que, pour tout réel x strictement positif, on a: 11 <
e

<3
(c) En déduire que la fonction f est continue (a droite) en 0.
2. (a) Montrer que f est de classe ¢! sur 10; +o0l, puis vérifier que,
pour tout réel x strictement positif, on peut écrire: f "(x) = - = gx),
ol g est une fonction que 'on déterminera.
(b) Etudier les variations, puis le signe de la fonction g. En déduire
que [ est décroissante sur R,
3. (a) Montrer que, pour tout réel ¢ positif, ona: ef_j—l <L

(b) En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo.

Exercice 2 : suite d’intégrales

1
Soitln:f x"In(l+x)dx , neN.
0

1. Calculer I,.

2. (a) Montrer que I, > 0 pour tout n € N.
(b) Etablir que la suite (1) est décroissante.

(c) En déduire que la suite (I,,) est convergente.

(a) Justifier I'égalité : x"" In(1 + x) < x" pour tout x € [0;1].

1
Ins —=

(b) En déduire que, pour tout neN .
n+1

(c) Calculer lim I,,.
n—+oo

(a) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

In2 1 1 xn+l
VneN I, = - dx
n+l n+lJp 1+x
1xn+l 1
(b) Montrer que 0 < f dx < —— et en déduire un enca-
o 1+x n+2

drement de I,,.
(¢) Endéduire lim nI,.
n—+oo



