CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N°5 (ENS)

Préliminaire
1. On sait que X () =R donc Y (2) =R.

Supposons a > 0. Pour tout z € R :

PY<z)=PlaX+b<zx)

—b
=P (X < r ) cara > 0
a
(x—=b)/a 1 (t _ m)2
= exp | ————— | dt
/_oo oV 2w P ( 202 )
v 1 —b—am)?
= / ————exp (_m2(21771)> du u = at + b changement de var strict croiss et ¢
—oo A0V 2T 2a’0

On reconnait alors la fonction de répartition d’une loi normale de paramétres (am + b, a*c?).
Supposons a < 0. Pour tout z € R :

PY<z)=PaX+b<x)

a

+oo 1 t— 2
(2—b)/a OV 2 20

—0o0 1 _ b _ 2
= / exp (_(’LLQ;WR)) du u = at + b changement de var strict décroiss et €*
z aoy/ 2w 2a%0

[T 1 (u—b—am)?
) Jalov2r AP\ 20202 du

On reconnait alors la fonction de répartition d’une loi normale de paramétres (am + b, a’c?).

:P(X>x—b) car a > 0

Lorsque a = 0, Y est la loi certaine égale a b.

Sia#0,Y suit la loi normale de paramétres (am + b, a202) et sia=0,Y estlaloi certaine égale a b. ‘

2. (a) 1. Soient z et t deux réels. On a

1+0? (t xo? )2 x? 1+o0? <t2 tro? ol ) z?

o? 1402 +1+02: o? 1—|—02+(1+02)2 +1+02
t? 9 2202 x?
o 2T T
02+ x—|—1+02—|—1+02

12
:—2+t2—2mt—|—x2

t? 1+ 02 xo? 2 x?
Y(z,t) € R?, — —t)? = t— .
(2,7) € ’02+(x ) o2 ( 1+ 02 +1—|—02

2
> 0.

ii. Le changement de variable proposé est affine donc € sur R et de plus strictement croissant car
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D’aprés la formule du produit de convolution, pour tout € R

+oo
1 2 1
Ix * fr(x) :/ e 357 x —— o~ (@=t)?/2q4

—oo OV2T 27

1 +oo 1 t2
—0o0
1 +oo 1 .’,UQ 0.2
2 : A
py— exp (—2 (u + T 2)) X 5 5du  changement de var et question précédente
0 J_ oo o o

e (s (e i)
= ex —= | u Uu.
it ) o TP\ T2 1+ 02

1 oo 1 z?
Pour tout z € R, = o A3 5 du-
our tout x fx * fy(2) 27r\/1+7/—oo eXp( 2 (u +1+02)> B

iii. X et Y sont deux VAR a densité indépendantes donc X +Y est une VAR & densité dont une densité est fx * fy.
On poursuit donc le calcul précédent :

1 2 +oo 2
Vx € R, ¥ fy(2) = ————exp| ———= / e " /2dqu
Ix * fy(x) /T T o P( 2(1+02)) n

X +Y suit la loi normale de paramétres (0, 1+ 02).

g1 g1 02

X - Y — 2
(b) i. D’aprés la question 1. il o AP A(0,1) et Rl N (O, 02).
1

X - Y —
X et Y étant indépendantes, d’aprés le lemme des coalitions, ta et H2

g1 g1

X - Y — 2
p ot M2<—>JV<0,1+U§).
g

01 1

sont indépendantes.

Donc, d’aprés la question 2.a), on peut affirmer que

X—pum+Y —p2
01

ii. On remarque alors que X +Y =0, ( > + w1+ po.

Donc, d’aprés la question précédente et la question 1., | X +Y — A (pl + e, a% + 05).

Partie I

3. (a) Les variables (X7, ..., X,) sont supposées indépendantes donc, d’aprés le lemme des coalitions,

1+ X 1+ X
+2 ! ey +2 2 sont indépendantes.

les variables

1+ X;
De plus, pour toutie[[l;n]],( +2 >(Q){0;1} et
1+ X; 1
P( +2 ’:1>:P(1+Xi:2):P(Xi:1):2.

1+ X

i 1
* suit une loi de Bernoulli de paramétre 3

1 ~1+X;
0) =(Sn = .
n remarque que 2( +n) ; 5

i

1
On vient de montrer que les variables i
1

5"

sont indépendantes et suivent toutes une loi de Bernoulli de paramétre

1 1
D’aprés notre cours (premiére année), 5(3" + m) suit une loi binomiale de paramétres (n, )
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(b) Pour tout (n,k) e Nx Z:

question précédente

n
27" sike A,
Un,k = <712+k:> .
0

(¢) On a0 € Ay donc ugo = (8) 20 — 1.

Pour k € Z*, k ¢ Ao donc ug i, = 0.
Pour tout (n,k) e N x Z:

Un+1,k = P(Sn+1 = k)
=P(Sp+Xnt1 =k)
=P(Xyn41=-1)Px,, ,=—1)(Sn + Xny1 = k) + P(Xng1 = 1)Pix,,,=1](Sn + Xpny1 = k)
FPT avec le SCE ([X,,+1 = —1], [Xp41 = —1])

1 1
_ Un,k+1 + Un,k—1

2

Un,k+1 + Un,k—1

Ug,0 = 1, Vk € Z*, U,k = O, V(TL, k) e N x Z, Up+1,k = 5

1 1 1
4. (a) Comme —(S, + n) suit une loi binomiale de paramétres n et g ona E (Q(S" + n)) = % Donc, par linéarité de

2
Pespérance E(S,,) = 0.

1
De plus, V <2(Sn + n)) = %7 donc par propriété de la variance V(S,,) = n.

| E(S,) =0 et V(S,) =n.|

(b) Les variables (X,,)n>1 sont indépendantes, de méme loi et de variance non nulle (ce ne sont pas des VAR constantes).

D’aprés le théoréme central limite

1 [ .
Vz € R, lim P(M*<z)=— e V24,
" V 2 /;oo

n—4o0o

M, — E(M,, 1 &
avec M) = # et M,, = *ZXI«
V(My) (Ut

1 1 1
On remarque que M,, = —S,,. Donc E(M,) =0et V(M,) = — xn=—.
n n n
Sn/n Sy

Vijn o Ve
Sn

1 r w2
On a donc bien |pour tout t e R, P =<2z — — e 2 du.
p ( n = ) n—+o0o /2 /—oc

Donc M =
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(c) Pour tout (z,t) € R x R
lim F,(z,t) = lim Z Unt | k

n—-+00 n—-+o0o

lim Y P(Spuy = k)
k< o)

= ngr—iI-loo P U [S|nt) = K] union d’evt disjoints
k<|@y/n]
= hm P ( lnt] < | j)

lnt] _ lzvn]
= 1 P < .
”%H‘EOO (\/ nt «/ nt )

J T
On peut alors remarquer que lim —
P 4 4 n+oo \/7 NG

) . xyn—1 . z/n x
et on montre facilement que lim ——— = lim —— = —.
n—+o0o  /nt n—+oo v/nt — 1 \/i

Donc, d’aprés le résultat admis on a

lim F,(z,t)= lim P

n—-+oo n——+oo

1
lim F,(xr,t) = —
n—-+oo ( ) vV 2 [oo

5. Dans lintégrale définissant F(z,t) on effectue le changement de variable 3 = v/tu. La fonction u — v/tu est de classe €

T
et strictement croissante sur | —oo; \/J , donc d’aprés le théoréme de changement de variable généralisé :

_wven?  dy
2

V(z,t) e RxRY, F(x,t) \/ﬂ/ N

/ 1 2t dy
o 27Tt

On a bien F(z,t) = /_ f(y,t)dy avec f(y,t) = Wors

6. Pour tout (y,t) € R x RY :

9 1 2 2 2
)= e b et
ot 2V/2mt3/2 2v/27t5/2
of Y _y
et aﬁy(?./,t) = —We 2
2f 1 y? y2 y?
d —(y,t) = ———e 2 4 ————¢~ H
one y? (1) \/27rt3/2e * \/27r1f5/2e

of 182f( D,

On observe que 'on a bien E(y, )= 39, y

Partie 11

7. Par hypotheése, il existe (xq,to) € [0;1] X Ry tel que u(xo, to) # 0.
On a donc f(xg)g(to) # 0 et donc, par propriété des nombres réels, f(zo) # 0 et g(to) # 0.

‘ f et g ne sont pas nulles. ‘
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8. Pour tout (x,t) € [0;1] x Ry,

0 1) = (@) ()
O (a,1) = @)o)
0u

On en déduit que

u est solution de (1)
SVt €1 xRy, S (6) = mf (@)g(0) + 31" (@)t
S ) €01 xRy [0 = (m @)+ 51 ) alt)

mf’(xo)f?mtéQf"(%)g(t) avec g tel que f(xq) # 0

=Vt e Ry, Jg'(t) =

mf'(zo) +1/2f" (wo)
f(xo)

On en déduit qu'il existe C; € R tel que | pour tout t € Ry, g(t) = CreM.

g est donc solution sur Ry de I’équation 3’ = \y avec A = eR.

9. On a vu dans la question précédente que pour tout ¢t € Ry, ¢'(t) = Ag(t). Mais on a aussi vu que

W) € D1 xRy fa)g'(0) = (mf' @)+ 517(@) a0

En combinant ces deux informations on obtient que
1
Yo €0 xRy gl = (mf0) + 51 o0

—vee 0l At = (mf @) + 51 ) alto) avee fo tel que g(to) # 0
1

S @)+ mf (@) = ().

De plus, u(0,%9) = 0 et u(0,t9) = f(0)g(to), donc f(0) =0 car g(to) # 0.
De méme, u(1,ty) = 0 nous donne f(1) =0.

=V € [0;1],

Ve € [0:1], 37" (2) + mf'(z) = Af(2) et £(0) = F(1) =0,

10. (a) f est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants dont ’équation caractéristique
associées est

r2 4+ 2mr — 2\ = 0.

Le discriminant de cette équation est A = 4m? + 8\ = 4(m? + 2)).
2

m
Comme A > 5 cette équation admet deux racines réelles distinctes :

re=—-m+vm24+2 et r— = —m—vm?+ 2\

D’aprés notre cours, on sait alors qu’il existe deux réels a et b tels que

‘Vw € [0;1], f(z) = ae™" + be"-7. ‘

(b) A l'aide des conditions au bord on obtient alors que :

a+b=0 N b=—-a N b=0
ae™t +be" =0 a(e" —e"~)=0 a=0

car et —e"~ #£ 0.

La fonction f est alors la fonction nulle, ce qui est en ‘ contradiction avec la question 7. ‘
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2
m
11. SiA = BER I’équation caractéristique admet une racine double ry et f est alors de la forme

Vo € [0;1], f(z) = (ax + b)e"”.

Les conditions au bord donnent alors b = 0 et (a + b)e™ = 0 donc une nouvelle fois, f est nulle ce qui est en

‘contradiction avec la question 7.

12. (a) Cette fois, I’équation caractéristique admet deux racines complexes
—m+Bv-m2 -2\ et —m —Bv-—m2 -2\

D’aprés notre cours, il existe alors deux réels a et b tels que

vV € [0;1], flz)=e"™" (a cos(v/ —m? — 2Ax) + bsin(v/—m? — 2)\33))
I —m?Z — 2\

= (acos(wlz) + bsin(wlz)) e avec [ =

‘Vw € [0;1], f(z) = (acos(wlx) + bsin(wlx)) e ™.
(b) f(0) =0 implique que @ = 0. On a donc f(x) = bsin(wlx)e” ™. De plus on a

f(1) =0 < bsin(wl)e™™ =0 < bsin(wl) = 0.

Mais comme f n’est pas la fonction nulle, on a nécessairement b # 0 donc on en déduit que sin(zl) = 0 et donc I € N.
Mais une nouvelle fois, comme f n’est pas la fonction nulle, on a nécessairement [ = 0.
Ainsi’azO,b#Oe‘clEN*.

13. Dans les questions précédentes nous avons montré que si u est non nulle et solution de (1) et (2) et est de la forme
(z,t) — f(x)g(t) alors il existe des réels Cy, m, A, b et [ tels que

2

m
1o
(%) ] €N*

Vo € [0;1], f(x) = bsin(wlx)e™™

Vt €Ry, g(t) = CreM
Réciproquement, un rapide calcul (que je vous laisse faire) permet de vérifier que si on prend deux fonctions f et g
vérifiant les critéres ci-dessus, alors la fonction u : (z,t) — f(x)g(t) est bien solution de (1) et (2).

Les couples (f,g) tels que la fonction w : (z,t) — f(x)g(t) est bien solution de (1) et (2) sont exactement les couples
vérifiant (x).

Partie II1

14. On sait que A € sp(M) < det(M — A\l3) = 0.
Or det(M — \3) = (a — \)? — be.
b et ¢ étant strictement positifs, (a — A\)2 —bc =0 A =a — Vbe ou A = a4+ Vbe et ces deux solutions sont distinctes.

On a donc |sp(M) = {a — Vbe; a + Vbe}.

De plus, avec X = (;)

MX=(a+\/%)X<:>y:\/Ex,

1 1
Donc | E, | (M) = vect b | | |Deméme,|E,_ 5-(M)=vect b
¢
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15. Pour tout i € [2;n — 1]
(mx 0 ZM X

= bX” P rax 4 exty

= bri_l sin M + a,ri sin Zlﬂ— + c,,,i-f—l sin w
n+1 n+1 n+1
i1 . i I . I il
=br sin cos —sin| —— Jcos | ——
n+1 n+1 n+1 n+1
i ( il )
+ ar’ sin
n+1
ir1 (- ilm Im . Im ilm
+ cr sin coS + sin coS

= écos ( I > sz(LT) _ ésin (hT) Yi(l,r) + aXi(l,r)
n+1

r

+ crcos i x5 4 orsin m yn)
n+1 ¢ n+1)°
b l b l
— (a+(er+=)cos [ ——) ) x5 4 (er = 2 ) sin | —— ) v,
r 1+n ! r 14mn) t

1 — D)lm
On peut remarquer que le calcul précédent est aussi valable pour i = 1 et ¢ = n car pour i = 1, sin (()) =0et

n+1

 + 1)1
pour i = n, sin <(z+)77> =0 (car [ est un entier).
n+1
. , 1,r) b Ir 1,r) b . Im 1,r)
On a donc bien montré que | M X" = (a+ er+—-)cos| — | | XY +er——)sin| —— | Y7,
r 1+n r 1+n

b b
En prenant la relation précédente avec r = \/7 ,on acr— — =0 donc
c r
MxEVYe) = (a + 2V ¢b cos (ﬁ)) X bvo/e),
+n

Comme X V9 pest pas nul, on en déduit que

oo l
X BV/€) est un vecteur propre de M associé a la valeur propre MY = q + 2Vcbeos (1 _:_T >
n

Partie IV
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