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CONCEPTS DE BASES EN PROBABILITES
Généralités
Commandes python

Dans le module random que I'on importe avec I’alias rd, on trouve
e rd.random() renvoie un réel, choisi au hasard et uniformément , dans l'intervalle [0; 1].
e rd.randint(a,b) renvoie un entier, choisi au hasard et uniformément, dans l'intervalle [a, b].

e rd.randrange(a,b) renvoie un entier, choisi au hasard et uniformément , dans l'intervalle [a, b—1], les ar-
guments suive la méme convention que ceux de la commande range.

Exercice 1.
Soient A, B, C trois événements liés a une expérience aléatoire d'univers Q. Décrire a I'aide de A, B, C les événements
suivants

E; = « seul A seréalise ».

E> = « Ane seréalise pas ».

E3 = « B seréalise ou C se réalise ».

E, =« Soit B se réalise, soit C se réalise mais pas les deux ».
E5 = « Aet B seréalisent mais pas C ».

Eg = « Deux événements au plus se réalisent ».

N o g w =

E7; =« Deux événements ou plus se réalisent ».

REPONSE:

E;=AnBnC

E,=A

Es=BuC
E;=(BUC)\(BNC)=(B\C)U(C\B)
Es=AnBnC
E6:(AUBUC)m(m)
E;=(ANB)U(ANC)U(BNC)

No o ks~ b=

Exercice 2.
Soit (Q,.7) un espace probabilisable et (A;) ¢, une famille d’événements.
Ecrire a I'aide d’'union et d’intersection les événements suivants :



1. «Tous les événements se réalise a partir du rang ng »
2. «Tous les événements se réalise a partir d'un certain rang »

3. «Seul un nombre fini d’événements se réalisent ».

Indication : Une propriété /£, est est vraie pour un nombre fini de 7 si et seulement si, elle est fausse a partir
d’un certain rang.

4. «Un nombre infini d’événements se réalise »

REPONSE:

+00
L N, Ak

+00 +00
2' UYZO:O (ﬂk:no Ak)
3. Cela revient a dire qu'a partir d'un certain rang les événements ne se réalisent plus U;(‘)’zo (ﬂ;g’;lo Ak).

4. On passe au complémentaire

+00 +oo +00 +00
Ul MNAa]=MN[U Ak
no=0 k:ng ny=0 k:l’lg

On peut aussi considérer qu'il y a une infinité d'événements qui se réalisent si et seulement si pour tout entier
ng, on peut trouver un entier plus grand que tel que Ay se réalise.

Exercice 3 (& ).
Soit 7 et 7, deux tribus sur 'univers Q. Montrer que .7, N 7 est une tribu.
Estcelecasde J3 U .9%?

REPONSE:

e On sait que Q€ ] et Qe .J car se sont des tribus donc Qe 71n.J
e Soit Ae 71n.J, alors A€ 7} et comme 7} est une tribu A€ .Z;. De la méme facon A€ %, donc Ae /1D

e Soit (A;j);en une suite d'événement tels que pour tout entier i A; € 73N alors
VieN A€

comme .7 est une tribu

U Al‘ € %
ieN
de la méme facon
UJAie 2
ieN
donc
U A€ AND
ieN



Donc 71 N 95 est une tribu
Ce n'est pas toujours le cas pour 7 U %, on peut trouver des contre-exemples

ES

Exercice 4 (Formule de Poincaré & .& ).
Soient Ay,..., A,, n événements
le but de cet exercice est de démontrer que

k

ﬂ Ai;

j=1

n
P(UAi
i=1

Sl oz

1<ii<ip<-<ir<n

1. Ecrire sous forme développée le cas n =2
2. Ecrire le cas n = 3 et le démontrer, faire de méme pour n=4.

3. Démontrer le résultat par récurrence sur z. On commencera par remarquer que

n+l

U 4i=

i=1

n

Aj;
1

UAn+1

i=

REPONSE:

1. P(AjUA)=P(A))+P(A))—P(A1NAy)
2.

P(AjUAUA3) =P((A1UA) U A3z)
=P(A1UA) + P(A3) — P((A1 U Ap) N A3)
=P(A;)+P(Ay) —P(A1NAy)+ P(A3) — P((A1nA3) U (Ax N A3)) formule au ra
=P(A))+P(Ay)) —P(A1NAy)+P(A3) — (P(A1nA3)+ P(A2NA3) — P(A1 N A3n A, N Ag))
=P(A1)+P(Ay)+P(A3) —4(A1NA) —P(A1nA3)—P(A2NA3) + P(A1 N Ay N A3)

P(AinAynAsn Ay) = P(A1)+P(A2) + P(A3) + P(Ay) —P(A1NA2) — P(A1 N A3) — P(A1 N Ay)
—P(AynA3)—P(Ayn Ay) —P(A3snN Ag) + P(A1 N Ay N As)
+P(AiNAyNAyY) +P(AiNA3NAy) + P(AyN A3nN Ay
—P(A1NAynNA3n Ay)

3. On fixe une suite d'événements (A;);ens-
On a déja demontre le cas n =2 dans le cours, ce qui sert d'initiation et qui va nous servir lors de la récurrence.
Soit n e N\ {0,1} supposons que

k

ﬂ Aij

j=1

n
P(U A;
i=1

=f((—1)’“ yoor

k=1 1<ii<ip<-<ir<n




alors

n+1l n
p UAi = UAi UAp+l
i=1 i=1
=P UAi +P(Ap+1) - P UAz N Ap+1
n n
=P U +P(Ap+1) - P U (Ain Ann1
n o1 n
=) |=D* > P ﬂA,-, +P(Ap) - P AinAps)
k=1 1<ii<ip<-<ix<n j= i=1
n 1 k n 1 k
= |=D* > Pl Ay ||+ P(Aps) = ) [(=DF > P Ai;;nAnn
k=1 1<ii<ip<-<ip<n j:1 k=1 1<ii<ip<-<ir<n j:1
n b1 k n 1 k+1
= |=D* > Pl Ay ||+ P(Aps) = ) [(=DF > Pl Ay
k=1 1<ii<ip<-<ir<n j=1 k=1 1<i1<ip<-<ip<ipsy1=n+1 j=1
n ‘ n+1 v k'
=Y (D! Y P A ||+P(Aps1) - -k Y PN 4 chg
k=1 1<i1<ip<-<ir<n j=1 k'=2 1< <ip<<ip_<ip=n+l j=1
n ‘ n+l " K
=Y D! > P A; ||+P(Ap)) + ) |=DF! > P 4
k=1 1<) <ip<-<ix<n j=1 k'=2 1< <ip<-<ip_ 1 <ipy=n+1 j=1
n k n+1 , k'
=Y [(=DF! Y PO 4 ||+ X [DF Y Pl A intégra
k=1 1<ii1<ip<-<ir<n j=1 k'=1 1< << <ip_<ipy=n+1 j=1
n 1 k n 1 k
=) |(=D* > P A; ||+ 2 [=D* > P A;
k=1 1<i)<ip<-<ir<n j=1 k=1 1< <ip<-<ip_1<ir=n+1 j=1
k

1<) <ip < <ipp1-1<ipy1=n+1 j=1

k
P A;

j=1

k
P{()A;

k
P A;
j=1

( 1<ii<ip<--<ip<n+l1

I
M=

1<i1<ip<-<ipp1-1<ipy1=n+1

?\“
>—»~

~

1<ii<ip<--<ip<n+l1

5 (-

k=1

Espaces probabilisés finis
Exercice 5.
On pioche successivement et sans remise 4 cartes d'un jeu de 32 cartes. Calculer la probabilité d’obtenir :

1. dans cet ordre 2 trefles puis 2 ceeurs.

2. 2 trefles et 2 coeurs.

Exercice 6.
On lance 7 fois successives un méme dé a 20 faces (que I’on suppose équilibré). Calculer la probabilité pour que :

1. toutes les faces portent un numéro distinct.

2. toutes les faces portent un numéro identique.



3. .& Ecrire des fonctions python qui simule ces expériences. A chaque fois la fonction renvoie True si
I'événement est réalisé et False sinon. Vous ne devez pas utiliser les calculs précédents, mais uni-
quement la description de I'événement.

4. En utilisant les fonctions précédentes, écrire un programme qui réalise N expériences et qui calcule
la fréquence de fois ou I'’événement décrit a été réalisé.

Exercice 7.

Une Urne U; contient 3 boules blanches et 5 boules noires. Une urne U, contient 4 boules blanches et 4 boules noires.
On choisit une urne au hasard puis on tire simultanément 2 boules ans I'urne choisie.

Calculer la probabilité d’avoir deux billes de la méme couleur

Exercice 8.
Soit un jeu de 32 cartes. on donne 5 cartes (simultanément) a X eta Y

1. Probabilité pour que X ait au moins un as
2. Y aexactement un as dans son jeu, quelle est pour lui la probabilité pour que X ait au moins un as

Exercice 9 (Deuxieme chance & ).
Lors d'un jeu on demande au joueur de choisir parmi 3 enveloppes, dans 'une d’elles, on trouve un lot, les autres
sont vides.

Le candidat choisit une enveloppe mais ne I'’ouvre pas. Puis I'animateur ouvre une enveloppe vide (qui n’est pas
celle qui qu’a choisie le candidat). Il reste donc 2 enveloppes fermées : celle que le candidat a choisi et une autre. Le
candidat a alors le choix entre garder son premier choix et changer. Qu’a-t-il intérét a faire?

Espaces probabilisés infinis

Exercice 10.
On lance un dé équilibré jusqu’al’obtention d'un 6.

1. Quelle est la probabilité que I'on fasse exactement n lancers?
2. Quelle est la probabilité que tous les nombres obtenus soient pairs?

3. Ecrire une fonction python simule cette expérience et qui renvoie True si tous les numéros sont pairs False
sinon.

REPONSE:

1. Pour tout entier naturel non nul, on note S; I'événement " on obtient un 6 au lancer i, et A; "on obtient le
premier 6 au lancer i". Pour tout entier naturel plus grand que 2

n-1__
Ap= ﬂSi NSy,
i=1

Donc par indépendance des lancers

n—1 .
P(A,) = HP(Si))P(sn)
i=1
et donc
P(A,) = (§)n_11
"6 6

On vérifie aussi que cette formule est vraie pour n=1



P eN*, P(Ay) (5)"1
our n , ==
" l6) 6

2. On note A cet événement, utilisons le systéme complet d"événement (A;) n; nn

+00

P(A)=)_ P(Ap)Pa,(A)
k=1

Si on suppose que Aj, est réalisé, alors le nombre de tirage de longueur n qui finissent par un et qui ne comporte
pas d'autre 6 est 577! x 1. Parmi cela il y a en a 2”"! x 1 qui ne comportent que des nombres pairs

n-1

Py, (A) = ST

donc

+
8

P(A)= ) P(Ap)Ps,(A)

b
1]
—

- - la série CV
6 6511
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(g) chg d'indice
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(6) série géométrique
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N W
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P(A)—l
4

3. import random as rd

def premier6():

""'0On effectue des lancers jusqu'd obtenirT un 6

renvote True st tous les résultats sont pairs, False sinon'''’
Résultat = True
tirage=rd.randint(1,6)
while tirage!=6:

if tirage’2!=0: #tirage <mpair

Résultat =False
tirage=rd.randint(1,6)

return Résultat
Calcul de fréquence pour obtenir une estimation de
N=10%*4
S=0
for i in range(N):

S+=premier6() #True est assimilé a 1
print (S/N)

>>>0.2435



Exercice 11.
On tire au hasard un nombre entier strictement positif. On suppose que la probabilité d’obtenir n vaut 1/2". Pour
k e N*, on note Ay I'événement "7 est un multiple de k".

1. Vérifier que ceci définit une probabilité sur N*.
2. Calculer la probabilité de Ay pour k e N*.

3. Calculer la probabilité de Ay U As.
4

. Montrer que A, et A4 ne sont pas indépendants.

REPONSE:

1. Tous ces réels sont positifs et la série suivante converge

+oo
A= U1k}
i1

et 'union est disjointe

+00
me=P“Jmﬂ
i=1

+00
Y P({ki}) union disjointe
i=1

I
™

1 2(1) -
=— (ﬁ) chg indice
1

P(Ay) =

2k 1




3. Les deux événements ne sont pas incompatibles

P(Ap U Az) = P(Ap) + P(A3) — P(A2 N A3)

= P(A,) + P(A3) — P(Ag) les multiples de 2 et 3 sont les multiples de 6
1 1 1
= —+ —
4-1 8-1 26-1
29
63
29

P(AoU A3) = —
(A2 U A3) 63

4. Les multiples de 4 sont aussi des multiples de 2.
A4 c A2

donc
AN A=Ay

Donc
P(A4NnAy) = P(Ay)

comme P(Ayp) #1,
P(A4n Ap) # P(A4)P(Ap)

Ay et A4 ne sont pas indépendants.

Exercice 12.

Des joueurs A, Ay, ..., Ay, ... saffrontent de la maniére suivante : chaque manche oppose deux concurrents qui ont
chacun la probabilité % de gagner. La premiere manche oppose A; et A; et, a I’étape n, si elle a lieu, le gagnant de
I'épreuve précédente affronte le joueur A,4;. Le jeu s’arréte lorsque, pour la premiere fois, un joueur gagne deux
manches consécutives.

1. Onnote E, "I'étape n a bien lieu. Donner Pg, , (E,) pour n € N\ {0, 1}
2. Calculer P(Ey)
3. Onnote S, 'événement "le jeu s’arréte a I'issue de I'étape n". Que vaut P(S;)?
4. Enremarquant que S, = E, \ Ej+1,calculer P(Sy)
5. en déduire que la probabilité que le jeu ne s’arréte pas est nulle.
6. Quelle est la probabilité que le joueur A, gagne le jeu (c’est a dire deux manches successives) ?
7. .& Ecrire une fonction python qui simule cette expériences. La fonction renvoie le numéro du joueur
qui gagne.
REPONSE:



1. On commence par constater que P(E;) =1 et P(E») =1 car le deux premiéres ont forcément lieu. Soit n entier
naturel plus grand que 2, si on suppose que E,, est réalisé alors |'étape suivante a une chance sur deux de d'avoir
lieu, il faut en effet que se soit le nouveau joueur qui gagne

1
Pg, (Epy1) = 2

comme E,.1 cE,

P(En+1) = P(En+l nEn)
= P(En)Pg,(En+1)

—lP(E)
=5 .

2n_zP(Ez) suite géométrique

1
Pour n>2 P(E,) = oz

2. Si on note S, I'événement je jeu s'arréte a |'issue de |'étape n, on a
P(S1) =0
3. Pour n>3 le jeu s'arréte a |'étape n si cette étape a lieu mais pas la suivante
Sn=Ep\Epn1

et comme E, 1 < E,
P(S,) = P(Ep) \ P(Ep+1)

Pour 1> !
our n/2, p(Sn)—F

4. Si on pose S "le jeu s'arréte 3 un moment"
+00
S=U S»
n=1

+00
P(S) = Z P(S,) union disjointe

—

1
+ 3 + 3
g LMg 1
[\
S
L

—_

chg indice

S
I

N = N
S + o
Mg
S
&
= :l’_‘ x

série géométrique

X

Il
—
—
|
N |~



La probabilité que le jeu ne s'arréte jamais est 0

5. Ona P(A) =+ et P(4y) =+
' U=y 27y

Soit n >3, le joueur n commence éventuellement a jouer a I'étape n-1 si elle a lieu

P("A, gagne ") = P(E,-1)Pg, ,("A, gagne ")

Si I'étape n—1 a lieu, pour remporter le jeu le joueur n doit gagner deux manches indépendantes de suite

1
Pg, ,("An gagne ") = 1

Pour n>3, P("A, gagne ") = o1

6. def manche():
numéro_manche=1
if rd.random()<0.5:
joueur_gagnant=1
else:
joueur_gagnant=2
joueur_gagnant_précédent=0#
while joueur_gagnant!=joueur_gagnant_précédent:
numéro_manche+=1
joueur_gagnant_précédent=joueur_gagnant
if rd.random()<0.5:
joueur_gagnant=joueur_gagnant #ligne inutile
else:
joueur_gagnant=numéro_manche+1
return joueur_gagnant
# test par calculs de fréquences

L=[0]*10 #L[0] n'a pas de signification

N=10%*6

for i in range(N):

L[min(manche(),9)]+=1

print([ i /N for i in L])

>>>[0.0, 0.249139, 0.250824, 0.249998, 0.12534, 0.062708, 0.031126, 0.015461, 0.007775, 0.00762

Exercice 13.

On lance un dé a quatre faces (numérotées de 1 a 4) n fois de suite. On note p,, la probabilité que les quatre chiffres
(1,2,3,4) apparaissent au moins une fois lors des 7 lancers.

Pour tout nombre entier i € {1;...;4}, on pose :

A; = {le numéro i n’apparait pas durant les n tirages}

1. Calculer P(Al UA2 UA3 UA4)

10



1\"” 2\" 3\"
2. En dédui =1-4(-] +6(=]| —-4|-
n déduire que p,, (4) (4) (4)

3. Calculer 11111 pn. Interpréter ce résultat.
n—+oo

4. .& Ecrire une fonctions python qui simule le lancers des n dés et qui renvoie True siI’événement "les
quatre chiffres (1,2, 3,4) apparaissent au moins une fois lors des n lancers" est réalisé et False sinon.
Vous ne devez pas utiliser les calculs précédents, mais uniquement la description de I’événement.

5. En utilisant les fonctions précédentes, écrire un programme qui réalise N expériences et qui calcule
la fréquence de fois ot I'événement décrit a été réalisé.

Exercice 14 (Tirages dans une urne bicolore).

Une urne contient a billes noires et b billes blanches. On retire une bille puis on la remet et on recommence cette
opération une infinité de fois.

On note B;, pour i € N*, I’événement « Le lancer i ameéne une bille blanche ».

1. Obtention de la premieére bille Blanche
On note, pour n €N, A, «le premier tirage qui améne une bille blanche est 7 »

(a) Ecrire A,, en fonction des B;.
(b) Calculer la probabilité de A,

2. Obtention d’une bille blanche
On note B 1'événement « On obtient au moins une bille blanche »

(a) Ecrire B en fonction des A,,.
(b) En déduire, rigoureusement, que P(B) = 1.
(c) Comment appelle t'on un tel événement?

3. Obtention d’une bille blanche deuxiéme méthode

(@) Ecrire B en fonction des A,,.
On admet que si (Ej) nen €st une suite d’événement

lim P

n—+oo

=P

n
() E:
i=1

+00
() Ei
i=1

(b) En déduire que P(B) =1.

4. Obtention du premier B a un rang pair
On note C «on obtient une bille blanche pour la premiére fois a un rang pair », D « on obtient une bille blanche
pour la premiere fois a un rang multiple de 3 »et F « on obtient une bille blanche pour la premiére fois a un rang
multiple de 6 »

(a) Ecrire C,D et F al’aide des A,,.
(b) En déduire la probabilité de C, D et F

(c) Ces trois événements sont ils indépendants?

Exercice 15 ( Urnes de Polya).

Exemple type de tirage successifs dans des urnes modifiées a chaque étape

On dispose d'une urne contenant a billes rouges et b bille blanches. ¢ représente un entier naturel non nul.

On retire une bille de 'urne, on note sa couleur on la remet dans l'urne et on rajoute c billes de la couleur de celle qui

/////

1. Ecrire une fonction python dont les arguments sonta, b, c et qui renvoie le rang d’apparition de la premiere
boule blanche.

11



. Pour n € N*, on note r, la probabilité d’obtenir la premiere bille blanche au rang n. Calculer r, (utiliser le

théoréeme des probabilités composées, apres avoir introduit des événements de "base", et écrit de facon en-
sembliste 'événement dont on cherche la probabilité).

. On note, pour m € N*, C,, les m premiers tirages sont des billes rouges.

(a) Cet événement est il le méme que celui étudié dans la question précédente?
(b) Calculer P(Cy,)

(c) Calculer lim;,—. ;oo In(P(C;)) (on écrira In P(C,) sous forme d’'une somme et on utilisera les théoreme de
comparaison sur les séries).

(d) On admet que si (V) en est une suite d’événement telle que
VneN  V,c Vi

alors

En déduire la probabilité de C « On obtient que des billes noires »

4. Déduire de la question précédente, et sans calculs, que Y./ 7, = 1

Exercice 16 (Apparition du premier double Pile .& .& ).

On lance une infinité de fois une piece non truquée, et on cherche a connaitre le rang du premier double Pile.

Par exemple si Is suite de tirage est PEPFFPPPF--- le résultat est 6. Si la suite de tirage donne FFFPFFPPFFF--- le
résultat est 7.

On note A; I'événement le tirage i donne Pile et r, la probabilité que lors d'une suite de tirage le rang du premier
double Pile soit n

1.

Ecrire une fonction python double_pile() quisimule I'expérience précédent, elle doit renvoyer le rang d’ap-
parition du premier double pile.

2. calculer rq, 1o.

3. Calculer r3 (on envisagera les différentes possibilités sur les 2 premiers tirages).

4. En étudiant le premier tirage, montrer que, pour n € N*

1 1
F'n+2 = Ern+1+:lrn

. Peut on calculer la probabilité d’obtenir un double Pile au moins une fois lors de la suite de tirages? (On ne

cherchera pas a calculer I'expression de r,, mais on "sommera |’égalité précédente)

REPONSE:

def double_pile():
""'"renvote le rang d'apparition du premier double pile
p : paramétre de la piéce''’
nb_pile_succ=0
nb_lancer=0
while nb_pile_succ<2:
nb_lancer+=1
if rd.random()<0.5: # on obtient pile
nb_pile_succ+=1
else:
nb_pile_succ=0
return nb_lancer-1

12



2. Dans toute la suite on note F; et P; les événements "obtenir face au lancer i", "obtenir pile au lancer i" et on
notera par exemple F; P, a la place de Fin P,

1 = P(P1Pz) = P(P1)P(P») indépendance
1
= ZrZ = P(F1P2P3) = P(FI)P(PZ)P(Pg)indépendance
_ 1
-8
oL 1
157 273

3. Pour ne N*, oOn note R, " le premier double pile arrive au rang n". P1P,, FiP,, P1F,, F1F, forment un
systéme complet d'événements

P(R3) = P(P1P2)Pp, p,(R3) + P(F1P2) Pf, p,(R3) + P(P1F>) Pp, g, (R3) + P(F1 F2) P, i, (R3)

e Pp p,(R3) =0 car si les deux premiers lancers sont des piles le premier double pil est arrivé avant le rang 3

e Prp,(R3) =0 car si FiP, est réalisé quelque soit le résultat suivant le range d'apparition du premier double
pile ne peut pas étre trois

® Pp r,(R3) = Pk, (R3) = — car si l'un des conditionnement est réalisé, pour que le premier PP arrive au rang

3; il faut que les lancers 3 et 4 soient des piles

1 1 1 1
r3=—X—+—x~—
4747471

1

r3=—

378

Soit neN* et n#1
P(Ryy2) = P(P1)Pp, (Ry12) + P(F1)Pr, (Rp12)

1 . . . . . .
4. e Pp(Ruys2) = 5T car s le premier lancer est un pile, pour que le premier PP arrive au rang n+2, il faut
obtenir un face puis une séquence de lancers qui donne un double pile au bout de n lancers

® Pr (Rp+1) = I'ns1 car si le premier lancer est un face, pour que le premier PP arrive au rang n+2, il faut
obtenir une séquence de lancers qui donne un double pile au bout de n+1 lancers

1 1
'ny2 = Ern+1+zrn

On vérifie que cette formule est varie au rang 1

* _1 1
VneN", rpi2=35Tps1+ 370

5. on veut connaitre la probabilité de R = Upen+ Ry, cette union étant un disjointe (le premier PP ne peut pas

arriver 3 deux rangs simultanément)

+00
P(R)=) ry
n=1
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Cette série étant forcément convergent on note
+00
r=y 1y
n=1
En sommant I'égalité obtenue dans la question précédente
+o0o 1 +o00o 1 +00o
Z rn+2:_z Tn+l t — Z I'n
n=1 2 n=1 4 n=1
donc avec des changements d'indices
+00 1 +o0o 1 +00
Yorpn==) rat+=)
n=3 2 n=2 4 n=1

donc
1( )+1
r—ri—ro=—=((r—-r)+-r
1= =3 7

et donc
1 1 N
—r==ri+r
2 Tt

ce qui donne r =1

On obtient un double pile presque siirement

Exercice 17 (Loi de Hardy-Weinberg).

Un gene présent dans une population est formé de 2 alléles A et a. Un individu peut donc avoir I'un des trois géno-
types suivants : AA, Aa, aa. Un enfant lors de la conception hérite d'un allele de chacun de ses parents, chacun d’eux
étant choisi au hasard. Ainsi si le pere est du type AA et la mere de type Aa, les enfants peuvent étre du type AA ou Aa.
On considere une population (génération 0) et on note py, qo et ro les proportions respectives de chacun des phéno-
types AA, Aa et aa. On admet que les couples se forment au hasard indépendamment des génotypes considérés.

1. Donner, en fonction de py, gy et 1y la probabilité p; qu'un enfant de la génération 1 ait un génotype AA.
2. Donner de méme ry, puis q;.
3. Démontrer que p;, q; et r; s'expriment uniquement en fonction de @ = py — rp. Que peut-on dire de p; — ;.
4. Donner les probabilités p, - et r» qu'un enfant de la génération 2 ait pour génotype respectivement AA, Aa et
aa. Que peut-on conclure?
Chaines de Markov

Exercice 18.

Une information est transmise a I'intérieur d'une population. Avec une probabilité p, I'information recue d'une per-
sonne est transmise telle quelle a la personne suivante. Avec une probabilité 1 — p, I'information recue d'une per-
sonne est transmise de facon contraire a la personne suivante. On note p,, la probabilité que 'information apres n
transmissions soit correcte.

1.
2.
3.

Donner une relation de récurrence entre py+; et py.
En déduire la valeur de p, en fonction de p et de n.

En déduire la valeur de lim, p,. Qu'en pensez-vous?
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Exercice 19 (déplacement sur un segment .& k ).

Une particule se trouve a I'instant 0 au point d’abscisse a (a entier), sur un segment gradué de 0 a N (on suppose
donc 0 < a < N). A chaque instant, elle fait un bond de +1 avec la probabilité p (0 < p < 1/2), ou un bond de —1 avec
la probabilité g = 1 — p. Autrement dit, si x, est 'abscisse de la particule a I'instant n, on a:

Xnp+1 avec probabilité p
Xn+1 =
Xn—1 avec probabilité 1 - p.
Le processus se termine lorsque la particule atteint une des extrémités du segment (i.e. s'il existe x, avec x,; = 0 ou
X, = N).
1. Ecrire une fonction python qui simule cette marche aléatoire. En particulier, cette fonction prendra en entrée
I'abscisse a de départ, lalongueur N du segment, et le parametre p et retourner 0 ou en N en fonction du point
d’arrét, et le nombre de pas nécessaires pour que le processus s’arréte.

2. On note u, la probabilité pour que la particule partant de a, le processus s’arréte en 0.
(@) Quevaut upg? un?
(b) Montrer que si0 < a < N, alors u, = pug+1 + Gug—1. On pourra utiliser le SCE G1, D; ou D : " le premier
déplacement se fait a droite ".
(c) En déduire I'expression exacte de u,,.
3. Onnote v, la probabilité pour que la particule partant de a, le processus s’arréte en N. Reprendre les questions
précédentes avec v, au lieu de u,.

4. Calculer u, + v4. Qu'en déduisez-vous?

REPONSE:

1. import randoom as rd
def deplacement(a,p,N):
xX=a
while x!=0 and x!=N:
if rd.random()<p:
x+=1
else:
x-=1
return x

2. (a) Si le mobile est déja en position 0, le processus s'arrete en 0, de méme si le mobile est en N, alors le
processus s'arrete et le mobile ne pourra jamais étre en 0

up=1 un=0

(b) On note A I'événement " le processus s'arréte en 0 en partant de a"
P(A) = P(G1)Pg, (A) + P(D1)Pp, (A)

Or si on suppose que Gy s'est réalisé, alors le mobile se trouve en a—1 la probabilité mobile s'arrete en 0
en partant de ce point de départ est u, 1

Pg, (A) = ug—1

De méme
Pp,(A) = g1

P(A)=qug-1+pug+1
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’ Pour a€ 1, N=1]; ug=qug—1+ pugs

(c) On reconnait une suite récurrente d'ordre 2; I'indice est a, et pour le début on considére qu’elle est définie
sur N

1
VneN %le_umd_ﬁun

L'équation caractéristique X?> — —X + q_ 0 a pour discriminant

_1-4pg _1-4p-p) _(1-2p)

A
p? p? p?

Les solutions sont donc

Il existe deux réels a et B tels que
Vne[0, N] up = aAy + Ay
On a ug=1 et uy =0 ce qui donne le systéme suivant

a+ =1 a+ =1
p LJath

AWa+p =0 Wa+(1-a) =0

a+p =1
< 4 1
1-AN
a+p =1
©<a _ qN
gN —pN
PR
N_ N
o q qu
a =
gN—pN
N N a
. q p q
Pour tout a dans [0, N|, u, = qN—pN+ gN —pN pa

3. Les termes vérifient cette fois
vo=0 vy =1 Vae[l,N=1]vs=quas1+ pra—

Aprés résolution on trouve

Pour tout a dans [0, N], v, = +
p f—
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4. Pour a dans [0, N]|

N N a N N a

Uag+ Va= Nq N Np Nq_a+ Np Nt Np Nq_a

q’—-p q —-p°p p—-q pT—-q°p
N _ N a
St
p°—-q p

Pour a dans [0, N ug+ v,=1, le processus s'arréte presque slirement.

Autres

Exercice 20.
On dispose d'un jeu de 32 cartes. On tire au hasard successivement et sans remise 5 cartes.

1. Quel Q choisir?

2. Calculer les probabilités d’obtenir
(@) Une suite (5 cartes dont les valeurs se suivent.
(b) Un carré (4 cartes de méme valeur)

(c) un Full (trois cartes de méme valeurs et deux autres de méme valeur)

Exercice 21.
Une urne contient 9 boules numérotées de 1 a 9. On tire 2 boules. Déterminer la proba- bilité d’obtenir 2 boules

portant des numéros de méme parité dans les cas suivants :
1. On tire les deux boules simultanément.
2. On tire une boule, on ne la remet pas, on tire la deuxieme boule.

3. On tire une boule, on la remet avant de tirer la deuxiéme boule.

Exercice 22.
On lance un dé quatre fois de suite. Quelle est la probabilité d’obtenir 4 numéros différents?

Exercice 23 ( Le probleme du chevalier de Méré.).
On jette un dé n fois de suite.

1. Calculer la probabilité p,, d'obtenir 6 au moins une fois. Numériquement, calculer p;, .

1
2. Trouver n tel que (p)" > 5
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