CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N© 1

Exercice 1

Partie A : Etude d’une fonction d’une variable

1. On sait que lim In(z) = —o0 et, comme a > 0, lim 2%* = 0. Par somme, | lim ¢(z) = —oo0.
z—0 z—0 z—0
2a ln(:c)
De plus, pour tout x > 0, ¢(x) =z 5 —a.
x
In(x
D’aprés la régle des croissances comparées, lim % —a=—a. Et, comme a >0, lim z* = +o0.
z——4oo <@ T—+00

D li = —o0.

onc lim o(x) 00

2. La fonction ¢ est dérivable sur R™* par somme de fonction usuelles dérivables. Pour tout z > 0 :

1—-2 2,..2a
go’(z):fo 2x2a71: ;‘T .
¢'(x) est donc du signe de 1 — 2a%2** (car z > 0). Or
1
1—2a%2% >0 < 2% < — car 2a% > 0
2a2
1/2a
Sr< <22> fonction ¢ — /2% strictement croissante sur RT*.
a
Donc nous avons le tableau suivant :
iy 0 To 400
¢'(x) + 0 -
¢(wo)
—00 —00
1 1 In(2a?) + 1
avec p(xg) = % In(2a?) — 5 = _%.

1
3. Sia< \/2—, alors 1+ 1n(2a?) < 0 donc p(zg) > 0.
e

La fonction ¢ est continue et strictement croissante sur ]0; o] donc, d’apreés le théoréme de bijection monotone, ¢ réalise
une bijection de ]0; x] sur | — oo; p(zo)]-

Or 0 €] — o0; p(z0)] (car ¢(zg) > 0) donc 0 admet un unique antécédent par ¢ dans ]0;zo] ce qui signifie que 1’équation
() = 0 admet une unique solution sur ]0; zp] que nous noterons z;.

De méme on montre que 'équation ¢(z) = 0 admet une unique solution sur |xg; +o0o[ que 'on note zs.

Or () # 0 donc 21 # xg.

‘En conclusion, ’équation ¢(z) = 0 admet bien uniquement 2 solutions qui vérifient z; < zg < 2a. ‘

1
Sia>/ 20 @(x0) < 0 donc Vz > 0, p(z) <0 et donc ‘ léquation ¢(x) = 0 n’admet pas de solutions. ‘
e

/1
Sia= 2% ©(x0) = 0 et pour = # xg, ¢(x) < 0 donc ‘ I’équation ¢(z) = 0 admet une unique solution, le réel xo.
e

Partie B : Une fonction de deux variables

4. La fonction t — In(t) est de classe €2 sur R™ donc, par produit, la fonction (z,y) — In(x)In(y) est de classe €2 sur U.
La fonction (z,y) — (zy)® est de classe €2 sur U.

Donc, par somme, ‘la fonction f est de classe €2 sur U.
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5. Pour tout (z,y) € U :

oz B 4 oy

6. Par définition de la notion de point critique on a :

g(xvy) =0

W —0 =1 bl
a—y(a:,y):() T—axy =0
In(y)

{ ln(y) axa—lya =0

a—1 a __
o[
In(z) —In(y) =0 Lo« yLs —xLy (car y #0)

(z,y) est un point critique de f <

=]

In(z) az2e—1 — 0

=

8

T=y
p(x)=0 carz#0
r=y.

54

7. (a) f est une fonction de classe € sur le pavé ouvert U donc, d’aprés notre cours, on sait que les seuls points ot f est
susceptible d’admettre un extremum sont les points critiques.

/1
D’aprés la question précédente et la question 3., dans le cas ot a < 20’ f admet exactement deux points critiques :
e

(z1,21) et (22, 22).
En conclusion ‘ les seuls points ou f est susceptible d’admettre un extremum sont (z1,21) et (22, 22). ‘

/1
(b) Sia> % f n’admet pas de point critique donc n’admet pas d’extremum.
e

/1
Sia= 20’ f admet un unique point critique (xg, o), c’est le seul point ot f est susceptible d’admettre un extremum.
e

Partie C : Extremum locaux de f

8. f étant de classe €2 sur le pavé ouvert U, d’aprés le théoréme de Schwarz, les dérivées "croisées" sont égales. Pour tout

(r,y) e U :
82f _ hl(y) a—2, a aZf _ ln(m) a, a—2
@(x,y)—— s —ala— 1zt a?(w,y)—— 7 —a(a—1)a"y" = |,
>’f _*f L s e

9. D’aprés la définition de 21 on a ¢(z1) = 0 donc In(z1) = az?*. Ainsi, d’aprés la question précédente :

o f az3e 9 az?® + ala — 1)23°
—=(z1,21) = — —ala—1)z22 =11 L — _gz2072,
8332( 1,21) 2 ( )21 22 1
. . . 0?
Par symeétrie des roles de x et y, on a immédiatement ﬁ(zl, 21) = —az2""2.
Y
2f 1
Et enfin, —=(21,21) = — — a?22¢72
8x8y( 121) 22 !

On obtient donc :

0% f 0% f 02 f ? a2 (1 a2
m%““%w“““‘<m@““”>:‘“ﬁ2)_<ﬁ_fﬁ ﬁ

z

2023 -1 1 ¢'(21)
P
1 1 1
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|0 S 0 f )
On a donc bien x(zl,zl)y(zhzl)—(azay(zhzl)> =— s

10. f étant une fonction de classe € sur un pavé ouvert, on peut utiliser le résultat admis.
On sait que 21 €]0; o[ et que ¢ est strictement croissante sur |0; .

82f 82f 2 2
Donc ¢'(z1) > 0 et 2 > 0, ainsi @(21,21)@(31,21) - (%&/(Zl’zl>> < 0.

Donc ’ f n’admet pas d’extremum local en (z1, z1). ‘

11. z1 et zo vérifient la méme relation ¢(z;) = 0. On a donc

82f 32f an 2 B SD/(ZZ)
w(z%zﬂaiy?(z%zz)* <axay(22,22)) = — Zg .

Par le méme raisonnement que dans la question précédente, on peut justifier que ¢’ (22) < 0 (i est strictement décroissante
/
z
sur Jxg; +ocf) et z5 > 0. Donc —A?)Q) >0
]
Donc, d’aprés le résultat admis, f admet un extremum local en (22, 23).

0? X
De plus, —f(zQ, 29) = —az3""? <0, car a > 0 et 29 > 0, donc ‘ f admet en (22, z2) un maximum local.

0x?

Exercice 2

I. Etude de la fonction f

1. f est une fonction dérivable sur R et pour tout réel x on a f/(x) = 1+ 2e”. Comme e” > 0 on a pour tout réel z, f'(z) >0

et donc ‘ f est une fonction strictement croissante sur R. ‘

— En+4oo, lim z+1=+ocoet lim 2e” =400 donc| lim f(z) = oo
r——+00 —+oo

T T——+00
— En —o0, lim z+1=-occet lim 2* =0donc| lim f(z)=—cc.
T—r—00 T——00 T——00

2. On remarque que f(z) — (z + 1) = 2¢” donc EIEI (f(x) — (z+ 1)) = 0 c’est-a-dire que :

x

‘la droite d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe représentative de f en —oo. ‘

De plus pour tout réel z, f(z)—(z+1) = 2e* > 0 donc‘ la courbe représentative de f est située au dessus de son asymptote.

3. (a) f est une fonction continue sur R (somme d’une fonction affine et d’une fonction exponentielle) et strictement
croissante sur R. D’aprés le théoréme de bijection monotone, f réalise une bijection de R sur f(R). D’aprés les calculs
de limite f(R) =R.

f réalise donc une bijection de R dans R. Comme 0 € R, il admet un unique antécédent « par f, c’est-a-dire que

‘l’équation f(z) = 0 admet une unique solution a.

1 1
(b) ona f(—1)=2e"!>0et f(—2) = —1 +2e~2 Or on sait que 2 < e < 3 donc g <e?< 1 et donc f(—2) < 0.

On a donc f(—2) < f(a) < f(—1) et comme f~! est croissante, —2 < a < —1, c’est-a-dire que | a € [~2; —1].

I1. Recherche d’extremum local de g

4. Les fonctions (z,y) — e et (z,y) — z+12 sont de classe €2 sur R? donc, par somme et produit, ‘ g est de classe €2 sur R?. ‘

5. Calculons les dérivées partielles premiéres de g. Pour tout (z,y) € R? :

0

6—i(x,y) =(z+yP+e®+1+e%)e” = (1+x+y>+2%)e®
0
afz(w,y) = 2ye”
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On a donc :

%9 (e.y) = 0 :
gm ' - (1—|;a:+y +2e%)e” =0 o flz)=0 (¢% £0) & T =«
j(xy)zo 2ye® =0 y=0 y=20
oy’
Donc ’ g posséde un seul point critique, le point («, 0). ‘
p 2 ) s N PR 829 829 N
6. (a) g étant de classe ¥ sur un pavé ouvert, d’aprés le théorémes de Schwarz, on a = . Aprés calcul on
dxdy 0yox
obtient :
d%g 2 9%g 9%g 9%g
-2 =(2 3e”)e® = = 2ye” — = 2¢”.
52 (&Y = 24z +y" +3e)e amay(%y) 3yax(fc7y) ye 8yz(ﬂc,y) e
(b) On sait que %(Q,O) =0et g—z(a,O) =0.

D’aprés la question précédente :

0%g P 9%g o
@(a70)—(2+a+3e Je aza’y(a,O)—O 6—y2(a70)—26 .

En remplacant dans le résultat admis, on obtient bien que, pour (z,y) proche de («,0) :

(24 o+ 3e*)e”

5 (z—a)? + ey + ((z — @)* + y°)e(a, ).

g(z,y) = g(a,0) +

(2+ a+ 3e“)e”
2
Comme ¢(z,y) tend vers 0 lorsque (z,y) tend vers («,0), on peut affirmer que, pour (z,y) suffisamment proche de

(e, 0) :

(¢) Pour tout (z,y) € R?, (x —a)* +ey? >0 (car 2+ a > 0).

(2+ a+ 3e¥)e”

5 (x —a)? +e*y* + ((z — a)? + y?)e(z,y) > 0.

Donc, pour (z, y) suffisamment proche de (¢, 0), g(z,y) = g(a,0), ce qui signifie que‘ ¢ admet un minimum local en («, 0). ‘

La valeur de ce minimum est ’ﬁ =g(,0) = e%(a + e%). ‘

a—+1

7. On sait que e® = — . Donc :

8=

a+1 a+1 - onrlozflilfaz
2 \“T T2 )T T2 T2 T,

On a donc bien |48 +a? —1 = 0.

ITI. Etude d’une suite réelle
8. On remarque ici qu’il n’y a pas de probléme pour savoir si la suite (u,,) est bien définie car f/(x) > 0 donc il n’y a jamais
de probléme dans le calcul de w4 1.

9. (a) La fonction f étant de classe € sur R, on peut affirmer qu’il en est de méme pour la fonction h. Pour tout x € R,
on a

W(z) = f'(z) + (=1) x f'(z) + (t — 2)f"(x) = (t — 2) f"(x) = 2(t — x)e”.
h'(z) est donc du signe de t — .

Ainsi ’ h est croissante sur | — oo;t] et décroissante sur [¢; +oo]. ‘

(b) D’aprés la question précédente, la fonction h admet un maximum global en ¢. On a donc, pour tous x et ¢ réels :

h(z) < h(t) < | (@) + (t— ) f (2) < f(t).]
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10. — Utilisons la question précédente avec © = u,, et t = « :

flun) + (@ —up) f'(un) <0 car f(a) =0
f(un) ! _ Un
<:>f/(un)+ozfun<0 car f'(up) =1+ 2" >0

Sa—Upr1 <0

— On vient de prouver que o < Upy1-
f(un)
f'(un)
Il nous reste & déterminer le signe de f(u,). Dans la premiére partie de cette question on a montré que, pour tout
n € N, up,11 > « donc on peut affirmer que pour tout n € N*, w, > «. D’aprés la question 3.b), on a aussi
ug = —1 = «a. Donc, pour tout n € N, u,, > a.

La fonction f étant croissante sur R, on en déduit que f(u,) > f(a) =0.

De plus up1 — up = — . On a déja vu que f'(u,) =1+ 2e" > 0.

On en déduit donc que pour tout entier n, up41 < Up.
Enfin, la suite (u,) étant décroissante, elle est donc majorée par son premier terme, c’est-a-dire que u, < ug = —1.

On a donc bien, pour tout n € N, ‘ o< Upt1 LUy < —1 ‘

11. (a) Utilisons I'inégalité admise avec x = u,, car on sait que u,, € [o;—1] C [-2; —1]. On a donc

0 (s — ) () — ) < 2L
<0< upy — J{ /((:Z)) (Z;/(q;jf car f'(up) >0
S0 < Upyy —a < (un ga)z car f'(u,) =14 2e" > 1
(b) On pose, pour tout n € N, Z(n) : 0 < up, — @ < eQﬂ%.
Initialisation Pour n =0, on a 820% =letcommeug=—-1let 2<a<<—1lonabien0<uy—a<l.

Z(0) est bien vraie.
Heérédité Soit n € N fixé. Supposons que Z(n) est vraie. D’aprés la question précédente on a donc :

1 1
0§U7;+1*a§gxm
<:>0<Un+1—04<1><%
e e -
e

Ainsi Z(n + 1) est alors vraie.

Gréace au principe de récurrence on a bien montré que | pour tout entier n, 0 < u,, — a <

o2 1

12. Principe général : les termes de la suite (u,) sont bons candidats pour étre une valeur approchée de a car cette suite
converge vers a. On utilise I'inégalité de la question précédente pour s’assurer que 1’écart entre le u,, que nous allons
choisir et « sera inférieur & 1077.

1
En effet, SI on1 < 10—p ALORS |Un — Oé| < IO_p
e

Deux méthodes ici :

— soit on détermine « & la main » un entier ng tel que 7 < 107" puis on écrit une fonction qui renvoie la valeur

62710 —

de up,,

<1077,

— soit on écrit une fonction Python qui renvoie la valeur du premier u, pour lequel —-—
T
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Voici ici la deuxiéme méthode :
import numpy as np

def f(x):
return x+1+2*np.exp(x)

def fprime(x):
return 1+2#*np.exp(x)

def approx(p):
u=-1
n=0
while 1/np.exp(2**n-1)>10%*(-p):
u=u-f (u) /fprime (u)
n+=1
return u

Exercice 2 bis

Partie I. Fonction de production CES (Constant Elasticity of Substitution).
1. (a) Soit (z,y) € 2, on a

(L1 N g\
\2 z 2y o\ 2zy

2zy
z+y

Pour (z,y) € 2, f(x,y) =

Comme pour (z,y) € 2, x+y > 0 la fonction f est de classe € sur comme quotient de fonctions de classe € dont
le dénominateur est non nul. ‘ fest de classe €2 sur 2. ‘
Soit (x,y) € 2

of Coylety) —ayx1 27
af orlety) —wyx1l 27
Fy(x’y) =2 (z +y)2 T (z+y)?
of 27 of _ 2
Pour (z,y) € 2, I (z,y) = m et a—y(x,y) - m

(b) La fonction w est de classe €2 sur R’} comme quotient défini de fonctions de classe €? donc w' est de classe €. U
est de classe €' comme somme et produit de fonction de classe €.

Soit t € RY..

U(t) = wit) — tu'(t) = L 2L+ —2¢

T 1+t (1+1)2
:2t_t2:2t(1_1>
1+t (1462 1+t 1+t
2t t t2

: =2 .
1+t 1+t (1+1)2
La limite en 0 n’est pas une forme indéterminée. Pour calculer la limite en 400, on écrit pour ¢ € R, :

2
=2 donc lim U(t) =2

~
t—+oo 12 t——+oo

U(t)
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En dérivant, pour ¢t € R :

2t(1+1)2 —t2 x 2(1 + 1)

U'(t) =2 EDL
L2141 (1 +1) — 1) gt
B (1+t)4 1+t
Cette quantité est strictement positive sur R .
x 0 400
U'(z) +
2
U /
0
(¢c) Soit (z,y) € 9
2z 2z
f(x’y):m—i—yy: x+1 car y # 0
)
2zy
= 11w
[Pour (x,y) € 7, f(z,y) = yu(2). |
(d) Soit (z,y) € 2
g(x )= 2 2 car y #0
R <m+y 2
)
= —fz)Q = w'(z) calcul de w" dans la question précédente,
t2
et U(t) = (1+ nE donc
2
o %
of 222 <y) 222
EMCE)) 5 = 5 =U(2)
y (z+y) <x+1) (1+2)
Y

Pour tout (z,y) € 2, g—i(x,y) =w'(z) et a—(x,y) =U(2).

2. (a) Soit(z,y) € Z et un réel A > 0,

fOx, Ay) = (c(\z (1-c¢) ()\y)a)% définition de CES

1
= [)\9 (cace +(1—-c)y?)]? factorisation

Pour tout (z,y) € Z et pour tout réel A > 0, on a: f(Az, \y) = Af(z,y). ‘
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(b) On étudie des fonctions puissances sur R, par somme et composée, la fonction f est de classe €? sur 9.
Soit (x,y) € ¥

1
%(a@y) = % (c@xefl) [cmg +(1- c)ye] 0
1-90

=cz? e + (1 —c)yf] ¢

et
1
Lo =5 (-0 ) [ + 1= 0)0
1-6
=(1- c)ye_1 [cwg +(1- c)ye] o
; [ [
Pour (o) € 2, 5 () = o ea + (L= 0’] 0 et G () = (1= e [ea 4 (1= ] 0

(c) Fixons y réel strictement positifs. On sait d’aprés I’énoncé que c et 1 — ¢ sont positifs, donc pour tout réel x positifs,
. : e O "
par produit somme et puissances de nombre positifs, a—f(x, y) est positif.
x

On pose pour x € R’

1-46
0 _
n(x) = a—i(m,y) =cg? ! [caze + (1 - c)ye] 0
Apreés calcul on obtient
* K IT 0 *
Vo € R, nx)=clc+— avec K = (1 —c)y” € R}
x

On rappelle (vous devez savoir le démontrer) que la composée de deux fonctions de monotonies opposées est une
fonction décroissante et que sur R’} la monotonie de z +— x* dépend du signe de a.

. . 1-0 K .
— Si # > 0 alors comme par définition 6 < 1, o > 0 et doncx — ¢+ —; est décroissante sur R a valeurs
T
o 7
strictement positives et u — u~ ¢  est croissante sur R’,. Par composition x [c + 9] est décroissante
x

sur R de méme pour 7.

-0 K (1-0)

— Si 0 <0 alors, 5 < 0 et donc z — c+ —; est croissante sur R’ a valeurs strictement positives et u +— u" @
x

[Z]
est décroissante sur R.. Par composition z — {c + 9} est décroissante sur R, de méme pour 7).
x

0 . e
Pour tout y € R, 2 +— —f(x, y) est décroissante & valeurs positives sur RY.

Ox

Les roles de z et y étant trés semblables dans les dérivées partielles par rapport & = et y, on montre de méme que

0 . o
Pour tout = € Ri, Y —f(x, y) est décroissante & valeurs positives sur Ri.

ox

3. (a) D’apreés la question précédente on peut calculer cette quantité .

Soit (z,y) € 2

of 1-6
L P P

G(z,y) = gfc( | ——— [c:c + -y ] - question 2b
oy T oyt eat + (1- ) 0

-1 -1
= cr = ¢ f = (Z)
(1—c)y?~t 1-c <y> 9
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‘Pour (z,y) € 9, G(z,y) = g(z)‘

(b) g est dérivable sur son ensemble de définition. Soit un réel ¢ > 0,

c

t71+9
o g(t) _ 1—c
s(t) = — = — c
')t x (1 —f)——t- 1401
1—c
c
t71+9
_ 1—c _ 1
= - = .
—1 0 t—1+9 1—-6
(=1+0)7—

1
Donc | pour t € RY, s(t) = 19’ I’élasticité de substitution est constante.

-0

4. Soit (z,y) € Z,0n a:
T

=yf (x, 1) question 2a avec A =y
Y

= yw(z).

‘pour tout (z,y) € Z,ona: f(z,y) = yw(z)‘

Partie II. Caractérisation des fonctions de production a élasticité de substitution constante.

5. (a) D’apres le théoréme sur la composée de fonction (cf cours) la fonction t — W(t,1) est 2 sur R’ pour t € R,

=15 O ov
v(t) =1x 8x(t,1)+0>< ay(t,l)
oV

- %(L 1)

D’aprés ’énoncé cette quantité est strictement positive.

La fonction v est de classe €2, strictement croissante R%.

87\11
ox

Donc | v’ est strictement décroissante sur R’_’;_.

ov
(b) On a vu que v'(t) = (t,1). Or d’aprés I'énoncé, pour tout y > 0 fixé, z — 8—(:5, y) est strictement décroissante.
x

Comme en plus on vient de démontrer quev est deux fois dérivable, on en déduit |v” est négative sur RY.

(c) Comme v’ est une fonction décroissante a valeur positives sur R*., par produit ¢ — tv’(t) est une fonction décroissante
a valeur positives sur R et donc ¢t — —tv(t) est est une fonction croissante a valeur positives sur R} . Comme de
plus ¢ — v(t) est une fonction croissante sur R par somme

¢ est une fonction croissante sur R’ .

Comme lim ¢(z) = pu, Vo € R} o(x) = .

z—0t

Comme de plus i > 0, ‘ @ est a valeurs strictement positives. ‘

De plus on vu dans 5a que v est a valeurs positives donc Vt € R o(t) < v(t).

Donc comme v est croissante V¢ € [0, 1] v(t) <wv(l)=9(1,1) =1.

On a donc démontré que Vt € [0, 1],¢(t) < 1, en passant a la limite avec t — 0,
(d) On a déja fait le méme raisonnement, il faut utiliser la propriété (homogénéité)

"pour tout réel A > 0, la relation : ¥(Az, Ay) = AU(z,y). "
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6. (a) La fonction h est bien définie car ¢ est strictement positive.

Soit (z,y) € Z
V(z,y) =yv (;U)

En dérivant par rapport a la variable x

En dérivant par rapport a la deuxiéme variable

ov T T T
—(z,y)=lv[=) —yx = () =
ay( v) <y> RN

ov

Pour tout (z,y) € 2, on a: B

dy

%(‘T,y) _

(z,y)

= h(z).

(b) On sait que v’ est & valeurs strictement positives (5a) et ¢ est a valeurs strictement positives (5b) donc

h est a valeurs strictement positives.

De plus comme v’ est décroissante & valeurs positives et ¢ est croissante & valeurs positives, alors par quotient h est

décroissante et donc h' est a valeurs négatives.

‘U est a valeurs strictement positives.

7. Les fonctions o et h sont celles qui ont été définies dans la question 6. On suppose que la fonction o est constante sur RY ;

on note oy cette constante et on suppose g # 1. On pose : r =1 — —.
90

(a) On a supposé que o était constante

vt € R% h(t) = —th'(t)oo =

Comme h est dérivable sur R’, ¢ ’est aussi par produit.
Soit t > 0

0t) = (1 — )t "h(t) + ' "th/(t)

=—(1-r)t" h'(t) +t "R (1)

1—1r
=0

1

1—r

h'(t)

calcul précédent

Donc comme R* est un intervalle £ est une fonction constante égale par exemple a £(1) = h(1)1'~" = h(1)

Pour tout t € R%, h(t) = h(1)t" "

Remarque On pouvait démontrer que h vérifie I'équation différentielle h'(t) = —

équation.

1—1r

h(t) et résoudre cette
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r1 V() = R (1)
=r () (1 + h(b))?
r1 V() = h(t)p(t)
(14 h(t)t)?
L v'(t) — o' (¢)
(14 h(t)t)?

résultat précédent

définition en 6a

La fonction m est donc constante sur I'intervalle RY et donc pour tout ¢t € R’

B o) w(1L,1) L
m(t) =m(l) = a0~ T+ h() définition de v en 5a

=1 () hypothéses sur ¥ en début de partie 1T

) 1
1+h()tr 1+ h(1)

Donc par définition de m,

. 1+ h(1)t" . .
P ) = ——+—, et 1 tité t positives :
uis, (v(t)) ) et comme les quantités sont positives
1+ A1)\ 7
Pour tout réel strictement positif ¢, v(t) = ({:%) .
1
Remarque En partant de 5c et 6a on pouvait aussi montrer que v vérifie ’équation différentielle v’ (t) = mv(t)

puis résoudre cette équation.
(c) Soit (z,y) € 2.

U(z,y) = yv (;) Se

14 h(1) x)
=y —h(lg)J question précédente

11 suffit donc de poser : |a =
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(d) On a prouvé dans cette partie que toutes les fonctions vérifiant les hypothéses indiquées en début de partie II sont
nécessairement de la forme (z,7y) — (cz? + (1 — c)y‘g)%.
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