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COMPLEXES ET POLYNOMES

Complexes et trigonométrie

Exercice 1.
Calculer la partie réelle, la partie imaginaire et le module des nombres sui-
vants :

1+iV3 q 171
L. A1 i+l
1+2i o3
" 314 4, (1+1)
Exercice 2.

Mettre sous forme trigonométrique ou exponentielle :

1. 1+et? 3. el +ei?
2. 1—¢l? 4. el —¢l?
Exercice 3.

Pour z = a+1ib un nombre complexe, on pose :
exp(z) = exp(a) exp(ib)

1. calculer |exp(z)| et arg(exp(z))

2. Montrer que cette définition respecte les propriétés « classiques »de
I'exponentielle.

3. RésoudredansC, e* =i

Exercice 4.
Exprimer en fonction de sin(x) et cos(x)

1. cos(3x) 3. cos(bx)
2. sin(3x) 4. sin(6x)

Exercice 5.
Linéariser les expressions suivantes :

1. cos(x)sin(x) 3. sin*(x)

2. cos(x) sin®(x) 4. cos*(x)
Puis calculer I'intégrale entre 0 et #/2 de |’expression

Exercice 6.
Soit xe R et n € N*; on pose :

S1= Z cos(kx) = cos(x) + cos(2x) +---+cos((n—1)x) + cos(nx)
k=1

n
Sy = Z sin(kx) = sin(x) + sin(2x) + - -+ + sin((n — 1) x) + sin(nx)
k=1
1. Calculer S; +iS,. En déduire S; et S,.

2. Si x # 0[2n] retrouver le résultat précédent en calculant sin(x/2)S; et
sin(x/2)S,.

Exercice 7.
2ikn
Soit n € N*, on pose pour k€ {0,1,...,n—1} zr=e » .Pour peNonpose:

n—1
P PP P _ P
Sp—zo+z1+ +zn_2+zn_1—ksz.
=0

Calculer Sp,.

Exercice 8 (& ).



Soit xeR, yeR, et n € N. Calculer
n

Si=Y (n) cos (kx) S2 ) cos(kx+y)
i=o\k k=0

Exercice 9.
. (T T
Le but de cet exercice est de calculer s = sin (E) et c =cos (E)

27 3
1. Calculer sin (?) et sin (?) en fonctionde cet s

2. Montrer que c est solution de I'équation 4x?> —2x—1=0.

3. En déduire une valeur de c et de s.

Exercice 10 (Equation trigonométrique).
Résoudre dans R

L. cos(x) =1/2 5. sin(x+1) = —é
2. sin(x) =1 2
6. cos(x)+sin(x)=0
3. tan(x) = \/lg 7. cos(x) +v/3sin(x) =1
4. cos(2x) = > 8. v/3cos(x) —v3sin(x) = v3

Exercice 11 (Equations trigonométriques .& ).
Résoudre dans R les équations suivantes :

1. tan(x) +tan (2x) = tan (3x)

2. sin(x) +sin(2x) +sin(3x) =0

Exercice 12 (Exemple de racines niemes).

En écrivant les membre de gauche et de droite sous forme exponentielle,
résoudre les équations suivantes, représenter les solutions dans le plan com-
plexe

zt=1 3. 2%=1
2. z2°=i 4. z"=1
Exercice 13 (& ).

Soit n € N* on note

wo = ek Un:{wlg/ke[[o,n—l]]}

1. Montrer que si z € U, alors ZkeU, etzel,
2. Calculer [] zet ) |z—1]

zel, zelU,

Polynomes

Définitions

Exercice 14.
Calculer le degré et le coefficient dominant de :

1. X3-3iX+X(X-2+10)?
2. (X=2)"—(X+1)"

3. [Tx*-25
k=0

Exercice 15.
Résoudre dans K[X]
P(X%) = X°pP

On commencera par trouver une condition nécessaire sur le degré d'une
solution.

Exercice 16 (k ).



Pour n € N* on pose

1

Montrer que P, € R[X], calculer son degré, son coefficient dominant.

Exercice 17.
En calculant de deux fagons les coefficients du polynéme (X + 1
trer que :

) n+m mon-

" [n\ln
Calcul
acuerkZ:‘b(k)(k)

Factoriser dans C les polyndmes suivants

1. X°+1 4. X*+i

2 X449x241 5. X3+ X%2+2X+2 on com-
mencera par chercher une

3. X4-Xx2 racine évidente

Exercice 18.
n Xk
Onnote P, = )_ o Monter par récurrence que ces polyndémes n’ont que
k=0 "
des racines simples dans C

Exercice 19 (& relations coefficients/racines).
Soit = aX3 + bX? + cX +d on suppose que P admet dans C trois racines x; ;
X2, X3.

b c d
1. Exprimer —, — et — en fonction des racines.
aa a

2. Se servir de ce résultat pour résoudre dans R et dans C les systemes
suivants.

(a)
Xyz =-1

\ Xy+yz+xz=-2

X+y+z =2

(b)
xyz =-1
3 Xy+yz+xz=-2
X+y+z =-2

(c)
xyz =-3

xX+y+z =-5

2+ +22=17



Pour aller plus loin

Exercice 20.
On considere le polynéme P = X" 1+ X" 2 +...+ X +1

1. Trouver les racines de P dans C ( penser a l'exercice 12).
2. En déduire une factorisation de P dans C[X]

3. Montrer que pour k € [0, n]

sin— = -

kn e n 2ikn
- (1 —-e )
n 21

en déduire
n

n-1 ke
[Tsin="=25
k=1 no 2

4. Trouver une factorisation de P dans R[X]

Exercice 21 (Expression de la dérivée nieme).
Pour neN et k € [0, n]] on note
Ak _ n!
" (n—-k)!

Soit P = ¥ a; X* un polynome 2 coefficients dans K. Démontrer que pour
ZeN
po — Y Aiakxk—/
k>0

Exercice 22 (Valuation).
Soit P = (ap)ken Un polynéme non nul. On nomme valuation de P et on
note val(P) le plus petit entier tel que ay # 0.

1. Que va-t-on choisir comme valuation du polynéme nul?

2. Montrer que val(P + Q) > min(val(P),val(Q)). Donner un cas d’éga-
lité.

3. Montrer que val(PQ) = val(P) + val(Q)



