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BCPST Spé 2

Réponses

On considere la suite (T};) ey de polyndmes de R[X] définie par :
To=1, T1=2X et pourtoutentiern>2, T,=2XT,_1—T,-2.

On pourra confondre polynéme et fonction polynomiale. Ainsi, pour tout entier
n > 2 ettout réel x,
Th(x)=2xTp1(x) = Tp—2(x).

1. Calculer T, et T3.

REPONSE:
On a
T, =2XT1 - Ty T3=2XT—-T
T,=4X?-1 T3 =8X%-4X
s
2.

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, T, est un polynéme de
degré n dont on déterminera le coefficient du terme de degré n.

REPONSE:

L'étude des premiers termes nous pousse a démontrer par récurrence double
la propriété

H, : degT, = n et le coefficient dominant de T, est 2"

. définie pour neN

o Initialisation
deg(Ty) =0 son coefficient dominant est bien 1=2°,
deg(Ty) =1 son coefficient dominant est bien 2 =21,

o Hérédité Soit n € N supposons que deg(T,) =n et deg(Ty+1) =n+1, et
que les coefficients dominants de T,.; et T, sont respectivement 2"+1 et

2™ Alors :

deg2XTps1)=n+2 et deg(-Ty,)=n

Ces deux degrés étant différents :

deg(2XTypi1 — Typ) =max(deg(—Ty),deg(2XTp41)) =n+2

De plus tous les mondmes constituant le polynéme T, étant de degré in-
férieura n, le coefficient de T,.» est le méme que celui de 2XT,,; c'est &

dire 2 x 21 = 2n+2
S0 est donc vraie.

e Conclusion D’aprés le principe de récurrence double.

Pour neN degT, = n et le coefficient dominant de T, est 2"

(b) Etablir que, si n est un entier pair (resp. impair), alors T}, est un po-

lynéme pair (resp. impair).

REPONSE:

Pour neN on note :
P, : Toy est pair et Ty, est impair

o Initialisation
Py est vraie d'apres le calcul de Ty et Ty

o Hérédité

Soit n €N on suppose que T»;, est pair et To,+1 est impair.

Soit x€R

Topi2(=x) = =2xTop41(=X) = Top(=X) = 2xT2541(X) = Top(X) = Top42(X)

en utilisant I'hypothése de récurrence. donc : Ty(;+1) est pair

Toni1y+1(=X) = Topy3(=X) = =2xTops2(=Xx) = Topy1(—X)
==2xTop+1(X) + Top(X) = = Tona1y+1(X)

donc : To(n+1)+1 est impair
P41 est vraie

e Conclusion
D'aprés le principe de récurrence simple

en utilisant le point précéde



Pour neN, T, est pair et Toy+1 est impair

*

On peut aussi démontrer par une récurrence double que pour n € N
Tp(=X)=(-1"T - n(X).
3. Calculer, pour tout entier naturel n, T;(1) en fonction de 7.
REPONSE:

Méthode 1
On suppute le résultat et on le démontre a |'aide d'une récurrence double
(a rédiger) que :

VneN T,(1)=n+1

Meéthode 2 On constate que d'aprés la définition de T,
VneN  Tpo(1)=2Tp (1) + Ty =0

(T, (1)) 4en €St donc une suite récurrente linéaire d'ordre 2. L'équation ca-
ractéristique associée est

?-2t+1 (O
qui admet comme racine double 1. Il existe donc a et B deux réels tels que
vneN  T-nQ)=(an+p)1"

Comme To(1)=1et T7(1)=2

To(H)=1 = B

Ti1)=2 = a+p
ce qui donne

a=1 =1
et donc
Pour tout entier neNona T(n)=n+1
%
4,

(a) Etablir, pour tout entier naturel n et tout réel 6 de 10; 7[ : T}, (cos) =

sin(n+1)0
sinf
REPONSE:
Soit 6 €10; 7.
On pose pour neN :
sin(n+1)60
4, : T, (cosO) = #
sinf
o Initialisation
sin(0+1)0
To(cosO) =1 = #
sinf
in260
Ty (cos@) =2cosb = 51‘n
sind
o Hérédité
Soit neN on suppose que ¥, et ¥, sont vraies ie. :
sin(n+1)0
T, (cosB) = #
sind
et in( 20
sin(n +
Ty+1(cosl) = ————
sind
Alors :

Tpa2(cosB) =2cosOT;,+1 (cosb) — Ty, (cosh)
sin(n+2)0 sin(n+1)60
sinf@ Y
3 2cosBOsin(n+2)0 —sin(n+1)0
- sinf
B 2cosfsin(n+2)0 —sin(n+1)0
- sin6
_sin(n+ 3)0 +sin(n+1)8 —sin(n +1)0
- sin@

=2cosl

1
en utilisant la formule cosasinb = E(sin(a+ b)+sin(b— a))
_ sin(n +3)0

sinf

e Conclusion
D’aprés le principe de récurrence double

sin(n+1)60
sinf

pour tout entier naturel n et tout réel 8 de ]0; n[ : Ty, (cosf) =




Remarque : On peut aussi constater qu'a 6 fixé , la suite définie par u, =
T, (cos) est une suite récurrente linéaire d'ordre 2.

*

(b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, T,, admet n ra-
cines réelles, toutes situées dans ]—1; 1[, que I'on explicitera.
REPONSE:

Soit n eN résolvons dans ]0; [ |'équation
sin(n+1)6 =0
Soit 6 € R
sinn+1)0=03keZ nm+1)0=kn

k
©3dkez 6=——nm
n+1
Comme on ne cherche que les solutions dans ]0; z[ il faut et il suffit de choisir
ke[1,n]

Pour k € [1,n], on note 6 = ?n, qui sont tous différents. On note aussi
n

X = cosBy ces réels sont tous compris entre -1 et 1 et différents car la fonction
10; k[ — 1-1;1[ est injective (car strictement décroissante).

X —  COSX

Alors :

i 1)60
Ty (xg) = Tp(cosOy) = sin(n+1)0 _ 0
cosf

On a donc trouvé n racines distinctes pour un polynéme de degré n, on a donc
trouvé toutes les racines :

kn
n+1

Les racines de T, sont les n réels xj = cos pour k€ [1,n]

L n
(c) Etablir, pour tout entier naturelnonnul n: T, =2" [] (X —cos
k=1
REPONSE:

On connait les n racines, qui sont donc toutes simples, de T}, et son coefficient
dominant on en déduit la factorisation de T}, .

kn)
1)

T km
Pour neN T, =2"[] | X - cos
k=1 n+1

n
(d) Endéduire, pour tout entier naturel non nul n, lavaleur de [] sin

T
k=1 2(n+

en fonction de n.

REPONSE:

Soit neN.
D’aprés la question 3
T,)=n+1

n ( . kn . kn
sin sin
2(n+1) 2(n+1)

on T 2
=2"T] (sin—z(n+l))

Comme ce produit est un produit de sinus dont chacun des arguments est dans
I'intervalle [0; Z] tous les sinus sont positifs et donc le produit est positif

n kn vn+1

sin =
2(n+1) 2n

k=1

D



(a) Démontrer, pour tout entier naturel n et tout réel 6 de ]0; | :
sin?6 T (cos@) — 3 cosh T}, (cosB) + (n* +2n) Ty, (cosH) = 0.

Indication : On pourra dériver deux fois la fonction (nulle) : 6 — sin6 T, (cos0)—
sin(n +1)0.
REPONSE:

par le calcul en utilisant la définition de la suite (T},)

*

(b) En déduire, pour tout entier naturel n : (X? - )T/ +3XT), — (n® +
2n)T, =0.
REPONSE:
Soit ne€N on pose :

Qn=(X*-1)T)+3XT),— (n*+2n)T,

On constate que
Vyel-1L1[ Q@) =0

Ce polynéme admet donc une infinité de racine donc :

Q=0

Pour tout entier naturel n : (X?—1)T) +3XT),— (n* +2n)T, =0

*



