DM 08

BCPST Spé 2

Réponses

On considerel’ensemble & des matrices carrées d’ ordre 3 qui vérifient la pro-
priété suivante :

a az as

une matrice A=|p, p, by|appartienta&si:
C1 C2 C3
611+Clz+6l3=bl+b2+b3=(!1+(,‘2+(,‘3=al+b1+61=6l2+b2+62=a3+b3+(!3

On note s(A) la valeur commune de ces six sommes.

On note
1 00 111
I=fo 1 0 J={1 1 1
0 0 1 111

1. Vérifier que I et J appartiennent a & et donner les valeurs s(I) et s(J).
REPONSE:

La somme des coefficients sur chacune des lignes et des colonnes de I vaut
14+04-0=1. Donc I € & et S(I) =1, la somme des coefficients sur chacune des
colonnes et chacune des lignes de J vaut 3. Donc J€ & et s(J) =3.

I et J appartiennent a & et s(I) =1, s(J)=3

2. Montrer que & est un sous espace vectoriel de I'ensemble des matrices
carrées d’ordre 3.

REPONSE:

ay, dp dads
Soit A=|p, b, byl quiappartienta & donc telle que :

C1 C2 C3
amt+ay+az=by+byt+bs=ci+cx+cz=a;+bi+ci=ax+by+cy=as+bs+cs

a @ a
et soit Soit A’ = b, by, b, qui appartient 3 & donc telle que :

0 G G
aj+a,+ay=by+b,+by=ci+cy+cy=ay,+b)+ci=ay+b,+c,=ay+by+c}
et A un réel.

ar+Aa) ax+Aa, az+Aa;

A+AA = by 4+ Ab]  by+Ab, s+ Al

a+Ac; c+Ac, c3+Ad
ay+Ad) +ay +Aay + az + Aay = (a1 + az + az) + A(a) + ay + aj)
by + A} + by + Abj + by + Aby = (by + by + b3) + A(b + b} + b})

Comme (ay + ap + az) = (b1 + by + b3) et (a) + a, + ay) = (b} + by + by), alors
ay +Ad\ + ap + Aay+ az + Aay = by + Ab} + by + Abj, + bs + Abj

Les somme des coefficients sur chacune des deux premiéres lignes de A+ 1A’
sont identiques.

On effectuerait de méme les autres calculs pour démontrer que & est stable par
combinaison linéaire.

De plus la somme des coefficients sur chacune des lignes et sur chacune des

0 0 O
colonnesde g ¢ of vaut O

0 0 0
0 0 0
0 0 0|€€
0 0 0

& est un sous espace vectoriel de I'ensemble de matrices carrées
a trois lignes et trois colonnes.




* Comme nous ne cherchons pas a résoudre le systéme mais & prouver I'existence
d’'au moins une solution, nous proposons de vérifier que

x 0 O x/3 X3  x/3
3. Montrer que pour toutes matrices carrées d'ordre 3 M et N et pour tout sllo x oll=x ot W3 i3 x3|€8
réel A
S(M+ N) = s(M) + s(N) S(AM) = As(M) 0 0 x x/3  x/3 X3
REPONSE:
ay dp dads
Soit A=|p, b, byl quiappartienta & *
C1 Co C3
a a a
et soit Soit A’ = b, b, b qui appartient 3 & et A un réel. 1 a b
¢ o 5. Soit a et b deux réels et K la matrice définijepar: K=|_2 5 3].
1 & 6
, , , a -6 5
a+Aa,  ax+Aa, az+Aag Déterminer les réels a et b pour que K soit une matrice de &.
!
A+AA = b+ Ab, by +Aby b3+ Aby REPONSE:
a+Ae; c+Ac, c3+Ad
Alors
S(A+AA) = ar + Aa) + az + Aay + as + Aaj, l+a+b =-2+5+3
— !/ !/ !
=a1+ax+az+Aa) +ay + a;) 4—645 =-2+5+3
= s(A) + As(A)
Keéeg1-24a =-2+5+3
s vérifie les deux propriétés ‘ a+5-6 -2+5+3
b+3+5 =-24+5+43
Remarque : On dira que s est une application linéaire de & dans R.
a+b =5
%
a =7
“Na =7
4. Calculer I'image de s.
REPONSE: a =7
b =-2
ay az as
Soit xeRet A=|p, p, by|quiappartienta & lol? =7
1 € C3 b =-2

sAA=xeo ai+ar+az=b1+by+bs=ci+c+c=a+b1+ci=a+by+co=a3+bs+c3=x



Ke & sietseulementsia=7et b=-2

a d x
6. Soit M=|p o vl Déterminer x, y, z, t en fonction de a, b, ¢, d, e pour

c z t
que M soit une matrice de &.

REPONSE:

a+d+x =a+b+c

d x b+e+y =a+b+c
e y|€€ S \c+rz+t =a+b+c
z 1 d+e+z =a+b+c
X+y+t =a+b+c
X =b+c-d
y =a+c—e

S Nz+t =a+b

¥4

X

y

o{t

z

=a+b+c—d-e

X+y+t =a+b+c

=b+c-d
=a+c—e
=d+e—-c

=a+b+c—d-e

x+y+t =a+b+c

x =b+c—-d
y =a+c-e
@\t =d+e—c
z =a+b+c—d-e
0 =0 Ls—Ls—L—Ly—Ls
x =b+c-d
Mee o 1Y =a+c—e
I =d+e-c

z

=a+b+c—-d-e

L3 —1L3—L4



X1 X2 X3
7. Soit A= y1 y» ys|une matrice carrée d’ordre 3.
21 22 Z3
a) Calculer AJ et JA.
REPONSE:

X1+X2+X3 X1+Xp2+X3 X1+X2+X3
AT=\y1+y2+ys yi+y2+y3 N+y2+ys
Z1+22+23 2Z1+22+23 21+22+23
X1tyitzr X2t)a+t22 Xs+ys+zs
et JA= X1+y1+21 Xo+)Y2+22 X3t+y3+2z3

X1+y1+t21 Xo+)Y2+22 Xz+)Y3+2z3

*

b) Montrer que A appartient a & si, et seulement si, AJ = JA.
REPONSE:

Al=]JA e

c) Vérifier que si A appartienta &, alors AJ = s(A)].
REPONSE:

X1 X2 X3
Soit A= 1 y» ys|onsuppose que A appartient a & alors

21 22 X3

X1+Xo+X3=)1+)otY3=21+22+23=X1+)1+21 = Xo+)2+2p = X3+ )y3+23 = s(A)

or

X1+Xo+X3 X1+Xo+X3 X1+X2+X3 s(A) s(A) s(A)

Al =

Si A appartient a & alors AJ =s(A)].

*

8. Soit A et B deux matrices de &.

a) Montrer que le produit AB appartienta &.
REPONSE:

Remarque : a partir de maintenant, il faut le plus possible utiliser les questions

précédentes plutét que la définition de &.
Soit A et B deux matrices appartenant a &. alors

AJ=JA BJj=JB

(AB)] = A(B])

=A(JB) acr Be&
=(A)B
=(JA)B car Ae&
=J(AB)

D’aprés la question 6a cela montre que

AB appartient a &.

*

Yi+yetys ni+ty2t+ys n+y2+ys|=|s(A) s(A) s(A)

Z1+22+23 Z21+22+23 21+22+23 s(A)  s(A) s(A)



b) Etablir I'égalité : s(AB) = s(A)S(B).
REPONSE:

Comme A, B et AB sont éléments de &, en utilisant la question 6b.
A]=s(A)] BJ=s(B)J ABJ =s(AB)J

donc en utilisant la deuxiéme égalité

s(AB)] = ABJ troisiéme égalité
= A(B))
=A(s(B))) deuxiéme égalité
=s(B)(A))
= s(B)(s(A))) premiére égalité

On a donc
S(AB)] =s(A)s(B)]

comme J est non nulle

S(AB) = s(A)s(B)

*

9. Soit A une matrice inversible appartenant a &. On note A~! la matrice in-
verse de A.

a) Alaide dela question 7, montrer que A~! appartient a &.
REPONSE:
On sait que AJ = JA (question 7b) donc en multipliant & gauche par A~}
ATTAJ=AT1TA

donc
J=A"1JA

donc en multipliant a droite par A7}
JAT =A1jAA7T

donc
JAT =AY

en utilisant I’équivalence logique prouvée dans la question 7b

A une matrice inversible appartenant a & alors A~! appartient a &.

b) Montrer que s(A) # 0. Exprimer s(A™!) en fonction de s(A).

REPONSE:

Da'prés la question 8b et comme A"l e &
AAT =1

donc
s(As(A H=s(h=1

ce qui démontre

s(ATh) #0 et s(A™H = (s(A) 7!

*

1
10. Soit A une matrice de &. On pose B = gs(A)] etC=A-B.
On note & le sous-ensemble des matrices M de & vérifiant s(M) = 0.

a) Montrer que & est un sous espace vectoriel de &
REPONSE:

On remgrque que
F =Ker s

donc d'aprés le cours

& est un sous espace vectoriel de &.

*

b) Montrer que B appartienta &.
REPONSE:

Comme J €& et en utilisant les premiéres questions

JI=sN]=3]



En utilisant la question 7b.
1
BJ= gS(A)]]
1
=3s(A)JJB Zf(gs(A)])

= %S(A)H
=3s(A)J

Donc
JB=B]J

B appartient 3 &

*

¢) Montrer que : BC = CB =0 (matrice nulle).
REPONSE:

1 1
BC= §S(A”(A_ gs(A)])
= lS(A)]A— (ls(A)])2
3 3
1 1 2 _
= §S(A)S(A)]— (gS(A)]) question 7c

_L (L 2
—SS(A) ](3S(A)) J

= ls(A)ZJ(ls(A))2 sUNJ
3 3

= ls(A)ZJ(ls(A))zsI%]
3 3

=0

On montrerait de méme |'autre égalité.

*

d) En déduire pour tout entier n supérieur ou égal a 1, la formule : (A—

B)*=A"-B".

REPONSE:

De la question précédente on en déduit
(A-B)B=0

donc
AB = B?

Une récuurence immédiate montre que

AnB — Bn+1

Posons pour neN*
Hy (A-B)'=A"-B"

e Initialisation : On a bien
(A-B)'=Ag=A'-B'
e Hérédité Soit n € N* supposons que
(A-B)"= A" - B"
alors
(A-B)"'=(A-B)"(A-B)
=(A"-B")(A-B)
= A"(A-B)-B"C
=A"(A-B) -B"'BC
=A"(A-B)-B" 1o
:An+1_AnB

H.R.

question précédente

— Antl_gntl remarque précédente

e Conclusion

Pour neN*, Ona (A-B)"=A"-B"

*

e) La matrice C appartient-elle a & ?
REPONSE:

Oui car & est un espace vectoriel donc stable par addition



f) En déduire que toute matrice A de & peut s’écrire comme somme
d’une matrice proportionnelle a J et d'une matrice de &

REPONSE:

A=A-B+B
B est par définition proportionnelle a J.
de plus
s(A—B) = s(A)—s(B) s est linéaire
=s(A) - s(%s(A)]) définition de B
1
=s(A)— gs(A)s(]) s est linéaire
1
= S(A) = 53 =0

Donc A— B appartient a &.

Toute matrice A de & peut s'écrire comme somme d'une matrice proportionnelle 3 J et d’'une matrice de &

*



