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L . T sin ¢t +00 cos t
3. Montrer que les intégrales impropres —tet - dz sont
1 1

3 t
BCPST Spé 2 convergentes.
Réponses REPONSE:
. sint cost . .
OBLIGATOIRE Les fonctions t— — et t— - sont continues sur l'intervalle [1; +oo[

T sint
Premiére méthode pour f - dz
1

L +00 1 . +oo 1
1. Montrer quellntcz‘gralcs‘f1 ;dt diverge etf1 pdtconverge. Soit A> 1, on pose pour £ € [1; Al

REPONSE:

(=1 0=
u(t) = - () =-=
Classi t 2

assique v(f) = —cost V' (t) =sint

u et v sont de classe €! sur [1; A]

A gj A
sint
. f —dth uv' (n)dt
., T gin ¢ 00 cost 1t 1
2. Montrer que les intégrales — dt sont absolument
1

2 2 a4
convergentes =[uv(n]y —fl uv (5)de
REPONSE: cost]A A cost
[t [reost,
r 1t

) sint cost ) cosA cosl Acost
Les fonctions t— —— et t— —— sont continues sur [1; +oo[ == — | - —

2 2 A 1 1 2

sin t 1 sin ¢ 1 ' N +00 cos f

Vte[l; +oof, 0< 2 I|Sz ST Z|SE2 Or d'aprés le résultat précédent, | mtégrale/1 t—zdt est absolument

convergente donc convergente.

+00

f La , A cost

1 12 lim f ——dteR
A—+o0J1 5

est convergente, donc d'aprés le théoréme de comparaison sur les intégrales
de fonctions positives

et 'intégrale

Et comme cos est bornée

. Cos A
lim 1 =0
+t0gint +0 cost bsol Ao
, = det t—zdt sont absolument convergentes Donc
Asgint
lim ——dreR
A—+ooJ1 t



T . +00 sin ¢
L'intégrale impropre Tdt est convergente.
1
. *to cost - . 3
Deuxiéme méthode pour Tdt' Nous utilisons la version du théo-
1

réme d'IPP pour les intégrales impropres
On pose pour t€ [1; +oo[

(=1 ) = -
u(t) = - ut)=——
t 12
v(t) =sint V() =cost
qui sont de classe €1
On constate que
. sinl .
lim u(n)v(t) = — lim u(f)v(r)=0
t—1 1 t—+o00

D’'aprés le théoréme du cours les intégrales

+00o , +00 ,
f uv et f uv
1 1
+to gint

ont méme nature, comme d'aprés la question précédente f 2
1

est absolument convergente donc convergente, il en est de méme pour

+00 +00 sint
f uv’:f —dt
1 1 t

T . * cost
L'intégrale impropre - dt est convergente.
1
*
. t®sint |
On souhaite prouver que - n’est pas absolument convergente

sint

+oo
c'est-a -dire que f dr diverge. Pour cela on propose deux mé-
1

thodes indépendantes.

4. Méthode 1. Prouver que, pour tout € R, |sin f| > %. En déduire le
résultat.

REPONSE:

Soit teR

1—cos(2¢)
2

\/sin2 (1) > sin(¢)

sin® (1) =

or comme sinz(t) €[0;1]

et

\/sin? (1) = |sin(2)|

donc

pour tout t€R, [sint| > %

On a donc pour t€ [1; +oo[

|sin ¢| 1 cos2t
> _——
t 2t 2t

_— too 1 . +00 cos2¢
L'intégrale > dr diverge et > dt converge, donc par somme
1 1

to0 1 cos2t . . .
f — - dr diverge. En utilisant le théoréme de comparaison
1

2t 2t
+00
)

sint

dr diverge

5. Méthode 2. Prouver que, pour tout k € N,

(k+1)m | sin ¢| 1 b4
dr> f sin ¢|dt.
fkn t Z (k+D7r Jo Isint]

Retrouver alors le résultat.




REPONSE:

Soit keN
1 1

Vie kil, k+1)n 2
( ) t (k l)}l
CO nme |Sln(t)| 2()

|sin(7)| S [sin(7)|

Vte lkm; (k+1)m] : /W

En utilisant la croissance de I'intégration

(k+D7 |sin ¢ 1 (k+1)m
f ! ldtz—[ |sin t|dt
kn t (k+ )7 Jin

Or la fonction t+— |sin(f)| est m-périodique.

(k+17 |sint 1 n
Pour tout keN, f ! ! dr > f |sint|dt.
kn t (k+1)m Jo

T
f |sin(f)dtr =2
0

donc pour tout k€N,

(ke+1D)7 | sin ¢| 2
o
kn t (k+ )7

Par sommation, pour neN*

(07 sing B 2
f sindl o 2
T t =1 (k+1)m

. 1. R P
La série Z% diverge vers +oo, donc d’aprés le théoréme des gendarmes.

(n+ D)7 |sin ¢
lim udt= +00
n—+oo Jr t

00 |sin ¢t

Or si l'intégrale f

4

dr convergeait vers un réel I alors la limite

+o00o
précédente serait aussi égale a I, donc par |'absurde f diverge.

b/
f )
1

sint

- dr diverge




"
FACULTATIF f ®_dr converge.
1

(1+t@)n
Dans tout I'exercice a est un réel strictement plus grand que 1. Donc comme la fonctions est continue sur [0; 1]
1. Montrer que
4 1 1 +oo dr
- L = ——— est convergente
(1 + 9" t—+oo AN o (@+19
REPONSE:
*
Comme a >0, lim;— 4o 1% = +00, donc
l=¢—+00 O(IQ)
et donc 3. Montrer que la suite (u;(a)) zen est décroissante.
a a
I+7 =t REPONSE:
donc par produit . ]
a1+ tu)n ~ ([a] Soit ne€N*. Soit teR;.
[=+oo Alors comme n>1
Par quotient 0<+tH9"<1+1Hn+!
donc . .
1
A+ttt —
; ~ L 1 A+ tyn
(L + 29" t—+oo 147 Par croissance de I'intégrale, et comme les deux intégrales sont convergentes
+00 dr +00o dr
0< f _& o f _dr
x Slo A+ Ty A+
Donc
Up+1(a) < un(a)
+oo dt
2. Endéduire que pour tout entier naturel n non null'intégrale f v
0 - .
est convergente. La suite (un(a)) e est décroissante.
Pour n entier naturel on pose alors
+00 dt
un(a =f —_— *
" 0o (L+ryn
REPONSE:
Soita>1let ne Nl* 4. En déduire que la suite (uy (a)) ;e st convergente.
La fonction x — T est continue et positive sur [0; +oo[. L'intégrale De REPONSE:
. +w .y .
Riemann fl (tayn est convergente car na>1 et en utilisant I'équivalent On a aussi démontré que la suite est minorée par 0, d'aprés le théoréeme
de la question précédente et le théoréme de comparaison sur les intégrales de la convergence monotone

de fonctions positives.



La suite (un(a))nen st convergente.

Remarque : on n'a montré aussi que cette limite est positive

*

5. al’aide d'une intégration par parties(soignez la rédaction), montrer que
pour tout entier n on a

up(a) = an(un(a) — up+1(a)) (*)

En déduire u;+1(a) en fonction de uy,(a).
REPONSE:

Soit A>0 On pose pour t€ [0; A

fO=1+tH" fl(t)=—nat®* 1+ %1
g=1 gw=t

qui sont de classe €1 sur [0; AJ.
A dt A
_ 14 tH~n
fo T an fo T+ "de
A !
:fo F0g (v dt

A (4
=[f(ngw]; —fo flngndr

intégration par parties
A A 1 1
=[t@+19) 7"y + naf AT rde
0

A
=AQ+AYH "+ naf 1+ g
0
td

——dt
1+ t“)”"'l

A 1419 A 1
[P [
o (1+ ta)n+1 o (1+ ta)n+1

A 1 A 1
—  _dt-| ————dr
fo (1+t9)n fo (1+ tayn+l ]

A
=AQ+AYH "+ naf
0

=AQ+AY "+ na

=AQ+AY "+ na

Comme a> 0, en utilisant le théoréme des croissances comparées

lim AQ1+A%™"=0

A—+o0

Comme les intégrales uy(a) et u,41(a) convergent, en passant a la limite

Pour tout entier n on a uy(a) = an(up(a) — up+1(a)).

On peut aussi utiliser une IPP sur I'intégrale impropre.

*

- . - . [unla)
6. Enutilisantlarelation (*), montrer que la série de terme général ( 1 )

an
est convergente.

REPONSE:

Soit a>1, on a donc pour neN*

up(a)

= un(a) - up+1(a)

Soit NeN*

N N
3 2D S @ -t @

—~ =

=u(a)—unys1(a@) télescopage

Comme d'aprés les questions précédentes, la suite (uy(a)) e converge, donc
la suite des sommes partielles liée a la série converge donc

up(a)

La série de terme général ( ) est convergente.

7. En déduire la limite de la suite (uy(a)) yen*-



REPONSE:

On sait que la suite (1, (a))pen+ converge vers un réel positif que I'on note
£. Supposons que cette limite est £ >0 alors

1@, oo

et donc

un(a) l
an n—+oo an
Comme la série harmonique est divergente et que tous les termes sont posi-

tifs, on montrerait alors, a I'aide du théoréme de comparaison pour les séries
un(a)

a termes positifs que la série de terme général diverge ce qui est en

contradiction avec le résultat précédent.

La suite (un(a)) en+ converge vers 0

8. On pose pour tout n € N*
Inn
wy(a) =In(up(a)) + o

Montrer que la série de terme général (wy+1(a) — wy(a)) est conver-
gente.
REPONSE:

Soit neN*, en utilisant la question 5

Un+1(a) _1 1

up(a) T an

De plus

In(n+1) Inn

Wp+1(a@) —wp(a) =In(up41(a) + —In(up(a) - o

=ln(un+1(a))+lln(n+1

up(a) a n

1 1
+—=In{1+—
a n

1
:ln(l——
an

w3l 356 el
= |-=] +=[===[=] |+0o|=
an 2\ an a\n 2\n n2

DLs a justifier 1 ligne

donc

2
Wnsrl@) —wpla) ~ -« (;)

. . 1 .
Or la série de Riemann de terme général — est convergente, donc en utili-

sant le théoréme de comparaison sur les séries dont le terme général est de
signe constant.

La série de terme général (wy+1(a) — wyn(a)) est convergente.

(a)

nYa

9. Endéduire I'existence d'un réel K (a) tel que uy (a) soit équivalent a

quand 7 tend vers +oo.

remarque préliminaire



REPONSE:

La série de terme général (wy+1(a) — wp(a)) est convergente vers un réel
que I'on note L(a), or pour NeN

N-1

Y (W1 (@) — wi (@) = wy(a) — wi(a) télescopage

n=1

Donc comme la suite des sommes partielles converge vers Zzgol Wi (a) —
wy(a) = L(a), la suite (wp(a) — wi(a)),en+ converge vers L(a). Donc

lim wy(a) = wi(a)+ L(a)
n—+oo

On note wi (a) + L(a) = G(a).
Comme pour neN*
wy(a) = ln(un(a)nl/”)

on obtient
lim ln(un(a)n”“) =G(a)
n—+oo

et donc, comme la fonction exponentielle est continue
lim un(a)nl/“ =exp (G(a))
n—+0o
en posant K(a) = exp (G(a)) qui est non nul, on peut écrire

un(a)n”“ ~ K(a)
n—+00

et donc

K(a)

n—+oo plla

un(a)




