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BCPST Spé 2

Réponses

EXERCICE 1

E désigne 'espace des fonctions polynémes a coefficients réels, dont le
degré est inférieur ou égal a 'entier naturel 2.
L1 FEtude d’'un endomorphisme de E.

On considere I'application f qui, a tout élément P de E, associe la fonction
polyndme Q telle que :

QX)=(X-1DP' (X)+P(X)
et # =(Py, P1, P») la base canonique de E définie par:
Py(X)=1, P (X) = X et Po(X) = X2
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

REPONSE:

Soit P; et Py deux polynémes de E et a un réel.

fl@P1+Py)=(X-1)(aP; +P2), +aPy+ Py
=(X-1)(aP] +P))+aP;+P
=a((X-1DP]+P1)+(X-1)P)+Pp
=af(P1)+ f(P2)

linéarité de I'intégration

Donc

f est linéaire
De plus si PeRy[X], alors

deg(P)<2-1

donc
deg(X-1)P)<1+1

et
deg((X —1)P' + P) < max(deg((X — 1)P’),degP) < 2

f est un endomorphisme.

2. Vérifier que la matrice A de f dans 4, s’écrit sous la forme :

REPONSE:

fPYX)=(X-1-0+1

=1+0-x+0-X?
FPDX)X-1)-1+X=-1+2-X+0-X>
fP)(X) = (X-1)-2X + X?

= -2X +3X>

3. Déterminer I'image par f des fonctions polynémes Ry, Ry, Ry définies
par:
Ry(X)=1, Ry (X)=X-1etRy(X)=(X-1)2



REPONSE:

Pour xeR

f(Ro)(X) = f(Po)(X)

=Ro(X)

FRNX) =(X-1)-1+X-1
=2m(X)

FRYX) = (X-1)-2(X -1+ (X -1)?
=3Ry(X)

On a f(Ry) =Ry, f(R1) =2R;, f(R2)=3R; .

4. Montrer que %' = (Ry, R1, R») est une base de E.
Ecrire la matrice de passage P de la base % a la base %' ainsi que la
matrice D de f dans la base %'.

REPONSE:

Répondons aux deux premiéres questions simultanément, on pose P la
matrice dont les colonnes sont formées par les coordonnées de (Rg, Ry, R»)
exprimés dans la base (Pg, Py, P»)

Comme cette matrice est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux
tous non nuls, elle est inversible

%' = (Ry,R1,R2) est une base de E.

D’aprés la question précédente

—
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5. Vérifier que :
Ro(x) + 2Ry (X) + Ro (X) = P2 (X)
Ry (X)+ Ry (X) =P1 (X)

En déduire la matrice de passage de la base %’ alabase %
REPONSE:

Par le calcul, on trouve ce qui est demandé et o constate en plus que
Py = Ry, I'énoncé nous donne la décomposition des vecteurs de la base
canonique dans la base %', P7! est la matrice qui est demandée est la
matrice dont les colonnes sont formées des coordonnées des vecteurs de la
bases canonique exprimés dans la base %4’

6. Ecrire A~! en fonction de D™1. Démontrer par récurrence que pour tout

entier naturel 7 :
[a71]"=p[p71]" P

et expliciter la troisieme colonne de la matrice [A™!] "



REPONSE:
D’aprés la formule de changement de base

A=ppp~!

donc d'aprés la formule d'inversion d'un produit

-1
Al = [P—l) p-lp-1
A"l=pp1p71,
La récurrence est laissée en exercice. Comme D est diagonale,

cette matrice étant elle méme diagonale, pour tout neN

1 0 0
_1\7 1

(o) =0 & o

1

0 0 3_n

ce qui permet de calculer

1
1—2(—
2
n

1.2 Suite d’épreuves aléatoires.

On dispose d'une urne qui contient trois boules numérotées de 0 a 2.
On s'intéresse a une suite d’épreuves définies de la maniéere suivante :

¢ La premiere épreuve consiste a choisir au hasard une boule dans cette
urne.

 Si j estle numéro de la boule tirée, on enleve de I'urne toutes les boules
dont le numéro est strictement supérieur a j, le tirage suivant se faisant
alors dans I'urne ne contenant plus que les boules numérotées de 0 a j.

On considere alors la variable aléatoire réelle X égale au numéro de la
boule obtenue a la k¢"¢ épreuve (k > 0)
On note alors U la matrice unicolonne définie par :

P (X} =0)
Uk=| P(X=1)
P(Xk—Z)

ot P[ X = j] estla probabilité de tirer la boule numéro j ala kéme épreuve.
On convient de définir la matrice Uy par:

0
Uo=| o

1

1. Déterminer la loi de X, Calculer I'espérance et la variance de X»
REPONSE:

On considére le systéme complet d'événements [X; =0], [X; =1], [X; =2].
Comme le premier tirage se fait de facon honnéte dans la I'urne non modifiée

P[X; =0]=P[X; =1]=P[X; =2] =%

On sait de plus que
e si X; =2 est réalisé |'urne comporte encore les boules {0, 1,2}
e si X] =2 est réalisé |'urne comporte encore les boules {0, 1}
e si Xj =0 est réalisé I'urne ne comporte que la boules {0}

D’aprés le théoréme des probabilités totales



P(X>=0)=P[X] = O]P[X1:0] [Xo=0]+P[X; = 1]P[X1:1] [Xo =0]+P[X; =2]P[X1:2] [X2 =0]
11 11 11
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1

w
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w

P(X>=2)=P[X] = O]P[X1=0] [Xo =2]+P[X; = 1]P[X1=1] [Xo=1]+P[X; = Z]P[X1=2] [Xo =2]

11 11
=040+
3733

3
2
18

P =0)= 1k pP(Xy=1)= > P(Xp=2) = =
2=V T T g Y T 1y

Comme la variable aléatoire est a support fini elle admet une espérance et

E(X3)=0P(X2=0)+1-P(Xp=1)+2-P(Xp =2)
5 4
=0+-8+-8
1 1

1
2

. 1
Xo admet une espérance qui vaut 3

2. Par utilisation de la formule des probabilités totales, prouver que pour
tout entier naturel k :

-1
Ugr1=A Ui

REPONSE:

D’'aprés le théoréme des probabilités totales, avec le systéme complet
d'événements [X; =0], [X;=1], [X;=2]

P(Xjy1=0)=P[Xy = O]P[Xk:()] [Xk41 =01+ P[X) = 1]P[Xk=1] [Xk41 =01+ P[X) = Z]P[szz] [Xji1 =

1 1 1
=PIXp =017 +P[Xp =115+ PIXg =2] 5

P[Xj1 = 1) = P[X = 01Px; =0y [Xp41 = 1] + P[Xg = 11P[x, =11 [ X1 = 1+ P[Xp = 2] Pix; =0 [ X4 =

1 1
=PIXp=01-0+PXg =115 +PIXp =2 3

P(Xj41=2) = P[Xg = 01Px, =01 [Xis1 = 21 + P X = 1Py, =1) (X1 = 21+ PIX = 2P x; =0 [ X1 =

1
= PIX =010+ P[Xp=1]-0+P[X =2

Ce que |'on peut écrire

PlXps =01\ [1 3 % PIX} =0]
PXp =10 1 L||PXp=1
P =20 o L1J\Pixp=2)
et on vérifie que
13 % 1 3 % 1 00
o 4 3|r=fo y 3l=fo 1o
00 3 o o 1f o o1

ce qui démontre que la matrice trouvée est |'inverse de A



Pour tout entier naturel k : Upy ) = A_lUk.

3. Ecrire Uy, en fonction de A~ et Uy
REPONSE:

On démontrerait par récurrence (3 faire ?)

Pour tout entier keN, [Afllka .

Remarque : la formule est vraie pour k=1 car on a bien choisie Uy, on a
considéré qu'au temps 0 la bille 3 a été tirées, au début de I'étape 1 I'urne
contient bien {0,1,2} c’est bien I'urne initiale

*

4. Pour tout k de N, donner la loi de X}, et vérifier que 'on a:

lim P[X;=0]=1, lim P[Xz=1]=0, lim P[X;=2]=0

k—+o00 k—+o00 k—+o00

REPONSE:

EXERCICE 2

Dans tout’exercice, on notera .43 (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre
3 et I la matrice identité d’ordre 3. On considere la matrice A définie par :

0 1 2
A=l-1 2 2
-3 3 1

Lobjectif de cet exercice est de déterminer 'ensemble des matrices M de .43 (R)
telles que M? = A.

Partie A : étude de la matrice A

1. Calculer les matrices (A— I)2 et (A - I)3.
REPONSE:

On trouve

-6 6 0
A-D*=|_6 6 olet@a-D3=0

0 0 O

2. La matrice A est-elle inversible?
REPONSE:

La matrice A est inversible (calculs a faire) ‘




Partie B : Recherche d’'une solution particuliere
On note pour tout x € |-1; 1[,(x) = v1+x.

3. Justifier que la fonction ¢ est de classe 62 sur ]—1; 1], et déterminer les
valeurs de ¢'(0) et ¢ (0).
REPONSE:

La fonction x — x+1 est de classe €2 sur ]-1; 1[ et sur cet intervalle elle
prend des valeurs sur ]0; 1[.

La fonction u— /i est de classe €2 sur ]0; +oo (on a exclu 0) donc par
composition

La fonction ¢ est de classe €2 sur 1-1; 1]

On a pour xe]-1;1

1
!
(x) =
¢ 2V1+x
(,0”( )= — 1
41+ x%2

¢'(0) = Lot ¢"(0) = L
2 4

4. Citer la formule de Taylor-Young pour ¢ en 0 a 'ordre 2, et calculer un
réel @ non nul tel que :

1
Vi+x=1+ §x+ ax® +x2€(x) avec limoe(x) =0.
X—
REPONSE:

La fonction étant de classe €2 on peut appliquer la formule de taylor
Young et donc

!
V1+x=¢0)+x¢'(0)+ (me)xz +0(x%)

Et donc

1 1
Vi+x=1+ Ex— §x2 +x2€(x) avec lirrbe(x) =0.
X—

1
5. On note P(x) =1+ Ex + ax? la fonction polynomiale de degré 2 ainsi

obtenue. Développer (P(x))2.

REPONSE:

2
(P = (1 N %x— %xz)

5 (1) [ 1 5 1 1, 1 1,
=174+ | =x| +[—=x"| +2x1x|=x|+2x1x|—=x"|+2x|=x|[-=x
2 8 2 8 2 8
1 1 1 1
=1+-x22+—xt--x® =i
4 64 4 8
1
=1--x3+—x*
8 64

1
P2 =1+x-ix8+ x4
(x) 5 o

6. Soit C = A—I. En utilisant les résultats de la question 1, vérifier que (I +
1C+ac??= A
Expliciter alors une matrice M telle que M? = A.

REPONSE:

On constate que C3 =0, donc €3 =C*=0.
On a

1 1 1 1 1
(I+=C+aC®?=(PC)°=I+C-=C3+—C*-=c*--Cc®=1+C=4
2 8 64 8

4



Partie C: Résolution compleéte de 'équation

On munit 'espace vectoriel R3 de sa base canonique % = (e}, ez, e3).
Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice représentative dans la base %
est la matrice A.

1 1 0
Dans cette partie,onpose: T=|g 1 1|

0 0 1
w=(1,0,1),
7. Soient u, v et w les vecteurs définis par: { = fw) - w,
u=f-uo.

(a) Calculer les vecteurs v et u.
REPONSE:

La matrice de I'application f—Id dans la base canonique est A—1 que |I'on
a calculer précédemment. On a aussi u= (f —Id)o (f — Id)(w) Pour calculer
ces vecteurs on utilise la matrice A—I et (A—I)?

1 1
A-Dlo[=] 1
1) \-3

Donc le vecteur v a pour coordonnées dans la base canonique (1,1,-3)

1| (-6
(A-0%|o|=|-6
1 0

Donc le vecteur v a pour coordonnées dans la base canonique (-6,-6,0)
[

*

(b) Démontrer que la famille 2’ = (u, v, w) est une base de R3.
REPONSE:

Soit a, B et y trois réels

au+Prv+yw=0«s ... Afinir

Qa:ﬁ:y:()

La famille (u, v, w) est libre. Comme de plus Dim R3 =3

(u, v, w) est une base de R3

(c) Déterminer la matrice représentative de f dans la base %’.
REPONSE:

D’apres la définition des trois vecteurs (u, v, w) on sait que
fW=u+v fw)=v+w

Ce qui nous donne les deux derniéres colonnes de la matrice Puis en utilisant
On a aussi (A— D3 =0 donc

(f=Id)o(f—Id)o(f—Id)(w)=0
ce qui donne
(f=Id)o(f-Id)(v)=0
puis
(f-Id)(w) =0

donc
fw)=u)

Ce qui permet de remplir la premiére colonne

La matrice représentative de f dans la base %’ est T

*

(d) En déduire qu'il existe une matrice P € .#3(R) inversible telle que
T=pP lAP.



REPONSE:

Cette matrice P est la matrice de passage de la base canonique vers la
base 4’. On la construit en mettant dans les colonnes es coordonnées des
vecteurs de 9B’ décomposés dans la base canonique.

[

*

8. Soit M € .43(R).
(a) Montrer que si N2 = T, alors NT = T N. En déduire alors que N est

de la forme :
a b c¢
0 a b
0 a

ol a, b et ¢ sont trois réels.
REPONSE:

On suppose que N2 =T alors
NT=NN?=N?3

et
TN=N?N=N3

donc

Si N2=T, alors NT=TN

On suppose que N2 =T alors on sait que NT = TN. Cherchons N sous la
forme

a b c
N=lg e f
g h i
Alors NT = TN peut s'écrire
a+d b+e c+f a a+b b+c

d+g e+h f+i|T|d d+e e+f
g h i g g+h h+i

Cette égalité entre deux matrices nous donne le systéme a neufs équations
et neuf inconnues

a+d =a
b+e =a+b
c+f =b+c
d+g =d

e+h =d+e

f+i =e+f
4 =8
h =g+h
i =h+i
Donc

d =0

e =a

f =b

g =0

h =d

i =e

g =0

i =0




d =0
e =a
f =b
g =0
h =0
i =a
g =0
h =0

a b c
SiN?>=T,alorsN=|g 4 b

0 0 a

(b) Démontrer alors que I'équation matricielle N2 = T admet exacte-
ment deux solutions : Ny et No.
REPONSE:

a b c

On peut donc chercher les solutions sous la forme N=|g , 3| L'équa-
0 0 a
tion N2 = T est équivalente 3
a’> 2ab 2ac+b*| (1 1 0
0 a® 2ab [=[o 1 1
0 0 a? 0

Ce qui est équivalent a

Il'y a donc dexu solutions pour a=+1

Avec a=1 On a une solution

1 12 -8
Ni=lo 1 112
0 0 1

et avec a=—1 on trouve une autre solution

-1 -1/2 1/8

Na=lo -1 =112

0 0 -1
1 Y2 -1/8 -1 =12 1/8
Les deux solutions sont Ny=|g 1 12 |etNo=|¢g -1 =—112
0 0 1 0 0 -1

9. Montrer que I'équation matricielle M2 = A d’inconnue M € .#3(R) ad-
met exactement deux solutions que I’on écrira en fonction de B,P~1, N;
et No.

REPONSE:

Soit M une matrice carrée d’'ordre 3
M?>=A e P 'M?>P=P7lAP
o P MpPimMP=T
o (P lMp?=T
o P 'MP=N; ou P'MP=N, Résolution précédente
o M=PN, P~} ou M=PN, P!

Les deux solutions sont PN; P~1, PN, P~L.

Donc on retrouve bien que PN;P~! est la solution trouvé dans la partie B



10. Lensemble E des matrices M appartenant a ./3(R) telles que M? = A
est-il un espace vectoriel ?
REPONSE:

Ce n'est pas un espace vectoriel car la matrice nulle n'est pas solution de cette équation.
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