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Dans ce probleme, toutes les variables aléatoires sont réelles discrétes et définies sur le
méme espace probabilisé (2, A, P).
Soit k£ € IN*. On dit que X admet un moment d’ordre k si X* est d’espérance finie.

Soit o un réel strictement positif. On dit que la variable aléatoire réelle discrete X admet
un moment exponentiel d’ordre « si la variable aléatoire eI X! est d’espérance finie.

On pourra utiliser sans démonstration les deux propriétés suivantes. Soit n € IN*, et soient

X4, -+, X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes. Alors:
- 81 f est une application définie sur IR & valeurs réelles, les variables f(X7), - -+, f(X,) sont
mutuellement indépendantes ;
- si les n variables aléatoires X1, ---, X,, sont d’espérance finie, alors la variable aléatoire
n n n
H X, est d’espérance finie et E(HXZ) = HE(Xi).
i=1 i=1 i=1

On rappelle que, si la variable Y est d’espérance finie, et si | X| < Y, alors X est aussi
d’espérance finie.
PARTIE A. Préliminaires (deux questions indépendantes).
1.a. Donner le développement en série entiere de la fonction cosinus hyperbolique et celui de la
t2/2

fonction ¢t — e" /<. On donnera le rayon de convergence de ces deux séries entieres.

t2
b. En déduire que V¢t € R ch(t) <e” .

2. Soit f: IRy — IR, continue sur IR, et admettant une limite finie en +oo.
a. Montrer que f est bornée sur IR .
b. Soient k£ un entier naturel et « un réel strictement positif. Montrer que la fonction g définie
sur R par g(t) = t* 77" est bornée sur R, ..
PARTIE B. Transformée de Laplace d’une variable aléatoire.
Soit X une variable aléatoire réelle discrete. On note Ix 1’ensemble des réels ¢ tels que la
variable !X est d’espérance finie et, pour tout ¢ € Iy, on pose
Lx(t) =E(eX) .
La fonction Ly est la transformée de Laplace de la variable X.
3.a. Montrer que 0 € Iy, et que Ix est un intervalle de IR.
b. Si X est a valeurs dans IN, quel lien y a-t-il entre Lx et la fonction génératrice Gx 7

4. Pour chacune des variables aléatoires suivantes, déterminer l'intervalle Ix et calculer £x ()
pour t € Ix.
a. X suivant une loi de Poisson de parametre A, avec A € RY.

b. X suivant une loi géométrique de parametre p, avec p €10, 1][.
c. X suivant une loi binomiale de parametres n et p, avec n € IN* et p €]0,1].
d. X suivant une loi zéta de parameétre z, avec > 1 (¢f. exo 20 de la feuille “probabilités”).
Dans ce dernier cas, on donnera juste l'expression de Lx (t) comme somme d’une série.
PARTIE C. Majoration de Lx(t) pour une variable centrée a4 valeurs dans [—1,1].
5. Soit @ > 1. On considere la fonction g, définie par
l—z a(l42x)

VeelR  gq(z)= 7 + 5 —a®.

Calculer g,(—1) et g,(1), puis montrer que la fonction g, est positive sur [—1, 1].




6. En déduire que

-2z _, n 1+2z
e e .
2 2
7. Dans cette question, X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans [—1, 1.

Vte R, Ve [-1,1] e <

a. Montrer que Iy = IR, et que X admet un moment & tout ordre k, k € IN*,

b. On suppose X centrée, i.e. E(X) = 0. Prouver I'inégalité
t2

VieR:  Lx(t)<e?
puis montrer que cette inégalité est en fait vraie pour tout ¢ réel.

PARTIE D. La loi forte des grands nombres dans un cas particulier.

Dans cette partie, on note X une variable aléatoire discréte, centrée, & valeurs dans [—1, 1],
et on introduit une suite (X% )rew+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes et
X1+ + X,

- .
8. Soient t > 0 et € > 0. Avec I'inégalité de Markov, montrer que

P(Sn > 5) — P(emsn > etne) < (Cx(t))n eftne )

9. On fixe n € IN* et ¢ > 0. Etudier les variations de la fonction t — e~ ™+7t*/2_ En déduire
les inégalités

de méme loi que X. Pour tout n € IN*, on pose S,, =

n. 2 TLE2
P(S,>¢e)<e T puis  P(|Sy|>¢) <2e7 2
10. Pour € > 0 fixé, montrer la convergence de la série Z P(|5,] > ¢).

11. Pour € > 0 et n € IN* donnés, on pose B, () = U {w €0 [Sk(w)| > 8}.

k>n
Montrer que B(e) = ﬂ By, (g) est un événement négligeable.
nelN*
- . 1
12. Soit ensemble A = {w € Q| nggloo Sp(w) = 0}. Montrer que A = U B(};)

peEIN*
13. En déduire que la suite (S,) converge presque slirement vers 0, c¢’est-a-dire que A est un
événement presque sur.
PARTIE E. Fonction génératrice des moments.

Soit « un réel strictement positif. Dans cette partie, on considere une variable aléatoire
réelle discrete admettant un moment exponentiel d’ordre «.

14. Montrer que l'intervalle Iy contient le segment [—«, a].

15. En utilisant une des questions préliminaires, montrer que X admet un moment a tout ordre k
avec k € IN*.

16. Montrer que la transformée de Laplace Lx est continue sur le segment [—a, .
17. Montrer que la fonction Lx est de classe C*° sur l'intervalle ouvert | — «, of.
18. Que vaut £§§>(0) pour k entier naturel non nul ?

La transformée de Laplace Lx est aussi appelée fonction génératrice des moments
de la variable aléatoire X.



