EXERCICES de PROBABILITES PSI2 2023-2024

Notion de probabilité. Espaces probabilisés.

1. Un animal erre entre trois points d’eau A, B, C. A linstant t = 0, il est au point A. Si, a

I'instant n, il est en 'un des trois points A, B ou C, il en part alors et sera a l'instant n+1 de
fagon équiprobable en I'un des deux autres points d’eau. Pour n entier naturel, on note a,,
la probabilité pour que ’animal soit au point A a I'instant n. On définit de méme b, et c,,.

a. Exprimer a,41, bpt1 €t ¢,41 en fonction de a,, b, et c,.

b.

0 1/2 1/2
Soit la matrice A = | 1/2 0 1/2 |. Montrer qu’elle est diagonalisable et, en moins
1/2 1/2 0

d’une minute, trouver une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que
A=PDP".

c. Exprimer a,, b,, ¢, en fonction de n.

a. Si 'on note A,, I’événement: “a l'instant n, 'animal se trouve au point A”, et de méme, B,

et C),, on a alors, par la formule des probabilités totales,
P(An+1) = P(An+1|An) P(An) + P(An+1|Bn) P(Bn) + P(An+1|0n) P(Cn) )

1 1 1
SOit Gpy1 = §(bn + ¢,) et, de méme, b, 11 = §(an +cn) et cpyr = i(an +by).

1
. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable, on note que M = A + 5[3 =

1 1 1
— |11 1 1] estderang 1, et que Ker(M) = Eo(M) = E_%(A) est le plan d’équation
1 1 1
cartésienne  + y + z = 0. En utilisant (par exemple) la trace, on voit que 1 est valeur
1
propre de A, le sous-espace propre associé étant la droite engendrée par le vecteur | 1
1
On peut par exemple utiliser le fait que, la matrice A étant symélrique réelle, ses sous-
espaces propres sont deur & deuz orthogonauz. On déduit facilement que A = PDP~! avec
1 1 1 0 1
D:diag(—i,—§,1> et P=[-1 1 1
0 -1 1
an 1

c. On introduit le vecteur-colonne X,, = | b, |. Alors Xg = [ 0 | et, pour tout n entier na-

Cn 0
1 2 -1 -1
turel, on a X,,41 = AX,,, d’ot classiquement X, = A"Xy.Ona P '=—- |1 1 -2 |,
1 1 1
Tn Yn Yn 1 9 1"
puis A" = P D" P! = |y, m, yn |, avec wn=§+§x(——>et
Yn Yn Tn

). Enfin, X,, = A" X est la premiére colonne de A", donc
2
3

(F) w measb (D)




2. On effectue une suite de lancers indépendants d’une piece de monnaie. La probabilité d’obtenir

“Face” & chaque lancer est p €]0, 1].
Pour tout n > 1, on considere I’événement U,: “on obtient deux Face de suite, pour la
premiere fois, aux lancers numéros n et n + 1”7, et on pose u,, = P(U,).

Notons r,, la probabilité qu’au cours des n premiers lancers, on ait obtenu au moins une
fois deux Face consécutifs. Exprimer r,, en fonction des ug. On considere aussi I’événement

E,: “il existe k € [1,n] tel que on ait obtenu Face aux lancers numéros 2k — 1 et 2k”.
—+o0

Montrer que P(E,) = 1— (1 —p*)". Montrer que P(E,,) < 73,. En déduire que Z u, = 1.

Interpréter. n=1

Pour tout n € IN*, nous noterons F,, I’événement: “le n-éme lancer donne Face” et P, = F,,
lévénement contraire, a savoir: “le n-éme lancer donne Pile”. On a donc P(F,) = p.

Si, pour n > 2, on note R, ’événement: “au cours des m premiers lancers, on obtient

n—1
au moins une fois deux Face consécutifs”, on a R, = |_| Ui (réunion disjointe). Donc
k=1
n—1 n n
Ty = Zuk. On a ensuite E,, = U(ng,l N Fy), done E,, = m(ng,l U Fy) =
k=1 k=1 k=1

n

ﬂ (ng_l N F2k>. Or, P(ng_l N ng) = 1 —p?. Par indépendance, P(E,) = (1 —p?)",
k=1
puis P(E,) =1— (1 —p?)". En termes d’événements, on a clairement F,, C Ry,, donc par
croissance d'une probabilité, P(E,) < P(Ray) = r2,. On a alors les inégalités 1—(1—p*)" <

ron, < 1. Par encadrement, on déduit 111}3 ron, = 1. La suite (r,) étant croissante (sommes
n—-+0oo
+oo
partielles d’une série & termes positifs), on déduit lim r, = 1, soit Zun = 1. Il est
n—+oo ot

donc presque stur que ’on obtiendra “un jour” deux Face consécutifs.

Remarque. On peut obtenir ce dernier résultat un peu plus simplement. En effet, si I'on
note E I’événement: “on obtient au moins une fois deux Face consécutifs”, alors on a
E, C E pour tout n. Donc P(E,) < P(E) <1 pour tout n. Comme lim P(E,) =1,

n——+oo
alors P(E) = 1.

3*.

Probléme de la ruine du joueur. Deux joueurs A et B s’affrontent en des parties
indépendantes. Le joueur A dispose d’une fortune égale a n brouzoufs tandis que le joueur
B dispose de N — n brouzoufs. A chaque tour, le joueur A a la probabilité p €]0,1[ de
I’emporter et le joueur B a la probabilité complémentaire ¢ = 1 — p. Le joueur perdant cede
alors un brouzouf au vainqueur. Le jeu continue jusqu’a la ruine d’un des deux joueurs. On
note a, la probabilité que le joueur A I'emporte lorsque sa fortune initiale vaut n.

a. Que valent ag et ay ? Etablir la formule de récurrence

Vn e [1,N —1] Gp =P an+1 +qGn_1 -



b. En déduire que la suite (uy)1<n<n définie par w, = a, — a,—1 est géométrique.
c. Calculer a,, en distinguant les cas p = q et p # q.

d. Montrer que le jeu s’arréte presque surement.

a.Onaagy=0etay =1.

Supposons que le joueur A posséde une fortune initiale de n brouzoufs. Notons T' I’événement:
“le joueur A gagne le premier tour de jeu”, et E,, 'événement: “le joueur A gagne la partie”.
On a alors, par la formule des probabilités totales, la relation

an = P(Ey) = P(En|T) P(T) + P(En|T) P(T) -

Or, P(T) = p, P(T) = q, P(E,|T) = an41 = P(E,;1) puisque cela revient a démarrer la
partie avec une fortune initiale de n+ 1 brouzoufs pour le joueur A, et de méme P(E,|T) =
P(E,—1) = ap—1. On obtient bien la relation

Ap = P An41 + qap—1 .
b. La relation obtenue ci-dessus s’écrit aussi p a,, + ¢ @, = p Gn41 + q Gp—1, soit encore
q(an —an_1) =p(ant1 — an), OU encore Upi1 = Z; Uy,

. 1 . Lo .
c.eSip=gq= 3 alors la suite (u,) est constante, ce qui signifie que (a,) est une suite

n
arithmétique. Avec ag = 0 et ay = 1, on déduit a,, = W pour n € [o, NJ.

1 q n—1 q n—1
e Sip#gq,ie. sip#é,on a, pour tout n € [1, N|, u, = (;0) up = (5) a1, puis

n n n—1 q E 1— (g)n
an:ao—f—Z(ak—ak,l):Zuk:al Z(i) :allipﬂ'
k=1 k=1 k=0 p — P

1_4
p

1=(3)

Ensuite la relation ay = 1 fournit aq, = - Finalement,

1
Vn € [0, N] an =
1

d. Un calcul symétrique montre que la probabilité que le joueur B gagne lorsque sa fortune
1 _ (B)n
Y S
_ ()N

q
il est donc presque siir que I'un des deux joueurs gagne en un temps fini.

initiale vaut n est b,, = . Un calcul laissé au lecteur montre que a,, +by_, = 1,

“+o0 “+o0
4. Soit (A,) une suite d’événements sur un espace probabilisé (€2, A, P). On pose S = ﬂ ( U Ak).
n=0 k=n

a. Montrer que S est un événement, i.e. S € A, et qu’il est réalisé si et seulement si une infinité
des événements A,, sont réalisés.



. Dans cette question et la suivante, on considére une suite infinie de lancers indépendants
d’une piéce, la probabilité d’obtenir “Pile” & chaque lancer étant p €]0, 1[. Pour tout n € IN,
on considere I’événement A,, : “au cours des 2n premiers lancers, on obtient autant de Pile
que de Face”. Calculer P(A,) pour tout n. om 1

. Montrer que, pour tout n entier naturel, on a < N > < 4". En déduire que, si p # 3 la

série Z P(A,,) converge. Montrer alors que P(S) = 0.
n>0

. Une tribu est stable par réunion ou intersection finie ou dénombrable, donc S € A.
Soit par ailleurs w € €. On a

weS < VYnelN Jk>n weA;.

Cela signifie que I’ensemble des indices k tels que w € Ay est une partie de IN non majorée,
ou ce qui revient au méme, une partie de IN infinie.

. On reconnait un schéma de Bernoulli (répétition de 2n épreuves de Bernoulli indépendantes)
de parametres 2n et p, la probabilité d’apparition de n “succes” lors de 2n épreuves est

alors P(A,) = <2:) p" (1 —p)", c’est la loi binomiale B(2n, p).

. L’inégalité ( N < 4™ est vraie pour n = 0 (c’est alors une égalité), et on récurre
facilement apres avoir vérifié que

2(n+1)
( n+1 ) (2n+2)! (n!)? 2(2n+1)<4n+474

(2n) (n+1))2@n)! nt+l = ntl

1 1
Sip # 5 alors p(1 — p) < 1 (étudier les variations de « — z(1 — x) sur [0, 1]), et alors
0< P4, < [4p(1 — p)]n (majoration par une suite géométrique de raison < 1), donc par
comparaison de séries a termes positifs, la série Z P(A,) est convergente.

—+oo —+oo
Posons B, = U Ay, alors P(B,) < ZP(Ak) par la propriété de sous-additivité,

k=n k=n
mais comme le reste d’ordre n d’une série convergente tend vers zéro lorsque n tend

vers +00, on en tire que lirf P(B,) = 0. Enfin, on a S C B,, pour tout n, donc par
n—-+0o0
croissance d’une probabilité, 0 < P(S) < P(B,) pour tout n. Comme lirf P(B,) =0,
n——+00
on déduit que P(S) = 0.

1
Autrement dit, si la piece est déséquilibrée (p # 5), le jeu sera presque stirement définitivement
déséquilibré a partir d’un certain moment. J’essaie de m’expliquer plus clairement: par ex-
emple, si p > ok alors a chaque lancer, il est plus probable d’obtenir “Pile” que “Face”

et, si lon répete indéfiniment des lancers de cette piece, il est presque str (événement
de probabilité 1) qu’a partir d’un certain moment, on comptabilisera toujours strictement



plus de “Pile” que de “Face” dans les lancers déja effectués. Bref, si une équipe est vrai-
ment meilleure qu’'une autre a un jeu qu’elles répetent indéfiniment, il est presque sir qu’il
arrivera un moment ou les deux équipes n’égaliseront plus, 'avantage restant définitivement
a I’équipe la plus forte.

5*. Soit (A4,) une suite d’événements mutuellement indépendants. Montrer que la probabilité

qu’aucun des événements A,, ne soit réalisé est majorée par M = exp ( — Z P(An)).
—x

On pourra utiliser l'inégalité YVx € IR 1 —x <e

Pour tout n, on a, puisque les A,, sont aussi mutuellement indépendants,

n

(*) : P(ﬁfk) HP (4 ) H( —P(Ak))gﬁe_P(Ak):exp(— P(Ak)).

k=0 k=0 k=0
“+ o0 “+o00 n
Par continuité décroissante, puisque ﬂ A, = ﬂ B,, avec B,, = ﬂ Ay, la suite (B,,) étant
n=0 n=0 k=0

n —+oo
décroissante pour l'inclusion, on a donc  lim P( ﬂ ka‘) = P( ﬂ E)

n—-+4oo

+o00
Par ailleurs, hm exp( ZP (Ag) ) = exp ( — ZP(A,J) = M par continuité de
n=0

I’exponentielle, en convenant que M = 0 si la série Z P(Ayg) diverge, ce qui est cohérent.
Par passage a la limite dans (*), on obtient alors I'inégalité demandée.

Remarque. On déduit notamment que, si les A,, sont mutuellement indépendants et si la
série Z P(A,,) diverge, alors il est presque sir qu’aucun moins un des événements A,, se
réalise.

Variables aléatoires discrétes.

6. Deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivent des lois géométriques G(p) et G(q)
respectivement. Calculer P(X <Y).

On décompose {X <Y} = | |({X =k} N {Y > k}). Par g-additivité de P, puis

k=1
indépendance des variables X et Y, on obtient
k
P(X <Y) ZP P(Y > k) Zpl PP (1-gf =p(1-9 > (1-p)(1-9q)

pl-q) _ p—prq
—(1=-p)(1-q) pt+a-pq

Cela donne P(X <Y) = 1



7. Calculer E( si X suit la loi de Poisson de parametre A > 0.

7)o % it o i de Poison de paranitee ) >

A
C’est juste un petit calcul: la formule du transfert donne E(X n 1) Z Pl _AH

sous réserve que cette série converge. On peut aussi dire que le calcul est tougours possible
k

dans [0, +00] puisque tous les termes sont positifs. Mais le terme général e~ (k 1) est, a
1
un décalage d’indice pres, celui d’une série exponentielle, d’ou la convergence, soit X1
est d’espérance finie et
_a Foo —A Foo -
B S S
X+1 k: +1 )\ ki +1 A Pt k! A

8. Deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivent des lois géométriques G(p) et G(q)

. . . X 1 oo .
respectivement. Quelle est la probabilité que la matrice A = ( 0y soit diagonalisable 7

On note d’abord que la matrice aléatoire A(w) = ( v (w)) est diagonalisable si

et seulement si X(w) # Y (w): en effet, elle est triangulaire donc, si X (w) # Y (w), elle
admet deux valeurs propres distinctes, ce qui entraine sa diagonalisabilité, tandis que si
X(w) = Y(w), elle a une seule valeur propre et elle n’est pas scalaire donc elle n’est
pas diagonalisable. L’événement {A est diagonalisable} coincide donc avec 1’événement
{X #Y}. 1l est plus facile de travailler sur I’événement contraire, puisque

+oo

(X=vy=]({x =k n (v =k}),
k=1
Par incompatibilité puis indépendance, on déduit

PX=Y) = fP(X:ketY:k)

- iOP(X:k) P(Y = k)
k:1+oo

= g Z(l —p) (1 — g

= pq Z (1=p)(1—q)"

pq
I-(1-p)(1—-q)°




-2
Enfin, P({A est diagonalisable}) =1 - P(X =Y) = w
p+q—pq

9. Soit N € IN*. Soit p €]0,1[. On pose ¢ = 1 —p. On considére N variables aléatoires X1, - -+, X
définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P), mutuellement indépendantes et de méme
loi géométrique de parametre p.

a. Soit ¢ € [1, N, soit n € IN*. Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).
b. On consideére la variable aléatoire Y définie par Y = . gLnN X;, c’est-a-dire
Yw € Q Y (w) = min {X;(w), -, Xn(w)} .
Soit n € IN*, calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
c. Reconnaitre la loi de Y. En déduire E(Y).

a.Ona P(X; = k) = qp* ! pour k € IN*, donc

n n n—1
_ 1—q" n
P(Xign):ZP(Xizk):quk1:p2qk:p1_q:17(] .
k=1 k=1 k=0

Par événement contraire, P(X; >n)=1—-P(X; <n)=¢"=(1-p)"

b.SiweQ, onaY(w)>n < mn{X;(w), -, Xyw)} >n < Vie[l,N] X;(w)>n,
N

donc {Y >n} = ﬂ{XZ > N} et, par indépendance des variables X,
i=1 N
PY >n)= HP(Xi >n) = (¢")N = ¢V .
i=1
Par événement contraire de nouveau, P(Y <n) =1— P(Y >n) =1 — ¢"V, puis
P(Y =n) =P >n—1)—P(Y >n) =g DN _ "N = ;=N _ ¢V
c. On a Y(Q) = IN* et, pour tout n € IN*, P(Y = n) = (1 — ¢") (¢™V)""!, on reconnait une

loi géométrique de parametre 1 — ¢¥. Donc, d’apres le cours, EY) =

1—gN’

10. Lors d’une rencontre d’athlétisme, la barre est montée d’un cran apres chaque saut réussi par
le concurrent. La compétition s’arréte pour le sauteur au premier saut raté. Pour le saut
numéro n, l'athlete a une chance sur n de passer la barre. On note X le rang du dernier
saut réussi.

Quelle est la loi de X? Montrer que X2 est d’espérance finie, calculer Iespérance et la
variance de X.

n
Soit F,, I'événement: “I’athlete réussit le n-iéme saut”. Ona {X =n} = ( ﬂ Sk> N Snit-
k=1
Ces événements étant mutuellement indépendants (il faut bien le supposer!), on déduit

P(X_n)_<]]-_[111) (1771—1&—1):%7(71—11—1)!:(7111)!'




“+o0
On vérifie que Z P(X =n) =1 (c’est facile, c’est une série télescopique), ce qui montre

n=1
que la compétition s’arrétera presque sirement, ou encore que X est presque sirement a

valeurs dans IN (et non dans IN U {+o0}).
+oo
Pour D'espérance, la formule E(X) = Z P(X > n) permet un calcul rapide. En effet,

n=1
lévénement {X > n} signifie que les n premiers sauts ont été réussis, sa probabilité est

11
donc H T = Donc
n!

k=1 400 +o0o 1
E(X)—ZP(in):ZE:e—l
n=1 n=1

Ensuite, il y a un peu de calcul: en écrivant n® = (n + 1)n(n — 1) + (n+ 1) — 1,

“+o0 +oo TL3
E(X?) = > n’*P(X=n) = Zm
+o0 +oo +oo
_ (n+ n(n—1) n+l 1
- n; (n+ 1) +;(n+l)! ;(nﬂ)!
+oo 1 +<>01 +o00 1

*2” 1 *f 1 *i:” 1
= iﬂ_ — —
= nl = nl < nl
= e+(e—1)—(e—2) = e+1,
et enfin V(X) = E(X?) —E(X)? =e(3 —e).

11. On considére un détecteur de particules ayant une probabilité de détection de chaque par-
ticule eégale & p €]0, 1[. On note N et S les variables aléatoires qui comptent respectivement
le nombre de particules arrivant sur le capteur et le nombre de particules détectées. On
suppose que N suit une loi de Poisson de parametre .

a. Soient s et n entiers naturels. Calculer P(S = s|N = n), puis P(S = s, N = n). En déduire
la loi de S.

b. Sans calcul, donner la loi de N — S.
c. Les variables S et N — S sont-elles indépendantes ?

d. Les variables N et S sont-elles indépendantes 7

a. La loi conditionnelle de S sachant N = n est binomiale de parametres n et p, autrement dit

(Z)ps(l —p)"° si0<s<n

0 si s>n

Y(s,n) € IN? P(S=s|N=n)=



Par la formule des probabilités composées,

P(S=s,N=n) = P(N=n)P(S=s|N=n)
A" [n _
A S n—s .
_ e m(g)p(l—p) si0<s<n
0 si s>n

Enfin, par la formule des probabilités totales, en posant ¢ = 1 — p pour abréger,

P(S=s) = §P(S=S,N=n)

+oo
A n
_ A7 s n—s
= Yt ()
n=s
e—>\ S ps +oo )\k qk

s! k!
k=0

_ €_>\ A® ps ANg _ _—Ap ()‘p)‘S
— e = ¢ —
s! s!

La variable S suit donc la loi de Poisson P(Ap).

b. La variable N — S représente le nombre de particules ayant échappé a la détection. Or,
la probabilité de non-détection d’une particule arrivant sur le capteur est ¢ = 1 — p. En
quelque sorte, les succés deviennent des échecs et inversement. 11 suffit donc d’échanger p
et ¢ pour avoir la loi de la variable N — S, ¢’est donc P(Aq).

c. Si k et [ sont deux entiers naturels, on a

-+l
P(S=k,N—-S=1)=P(S=kN=k+1)=e¢ A (kH)p’“ql,

(k+1)! k
tandis que
k ! k+l ok
= S 07 S v OV ) P A
P(S=kP(N-S=l)=e 1 e 0 —e o
On constate que les deux expressions sont égales, les variables S et N — S sont donc
indépendantes.

d. Les variables S et N ne sont pas indépendantes, par exemple car P(S =2 N = 1) =0,
alors que P(S = 2) et P(N = 1) sont tous les deux non nuls.

12. Une urne contient trois boules numérotées 1, 2, 3. On tire avec remise une boule dans cette
urne, on note X le nombre de tirages nécessaires pour voir apparaitre les trois numéros. On
note A le rang d’apparition du premier 1, B celui du premier 2, C' celui du premier 3.

a. Exprimer I’événement {X > n} en fonction de 4, B et C. Calculer P(X > n) pour n € IN*.

+o0o
b. Calculer P(X = n), puis Z P(X = n). Interpréter.
n=1



c. La variable X est-elle d’espérance finie ? Si oui, calculer E(X).

a. Notons que X (2) = [3, +oo[. L’événement {X > n} se réalise lorsqu’au moins une des trois
boules n’est pas apparue lors des n premiers tirages, donc

{X>n}={A>n} U{B>n} U {C>n}.

Posons E = {A > n}, F = {B > n}, G = {C > n}. Il est connu que P(E U F) =

P(E)+ P(F)— P(E N F). En itérant, on obtient
P(EUFUG) = P((EUF)UQG)
= P(EUF)+P(G)—P((EUF)nNQG)
= P(E)+P(F)-P(ENF)+PG) —-P(ENG) U (FNQG)
= PE)+P(F)+PG -PENF)-—P(FNG —-PGNE+PENFNQG).
Pour démontrer cette relation, cas particulier de la “formule de Poincaré”, dite aussi
“formule du crible” (hors programme), on a utilisé notamment la distributivité de I'intersection

par rapport & a réunion: (E U F) N G=(E N G) U (F N G), et I'égalité évidente
ENnGN(FNG=ENFnNG.

2\ "
Ici, les événements E, F'; G ont tous trois pour probabilité (5) , les événements E N F,

1\
F N Get G N E ont tous trois pour probabilité (g) ,enfin E N F N G = (. Finalement,

Vn>3 P(X>n)=P(EUFU G):3x(§)n—3x<%>n:

2" —1
3n71

Notons que cela reste cohérent pour n =1 et n = 2 puisque P(X > 1) = P(X > 2) = 1.
b. Pour n > 3, on a

n-l—1 2n—1 2n7l_2
PX=n)=PX>n—-1)—P(X >n) = 2 T gasi —  gaci
On peut calculer “bétement” la somme de la série (ce sont des séries géométriques), mais
on peut aussi utiliser le télescopage:

“+o0 “+oo
ZP(X:n):;(P(X>n—1)—P(X>n)) =P(X>2)~ lim P(X>n)=1-0=1,

ce qui rassure toujours! De facon presque siire, on finira par voir apparaitre les trois boules.

c. Comme X est une variable aléatoire a valeurs dans IN, il suffit de considérer la série
ZP(X > n), qui est aussi, par décalage, Z P(X > n — 1), soit encore Z P(X > n).

n>1 n>0 n>0
. L PSR . 2 1
On a alors une combinaison linéaire de deux séries géométriques de raisons 3 et —, d’ou la

convergence, ce qui montre que X € L' (), puis



E(X

“+ o0 “+o0

):ZP(X>n):1+1+1+Z[3><(;)n—Sx@)n} =3+ —Z I -5

n=0 n=3

13. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans IN. Elles suivent la

a0 TP

méme loi définie par:
Vk € IN P(X =k)=P(Y =k) =pg",

ou p €]0,1[ et ¢ = 1 —p. On considére alors les variables U et V définies par U = max(X,Y)
et V=min(X,Y).

. Déterminer la loi du couple S = (U, V).
. Déterminer les lois marginales de U et de V.
. Vérifier que W =V 4 1 suit une loi géométrique. En déduire I'espérance de V.

. Les variables U et V sont-elles indépendantes ?

Remarquons que les variables X + 1 et Y + 1 suivent une loi géométrique de parametre p.

. On a S(Q) c IN?, soit alors (k,1) € IN?.

e Si k <, il est clair que P(S = (k;,l)) =0.
e Si k=1 alors {S=(kk)} ={X =k} n {Y =k} puis, par indépendance,

P(S=(k,k))=P(X =k PY =k)=p*¢**.
o Sik>1 alors {S=(k1)}= ({X:k} N {Y:l}) L ({X:l} N {Y:k}),donc
P(S=(kl)=PX=kPY=0)+PX=0)PY =k)=2p*¢"".

.OnaU(Q) =V(2) =N et, pour tout n € IN,

PU=n) = Y PH{U=n}n{V==E}
k=0

n—1
— Z 2p2qn+k + p2q2n
k=0

1—qg"
_ 2p2qn q +p2q2n
1—¢
= pq" (pg" +2—2¢").
et
+oo
P(V=n) = > PH{U=k} n {V=n})

k=n

—+oo
— p2 q2n+ Z 2p2qk+n
k=n+1



n+1
n q

1—

= ¢+ 2%

= pg™(1+q).
c. On a W(Q) = IN* et, pour n € IN*,
PW=n)=PV=n-1)=p* 2(1+q) =(1-¢) (A" ".

Ainsi, W suit la loi géométrique de parametre 1 — ¢2 et, d’apres le cours, E(W) =

q2

1—¢2
d. On note que P({U =0} N {V =1}) =0, alors que P(U = 0) # 0 et P(V =1) # 0. Les
variables U et V ne sont donc pas indépendantes.

Enfin, par linéarité de espérance, E(V) =E(W — 1) =E(W) -1 =

14. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans IN. On suppose que X suit une loi de
Poisson de parametre A > 0 et que, pour tout n, la loi conditionnelle de Y sachant X =n
est binomiale de parameétres n et p, avec p €]0, 1[.
a. Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).

b. Reconnaitre la loi de Y.
a. L’hypothese signifie que

ny k n—k
- 0<k<
Y(k,n) €IN?  P(Y =k|X =n) = (k)p( Pt si0sksn

0 si k>n
Par la formule des probabilités composées,
P(in,sz) = P(X:n)P(Y:k\X:n)
A" (n _
AN ki1 _ . yn—k
_ e py <k)p(1 D) si0<k<n
0 si k>n

b. Par la formule des probabilités totales, en posant ¢ = 1 — p pour abréger, on a, pour tout

k € IN,
“+o0
P(Y=k = Y P(X=n,Y=k)
n=~k
—+o0
A" (n e

_ Ze /\7' (k)pkq k
— n!
N XN |

= o 7 (avec j =n—k)

j=0
—X \k k k
€ A p e)\q _ e—)\p (Ap)

k! k!



La variable Y suit donc la loi de Poisson P(Ap).

15.a. Rappeler 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

b. Soit (Y;,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi et de

n
variance fiinie. On pose S,, = E Y).. Prouver que :
k=1

V(Y1)
na?

Va € R} P(‘i" ~E(M)| > a> <

c. Application : On effectue des tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans une urne
contenant 2 boules rouges et 3 boules noires. A partir de quel nombre de tirages peut-on
garantir & plus de 95% que la proportion de boules rouges obtenues restera comprise entre
0,35 et 0,45 ? Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y;
mesure l’issue du i-eéme tirage.

a. cf. cours.
b. ¢f. cours (démonstration de la loi faible des grands nombres).

c. Pour tout ¢ € IN¥, soit Y; la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si la i-éme boule tirée

est rouge, 0 si elle est noire. Les Y; sont mutuellement indépendantes, et suivent chacune la

2 2 2 3 6 Sh

loi de Bernoulli de parametre £ Donc E(Y7) = E et V(Y1) = EXE= 55 La variable —
n

représente la proportion de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages. On cherche a

Sh 1 1 1
partir de quel rang n on peut affirmer que P(‘ — —E(Yl)‘ > 20) < —.Or,aveca = —
n

—20° 20’
Sy, 1 V(Y; 96
I’inégalité du b. donne P(‘ — E(Yl)’ > ) < 400 (1) = —. Il suffit donc que 'on
n 20 n n
ait % < i, soit n > 1920.
n 20

16. On effectue une suite de lancers d’une piece de monnaie. On suppose que les résultats des
lancers sont indépendants et que, a chaque lancer, la piece donne pile avec la probabilité
p €]0, 1] et face avec la probabilité 1 — p. On note X la variable aléatoire égale au nombre
de lancers nécessaires pour obtenir deux ”pile” consécutifs. Par exemple, pour la suite de
lancers PFFPFPPFFF..., on a X = 7. Pour tout n entier naturel non nul, on nomme P,
I’événement: “le n-eme lancer donne pile” et F,, = P, ’événement: “le n-eme lancer donne
face”

a. Pour tout n entier naturel, on note A,, 'événement: ”on obtient pile aux lancers 2n + 1 et
n—1 ~+o00 “+o00
2n 4+ 27. Calculer P(A,,) et P( ﬂ /Tk) En déduire P( ﬂ Tn), puis P( U An).
k=0 n=0 n=0

b. Pour tout n, on note E,, I’événement: “on n’a pas obtenu deux pile consécutifs lors des n
)
premiers lancers”. Montrer que, pour n > 3, on a

P(X =n)=p*(1 —p) P(En-3) .



+oo
c. En utilisant la relation E(X) = Z P(X > n), calculer le temps d’attente moyen de deux

“pile” consécutifs.

a.Ona A, = Py, 1 N Pa,42 et, par indépendance, P(A,) = P(Papi1) P(P2ni2) = p*. Donc

n—1
P(A}) = 1 —p%. De nouveau par indépendance, P( ﬂ Ai;C) = (1 — p*)™. Soit I’événement
k=0
“+oo n—1
B= ﬂ A,,. Alors, pour tout n, on a B C ﬂ Ay, donc pour tout n,
n=0 n—1 k=0
< < Ap) =1 -pH)"
0< P(B) < P(kﬂoAk) Q-p)" 0,

+00 Foo
soit P(B) = P( ﬂ A7n> = (. Par passage au complémentaire, P( U An) = 1. On in-

n= n=
terprete cela en disant que la probabilité qu’au moins un des événements A, se produise
vaut 1. En toute rigueur, X est une variable aléatoire & valeurs dans IN U {+oo}, mais
lévénement {X = 400}, qui correspondrait & une suite de lancers ou ne figurent jamais

—+o0
deux “Pile” consécutifs, est de probabilité nulle, puisque {X = 400} C m A, (événement
n=0
+oo
quasi-impossible). Ainsi, on a bien Z P(X =n) =1, ce qui permet de considérer X comme
n=2

une variable aléatoire a valeurs (presque sirement) dans IN.

b.Ona {X=n}=P, N P,_1 N F,_o N E,_3. En effet, si X =n, les lancers n — 1 et n
donnent “Pile”, le lancer n — 2 donne nécessairement “Face” (sinon on aurait eu X < n),
et les n — 3 premiers lancers n’ont jamais donné deux “Pile” consécutifs. La réciproque est
immédiate. Par indépendance (1’événement F,,_3 ne dépendant que des résultats des n — 3
premiers lancers), on déduit

P(X =n)=p*(1—p) P(E,_3) .
c.Ona E, ={X >n}={X >n+ 1} pour tout n, donc, en utilisant b.,
P(X=n+2)

Vn € IN* P(X>n)=P(E,1)= »2(1-p)

+o00
De Z P(X =n) =1, on déduit la convergence de la série de terme général P(X > n), et
n=2

+00 1 i 1-P(X =2 1-p* 1+
E(X):Z;P(in):m Z;,P(X:n): pQ(l(—p) ):p2(1fp): p2p'

Ainsi, dans le cas d’une piece équilibrée, le temps d’attente moyen de deux “Pile” consécutifs
est E(X) = 6.



17. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi, a valeurs dans IN,

a.

soit Z =X 4+Y. On suppose que Z ~ P(A) avec X > 0.

Espérance et variance de X ? b. Fonction génératrice de X 7 c. Loide X 7

d. Soit n € IN. Quelle est la loi conditionnelle de X sachant {Z =n} ?

a. Comme X et Y sont positives et de somme Z,on a0 < X < Z. Le fait que Z soit d’espérance

finie entraine que X et Y sont toutes deux d’espérance finie par comparaison, et elles ont la
méme espérance puisqu’elles ont la méme loi. De la linéarité de I'espérance, on déduit que

A=E(Z)=E(X)+E(Y)=2E(X), donc EX)=EY)=2.

De 0 < X < Z, on déduit aussi que 0 < X2 < Z? et, comme Z2 est d’espérance finie, il en
est de méme de X? par comparaison, donc X est de variance finie. Les variables étant, de
plus, indépendantes,

A=V(Z)=V(X)+V(Y)=2V(X), donc V(X)=V()=2.

. Comme X et Y sont indépendantes, Gz (t) = Gx,vy(t) = Gx(t) Gy (t) = Gx(t)? pour tout

t € [~1,1], donc Gx(t)? = e*~Y d’apres le cours.

Sit e [0,1], alors Gx( Z P(X ) t" est une somme de termes positifs, donc est

A-1)
positif, donc Gx (t) = Vert-1) = 62( .

Mais on sait que la fonction génératrice Gx est développable en série entiere sur [—1, 1], et
le fait de connaitre sa restriction a [0, 1] la détermine entiérement (par exemple parce que
cela permet de récupérer les coefficients & partir des dérivées successives évaluées en 0), on
A
5(t-1)
a donc Gx(t) = e’ pour tout ¢t € [—1,1].
Remarque. La série entiere définissant Gx est ici de rayon de convergence infini, et la
formule donnée pour G x (t) est valable en fait pour tout ¢ réel, mais 'usage est souvent de
ne considérer la fonction génératrice d’une v.a. & valeurs dans IN que sur U'intervalle [—1, 1]
puisque la connaissance de Gx sur cet intervalle est suffisante pour retrouver la loi de X,
ainsi que ses moments (espérance, variance, ...).

A
c. La fonction génératrice déterminant la loi, on déduit que X ~ P <2>, et idem pour Y.

d.

Soit k € IN. Si k > n, alors bien sir P(X =k |Z=n)=0et,si0<k <n,

P(Z =n) P(Z =n)
efx/z)‘ike—xm Ank
_ P(X=RKPY=n-k _ 5 3R — k)l
=) ey

nl



IONOIONON

1
La loi conditionnelle de X sachant {Z = n} est donc binomiale de parametres n et 7

18. Soit T une variable aléatoire & valeurs dans IN. On suppose que ¥n € N P(T > n) > 0.
On appelle taux de panne associé a T la suite (6,,),en définie par
0, =PT=n|T>n).

Typiquement, si T est la variable aléatoire indiquant I'instant ot un matériel tombe en
panne, la quantité 6,, indique la probabilité qu’il tombe en panne a I'instant n sachant qu’il
était encore fonctionnel jusque la.

a. Montrer que 6, € [0, 1] pour tout n.
b. Exprimer P(T > n) a l’aide des 6. En déduire que la série Z 0y, diverge.
c*. Inversement, soit (6,,) une suite d’éléments de [0, 1] telle que la série Z 0, diverge. Montrer

que la suite (6,)nenN est un taux de panne associé a une certaine variable aléatoire T'.

a. Le réel 6, est une probabilité (conditionnelle) donc appartient a [0, 1]. S’il valait 1, on aurait
P(T =n) = P(T > n), donc par différence P(T > n) = 0, ce qui est exclu.

b. On a, pour tout n entier naturel,

o _ P{T=n} n{T>n}) P(T=n) P(T>n)—P(T>n+1) _,_ P(T=n+1)
" P(T >n) - P(T>n) P(T >n) N P(T >n)
P(T > 1
Donc PTzntl) =1-— 6, pour tout n. Partant de P(T" > 0) = 1, on a immédiatement
P(T >n) .
VnelN  P(T>n)= (-6 .
k=0

“+oo
Mais P(T > n) = ZP(T = k) — 0 car c’est le reste d’ordre n — 1 d’une série
k=n

n—-+oo
n—1
convergente. Donc In (P(T > n)) = Z In(1 —0x) — —oo. La série a termes négatifs
o n—+o00
Z In(1 — 6) diverge donc.
Deux cas se présentent alors:

- 81 0% ne tend pas vers 0, alors évidemment la série E 0y, diverge (grossierement) ;

- si 0 tend vers 0, alors 0, ~ —In(1 — 0) et, par le critere des équivalents (les séries
considérées sont a termes positifs), la série Z 0 est encore divergente.

c. Analyse: si T' est une variable aléatoire solution, alors



P(T=n)=P(T>n)-P(T>n+1)=[[(1-6) - [T0-0x) =0, [T(1—64).

k=0 k=0 k=0
La loi de T est donc déterminée.
n—1
Synthese: Posons p,, = 0, H (1 — 6) pour tout n entier naturel. Alors les p,, sont des
k=0
n—1
réels positifs et, pour n € IN, on a p, = ¢, — gn+1 €n posant ¢, = H(l — 0). Comme
k=0

la série Z@k diverge, il en est de méme de la série & termes négatifs Zln(l — 0k) par
un raisonnement analogue a celui de la fin de la question b., donc ses sommes partielles
tendent vers —oo, soit In(g,) — —oo, puis lim ¢, = 0. La série télescopique Z Pn =
n—-4o0o n—-+4o0o
“+o0 +oo
Z(qn — ¢n+1) est alors convergente et an = Z(qn —Qn+1) =qo— lim ¢, =qo=1.

0 0 n—-+4oo
n= n=
Comme (pp)nenN est une distribution de probabilités sur IN, il existe alors une variable

aléatoire T (sur un certain espace probabilisé), a valeurs dans IN, et telle que P(T' = n) = p,
pour tout n.

+o0
Enfin, P(T > n) Zpk—z Gk — Qk+1) = Gn, PUis
k=n
P(T=n) pn
P(T =n|T > = =—=40,.
(T =nlT zn) P(T'>n) ¢, "

La suite (6,,) est donc le taux de panne associé a la variable aléatoire T'.

19. Soient Xj, ---, X,, des variables aléatoires réelles discrétes de variance finie. On appelle
matrice des covariances de la famille (X1, -, X,,) la matrice carrée d’ordre n:

S = (Cov(X;, X;))

1<i,j<n ’

a. Soient aq, ---, a, des réels. Exprimer la variance de X = a1 X1 + --- + a, X, a I'aide de la
matrice S.

b. Montrer que Sp(S) C Ry..

a. La covariance étant une forme bilinéaire symétrique sur I'espace vectoriel L?(£2), on a

V(X) = COV(iGiXi,ianj) Zzala] COV(X“X ZZaZaJ 'Slj .
i=1 j=1

=1 j=1 1=1 j=1
ai
Soit alors la matrice-colonne A= | : | € M,, 1(IR). Avec un peu de métier, on reconnait

an

que V(X)=A"T S A



. La matrice symétrique S est positive puisque, pour tout A € M,, ;(IR), avec les notations

dua.,, ATSA = V(X) > 0. Donc ses valeurs propres sont des réels positifs.

20*.

+oo
Pour tout réel x tel que x > 1, on pose ((z) = Z —. On considére une variable aléatoire
n
n=1
X sur un espace probabilisé (€2, A, P), qui suit la loi zéta de parameétre x, c’est-a-dire
telle que

X(Q) =IN* et VneIN* P(X =n)=

. Vérifier la cohérence de cette définition.
. Soit @ € IN*. Calculer la probabilité de 1'événement {a | X}.

. Pour tout n € IN*, on note p,, le n-iéme nombre premier, ainsi p; =2, po =3, p3 =5, - -

Montrer que, pour tout n € IN*, les événements {p; | X}, 1 < k < n, sont mutuellement
indépendants. too

d. Montrer que {X =1} = ﬂ {pr | X}
k=1
- - : 1 T 1
e. En déduire la (jolie) relation —— = lim I——.
Sy o LT
. 1 e . . ) 1
a. La suite (7) est une distribution de probabilités sur IN™ puisque les réels ———
n® ((x)/ neN+ n* ((x)
sont positifs de somme 1.
b. En posant alN* = {ka ; k € IN*}, on a
+oo
{a | X} ={X €alN*} = |_|{X=k:a},
k=1
donc, par o-additivité,
+oo
X) P(X —_— = =—.
Pl )= 3 P k)= 3t LS
c. On sait (vieur souvenirs du cours de premiére année) que, si p;,, -+, p;, sont des nombres

premiers distincts et si m est un entier naturel, alors

(et |m) = (IIn)|n

On peut traduire cela en termes d’événements: si 1 <117 < --- < 7 < n, alors
p ,

Ao 0= {(11) [}

j=1

On en déduit que



P(Jﬁ{pij 1X}) - P(“ﬁpi") | X}) S le ~ 1] P, 1 X).

On a a prouvé que, pour toute sous-famille des événements {p; | X}, ---, {pn | X}, la
probabilité de l'intersection est le produit des probabilités, c’est la définition d’événements
indépendants.
too
d. Dans IN*| seul le nombre 1 n’est divisible par aucun nombre premier. Donc {1} = ﬂ ppIN*
k=1
too
dans IN¥, soit {X =1} = ﬂ {pr|X} dans Q. Autrement dit, si w € Q, alors X (w) vaut 1
k=1
si et seulement si X (w) n’est multiple d’aucun nombre premier.

—_— 1
e. Soient les événements Ay = {px|X} pour k € IN". On a P(A;) = 1 — — pour tout k.
Py
Il résulte du théoréme de continuité décroissante que

+oo n n
o= =r(f) = i, (14 =, T (- ).

1
m7 on obtient la relation demandée, que l'on écrit
T

aussi sous la forme d’un produit infini (convergent):

Comme, par ailleurs, P(X = 1) =

21. Inégalité de Paley-Zygmund.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN, on suppose que X2 est d’espérance finie.
Prouver la relation

E(X)?
vt €]0,1 P(X >tE(X)) > (1-t)2? =2 .
Si on considére ’événement A = {X > tE(X)}, on pourra commencer par écrire

X=X 14+ X 13, ouly estla variable indicatrice de I’événement A.

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a E(X - 14)? < E(X?) E(13) = E(X?) E(1,).
Comme E(14) = P(A), on a obtenu la minoration

N E(X - 14)?
(*) PA) 2 =gy

Par ailleurs, par linéarité de espérance, E(X - 14) = E(X) — E(X - 15).
On note que X - 15 < ¢t E(X). En effet, pour w € {2



-siw € A, alors X - 15(w) =0 <¢E(X) puisque E(X) >0 ;

-siw e A, alors X - lz(w) = X(w) < t E(X) puisque w & A.

Par croissance de Pespérance, on a alors E(X - 15) <t E(X), donc
E(X - 14) = B(X) ~ B(X - 13) > (1 — 1) B(X) > 0

)
et, en élevant au carré, E(X - 14)? > (1 —t)? E(X)? En réinjectant dans (*), on obtient la
minoration recherchée de P(A).

Fonctions génératrices.

22. On considere deux dés que 'on lance indépendamment. Montrer qu’il est impossible de
truquer les dés de fagon que la somme des résultats affichés sur leur face supérieure suive
une loi uniforme sur [2,12]. On pourra utiliser la fonction génératrice de la loi de la somme
des résultats affichés.

L’un des deux dés (on I’appellera “le premier”) porte sur ses faces les nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6,
et les probabilités d’apparition de chaque numéro sont pq, - - -, pg. Notons de méme q1, - - -, gg
les probabilités d’apparition des faces 1 & 6 pour le deuxieme dé. Si I’on note respectivement
U et V les variables aléatoires donnant le résultat de chacun des dés lors d’un lancer, alors
les fonctions génératrices sont les polynomes (a coefficients réels)

6 6
GU:Zkak et GV:quXk.

k=1 k=1
Les variables U et V étant indépendantes, on a Gy = GyGy. On voudrait que la variable
U + V suive la loi uniforme sur 'ensemble [2,12], ce qui signifie que

Guiy = 1—11 (X + X34+ XM+ X)) = )1(—12 1+ X+ + X7+ X0
Il faudrait pour cela avoir, dans IR[X], I'identité polynomiale
( 6 X’“) (26: X’“) _ X (14 X+ 4+ X%+ X0
];Pk 2 dk 11 )
soit, apres simplification par X2,

5 5
(ZPkHXk) (ZQk+1Xk) = % (1+X+-~+X9+X10) )
k=0 k=0

Or, le polynéme P =1+ X +--- 4+ X% + X10 de R[X] ne posseéde aucune racine réelle.
En effet, on a (X — 1)P = X' — 1, les racines de P dans le plan complexe sont donc les
racines onziemes de 'unité autre que 1, et aucune d’elles n’est réelle. La décomposition de
P en facteurs irréductibles de IR[X] est donc constituée de cing polynémes du second degré,
il n’est donc pas possible que P puisse s’exprimer comme produit de deux polynémes de
degré 5 a coefficients réels. Le truquage demandé est donc irréalisable.




23. La loi binomiale négative. On proceéde & une suite de répétitions indépendantes d’une

b.

C.

d.

e.

dk

dak

expérience a deux issues: “succes” avec probabilité p, “échec” avec probablité ¢ =1 — p.

. Soit X3 la variable aléatoire égale au nombre de répétitions nécessaires pour obtenir deux

succes. Donner la loi de X5, et calculer son espérance.

+o0
1
Montrer, pour k € IN et = €] — 1, 1], la relation Z;C (Z) Lk — m
n=
Généralisation du a.: Soit k un entier naturel non nul, on note Xy, la variable aléatoire égale
au temps d’attente du k-ieme succes. Donner la loi de X}, et calculer son espérance.

Déterminer la fonction génératrice Gx, de la variable X}, et son intervalle de convergence.

Retrouver ainsi l'espérance E(X},). Calculer la variance V(Xy).

Dans tout I'exercice, on notera S, ’événement: “on obtient un succes lors de la n-ieme
répetition de l'expérience”. Si on considére une famille d’événements (71, ---,T),) telle que,
pour tout k € [1,n], on a T, = S,, ou T,, = S,,, alors les événements T}, ---, T}, sont
mutuellement indépendants, ce qui justifiera les calculs qui vont suivre.

. On a clairement X5(2) = [2, +oo[ et, pour tout n > 2, on a Xy = n si et seulement si on a

un succes lors de la n-ieme expérience, et que les n — 1 premieres répétitions de ’expérience
ont amené un seul succes. Donc
n—1
{XQZTL}: |_| (51 n---N Sz'_l N Sl n Si+1 n---nN Sn—l N Sn) .
i=1
On en déduit P(Xs =n) = (n — 1) p?¢" %

Pour calculer ’espérance, on reconnait

+oo too
;n(nf 1)z 2 = ;(;x") = (;L;?(lix> = (1 _235)3

(calcul valable pour |z| < 1), donc

+oo +oo 2 p2 92
E(XQ) = Z’I’LP(XQ = ’I’L) :p2 Zn(n— 1)qn_2 = W = 5 s
n=2 n=2
ce qui est conforme a lintuition: si on a une chance sur 100 pour qu’un événement se
produise, il faudra en moyenne répéter Uexpérience 200 fois pour que I’événement espéré se
produise deux fois.

. La série entiere “géométrique” E 2™ a pour rayon de convergence 1, on peut donc la dériver

n>0
terme & terme sur Uintervalle de convergence | — 1,1[. On a ainsi, sur cet intervalle
1 k! dk = n = n—k = n n—k
(125) = e = qr (L) = Z w0 ok =y () o
n= n=~k n=~k

+oo
n n—k __ 1
donc Z(k>x —m



Pour k =2, on retrouve le calcul fait pour obtenir E(Xs) ci-dessus.

c. Maintenant X (Q2) = [k, +oo[ et, si on se donne n > k, événement X; = n se produit si
et seulement si:

- les n — 1 premieres répétitions de ’expérience conduisent a k — 1 succes exactement
(appelons cela 'événement Ap_1 k—1) ;

- la n-éme expérience conduit a un succes.

Ainsi, {Xy, = n} = Ap—15-1 N Sy, et, par indépendance (lemme des coalitions),

P(Xgx =n) = P(An_1%-1) P(Sn).

Pour évaluer le premier facteur, on reconnait la loi binomiale: la probabilité de k — 1 succes

lors de la répétition de n — 1 épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre p est

P(Ap_15-1) = (Z : i)pk_lq"_k. On aurait tout a fait pu procéder ainsi pour traiter la

; ~1
question a. Donc, pour n > k, on a P(Xj =n) = (Z ) ) phgnE.

Avant de passer au calcul de ’espérance, on peut d’abord s’assurer qu’il s’agit bien d’une
variable aléatoire “essentiellement” a valeurs dans IN. En utilisant le calcul du b., on a

—+o00 “+o00 n 1 ) “+o00 m ( ) pk
_ _ .k - (n—1)—(k—1) _ .k m—(k—1) __ _
> pea=m=r 3 (11])a =0 3 (M) = =t

ce qui est rassurant, et ce qui montre plus sérieusement que ’on finira presque strement
par obtenir k succes, il suffit d’étre patient!

Pour ’espérance, utilisons la classique relation n <Z : 1) =k (Z) ainsi,

“+o0
N
B(X) = Zn<2_1>pkq ‘

n==k
00 n
— k n—k
= kp Z<k> q
n=~k
1 k

(L—gF+ — p’

ce qui est aussi conforme a l'intuition, cf. remarque a la fin de la question a.

k—1

d. On a Xy (Q) = [k, +oc] et P(Xp =n) = <n B 1)pkq"_k pour tout n > k. La fonction

+oo
génératrice de X} est définie par Gx, (t) = Z (Z : 1)pkq”kt". On a

n=k

P(Xy =n+1) (k— 1)pkq”+1_k n! (k—1)l(n - k)! n

P(X,=n) (Z:i)pkan k= Dm—k+ 1) - Tn—k+1

—
n—-+oo



1
donc (regle de d’Alembert) le rayon de convergence est R = — > 1 et lintervalle de

q
11
convergence est I = ] —— = [ PourteI,ona
q q
+o0 m
Gx,(t) = Z (k " 1) prgmti—hyml
m=k—1
—+oo
= Yy (k"f1> (gtym =0
m=k—1
. 1 _ ( pt )’“
(1 —qt)k 1—qt
en utilisant la question b.
ke pk ¢k
. Pour t € I, on obtient Gy, (t) = A= g Comme le rayon de convergence de la

série génératrice est > 1, on peut affirmer que X € L'(Q) et que E(X}) = G, (1) =
kp* k

———— = —, ce que confirment d’'une part l'intuition, d’autre part la question c.
Q=g p
ci-dessus.
: 1 k pk tk72 1 k
Un petit calcul donne Gy, (t) = A= q)2 (k — 1+ 2qt), donc Gy, (1) = E(k +1—2p).

k
Enfin, V(X)) = G%, (1) +G%, (1) — ( 'Xk(l))2 = —2(1 apres réduction sur feu moyen.
p

Remarque. Tous ces résultats peuvent en fait étre retrouvés d’une fagon plus simple:
posons Y7 = X; et, pour tout k > 2, considérons la variable aléatoire Y; donnant le temps
d’attente du k-ieme succes a partir du k — 1-iéme succes. En modélisant I'expérience par
'univers Q = {0, 1} et si 'on considere que les succes sont les 1 et les échecs sont les 0, pour
l’issue w = (0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,---), on a Y1 = X; =3, Y5 = Xy — X; = 4,
Ys=Xs5—Xo=1,Y,=X4,—X3=6, -

En admettant I'indépendance mutuelle des variables Y}, qui est “intuitivement évidente”

(et que l'on peut aussi démontrer, mais le calcul est assez pénible a écrire), comme chacune
de ces variables suit la loi géométrique de parametre p et que lon a

k
Xe=Y1+ --+Y, = ZYi, on peut écrire que
= b k pt Nk
vie[-1,1  Gx.(t) = [[Gv.(t) = (Gx, (¢ :(7)
€[-1,1] X, (1) };[lx() (Gx, (1)) gt
k 1
Par ailleurs, la linéarité de l'espérance donne E(X}) = Z E(Y;) = k —, puis I'indépendance
: p
=1

k
donne enfin V(Xj) = ZV(Y;) =k

4
R
i=1 p




24. On note X une variable aléatoire & valeurs dans IN. On se donne une suite (X;);>1 de
variables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé (£2,.4, P), de méme loi que X.
Soit d’autre part N une variable aléatoire a valeurs dans IN, que ’on suppose indépendante
des X;. Pour tout w € €2, on pose

On conviendra que T(w) = 1 si N(w) = 0.

On suppose que X est d’espérance finie notée m. En utilisant la fonction génératrice Gy
de la variable N, donner une condition nécessaire et suffisante pour que 7T soit d’espérance
finie, et exprimer dans ce cas E(T). Etudier le cas particulier o NV et X sont des variables
de Poisson.

La variable T étant positive, calculons dans [0, +00] ol toutes les interversions de som-
mations sont permises par le programme. Notons que, pour tout couple (k,n) d’entiers
naturels, on a I’'égalité des événements

(T=k} N {N=n} = {N=n}n {ﬁXi:k}
i=1

et que, les variables N, X7, - -+, X,, étant indépendantes, on déduit du lemme des coalitions

n
I'indépendance des variables N et H X;. Donc

i=1

P(T =k N =n)=P(N

I
2
v
./.\
—
e
I
N

C’est parti, calculons!

E(T) = ka(T:k) - +fk(ioP(T—k,N—n))
k=0 k=0 n=0

400 400 n
- Yk (ZP(N:n) P(HXZ» - k))
k=0 n=0 i=1

- iOP(N:n) (Jfka(ﬁXi:k)>
n=0 k=0 i=1

_ fp(Nn)E< - le)
n=0 i=1

+o0
= Y P(N=n) (E(X))".
n=0

n

On en déduit que T est d’espérance finie si et seulement si la série Z P(N =n)m" est

n>0



convergente et que, dans ce cas, E(T) = Gy (E(X)) = Gy(m).

Si X ~ P(A\) et N ~P(u) avec A > 0 et g > 0, alors la fonction génératrice de N
est une série entiere de rayon de convergence infini, donc E(T) < +oco et, précisément,
E(T) = Gy(\) = 1.

25. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN. On définit sa fonction caractéristique ¢ x
par ®x(t) = E(e™X) pour tout ¢ réel.

a. Montrer que ®x est définie et continue sur IR.
™

1 .
b. Pour k € IN, calculer I'intégrale I = o ®x(t) e ™ dt. Que dire de deux variables
™ —T

aléatoires X et Y, a valeurs dans IN, telles que &x = @y 7

c. On suppose que X est d’espérance finie. Montrer que la fonction ®x est de classe C! sur IR
et déterminer 'y (0).

+o00
a. On a donc ®x(t) = E(e'X) = Z P(X = n) ™ pour tout réel ¢ tel que cette série soit
n=0
convergente. Mais si I'on pose u,(t) = P(X = n)e™ on a |u,(t)] = P(X = n), donc
+oo
lunlleo = P(X = n), donc Z llunlloc = 1, ce qui garantit la convergence normale sur IR
n=0

—+oo

de la série de fonctions Zun, d’ou Vexistence de ®x(t) = Zun(t) pour tout ¢, et la
n=0

continuité sur IR (puisque chacune des fonctions w,, est continue sur IR et qu’il y a CVN).

7 +oo

1 4
b. Fixons k € IN. On a alors [}, = / Z vp(t) dt ol 'on pose vy, (t) = 2—P(X = p)e!(n=R)t,
™
~Tn=0

On est bigrement tenté d’intervertir série et intégrale! Or il se trouve que les fonctions v,, sont

continues sur le segment [—7, 7| et que la série de fonctions E vy, converge normalement

. 1
sur ce segment puisque ||v,]lcc = =—P(X = n), terme général d’une série convergente,

nous sommes donc autorisés a faire cette interversion. Donc

oo 7 foo w
w=3 [Cwwa= S px=m [Tt = pix =
n=0Y"T

n=0 -

puisque / =Rt 4t = o1 On,k (symbole de Kronecker).

—T
On en déduit que, si ®x = Py, alors X et Y ont la méme loi, soit X ~ Y (Attention! Ne
pas répondre X =Y). De méme que la fonction génératrice Gx, la fonction caractéristique

caractérise la loi de la variable aléatoire.
c. Reprenons les fonctions wu,, introduites en a., elles sont C' et u/,(t) = in P(X = n) ™,
donc ||u,||ec = n P(X = n). Si on suppose X € L' (), alors la série Z [lul, || converge,

autrement dit la série de fonctions E u,, converge normalement sur IR, ce qui autorise &



“+o0
affirmer (sachant qu’il y a convergence simple de la série E Uy ) que la fonction ®x = E Up
n=0
est de classe C! sur IR, et & intervertir série et dérivée. Ainsi,

+oo +oo
VteR  ®h(t)=> u,(t)=i » nP(X=n)e™.
n=0 n=1

En particulier, 'y (0) = i E(X).

26. Une urne contient trois boules blanches, numérotées 1, 2, 3, ainsi que k boules noires
(k € IN¥). On effectue dans I'urne des tirages avec remise.

a. Soit X; la variable aléatoire donnant le numéro de la premiere boule blanche tirée. Quelle
est la loi de X7 ? Déterminer sa fonction génératrice.

b. Soit n € IN*. On effectue des tirages avec remise dans I'urne jusqu’a obtention de n boules
blanches dont on note les numéros. On note .S,, la variable aléatoire donnant la somme des
numéros des boules blanches obtenues. Quelle est la fonction génératrice de S,, ? Donner
son espérance et sa variance.

c. Soit r un entier naturel non nul. On effectue r tirages avec remise dans I'urne, on note N
le nombre de boules blanches obtenues. On définit alors une variable aléatoire S par
{ S=0 si N=0

) .. - Calculer la fonction génératrice de S.
S=S5, si N=n(nelN)

1
a. La variable X7 suit la loi uniforme sur X;(2) = {1, 2,3}. Donc Gx, (t) = g(t +t2 4 3).

On en déduit E(X;) = 2, E(X?) = %(12 +2243%) = L; et V(X,) = E(X?) - E(X,)? = ;

b. Notons X}, le numéro de la k-iéme boule blanche tirée (1 < k < n). Alors les variables Xy,

sont mutuellement indépendantes (intuitivement) et chacune suit la méme loi que X;. On
n

a par ailleurs S,, = E Xj.. D’apres le cours, on a alors
k=1

(t -+t 3"

Gs. ()= [[ Cx.() = (Cx, ()" =
k=1

Par linéarité de 'espérance, E(S,) = n E(X1) = 2n.

2
Enfin, par indépendance des variables X, on a V(S,,) = Z V(X)) =nV(X;) = ?n

k=1
c. Notons que N(Q) = [0, r] et, pour n € N(Q), S,(2) = [0,3n] C [0, 3r].
Enfin, S(Q) = [0, 3r].
Pour s € §(2), on a

n

“+o0
P(S=s)=> P(S=s|N=n)P(N=n)=)Y P(S=sN=n)P(N=n).
n=0



Par ailleurs, P(S = s|N =n) = P(S, = s). On a donc

3r
Gs(t) = > P(S=s)t*
s=0
3r T
= Y (P =sIN=n) POV =n))
s=0 n=0

= Y P(N=n)Gs,(t)
n=0

= Y PN =n) (Gx, (1)"
n=0
= GN (GXl (t)) ’

autrement dit Gg = Gy 0 Gx,.
On peut enfin expliciter G . En effet, la variable N suit la loi binomiale de parametres r

3
et P13 (on répete r fois, de fagon indépendante, une épreuve de Bernoulli au cours de

laquelle la probabilité de succes, i.e. de tirer une boule blanche, est , et N représente le

3
k+3
(k+3t

k+3

3 k r r
nombre de succes). D’apres le cours, Gy (t) = ( ) = ) . Finalement,

t
k+3 +k+3

(k+3Gx,(0)\  k+t+2 3\
Gs(t)_( k+3 _( 34k ) '

NB: Les différents calculs de fonctions génératrices sont valables avec ¢ réel quelconque. En
effet, les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont toutes a valeurs dans une
partie finie de IN, les fonctions génératrices associées sont donc polynomiales.

Exercices avec Python.

27. Une piece a la probabilité p €]0, 1[ de tomber sur pile. On la lance jusqu’a avoir obtenu deux
fois pile, et on note X le nombre de fois ou elle est tombée sur “face”.

a. Loi de X. Montrer que X est d’espérance finie et calculer E(X).

Lorsque X = n, on place n+ 1 boules numérotées de 0 & n dans une urne, et on en tire une
au hasard. On note Y le numéro de la boule tirée.

b. Utiliser Python pour simuler cette expérience aléatoire.
c. Loi de Y. Calculer E(Y).



a. Pour tout n entier naturel, 'événement {X = n} est réalisé si et seulement si la séquence
des n + 2 premiers lancers est 'une des n + 1 suivantes, comportant n fois F et deux fois P
(le dernier lancer est un P=pile!):

FFF.FFPP, 6K FFF.FPFP, ..., FFPF..FFFP 6K FPFF.FFFP 6K PFFF..FFFP.

Sur tous les n + 2 premiers lancers possibles, chacune de ces séquences a une probabilité
égale & p?q", avec ¢ = 1 — p. On en déduit que
Vn € IN P(X =n)=(n+1)p*".
—+oo
NB: On vérifiera par un calcul facile que Z P(X =n) =1, on a donc bien un systeéme

n=0
quasi-complet d’événements.

Le calcul de lespérance nous amene a considérer la série de terme général n P(X = n), soit
Z n(n + 1)pq™. Cette série converge (régle de d’Alembert par exemple), et on obtient

+00 Foo =
E(X) =) n(n+1)p’¢" =p’¢ Y n(n+1)¢" ' =p’q Y nn—1)¢">.
n=1 n=1 n=2
+oo 1
Pour z €] — 1, 1], posons s(z) = Zx” =1z Alors s est de classe C™, et sa dérivée
-z
=0
seconde sur ] — 1, 1] s’exprime de deux manieres: s’ (z) = ;n(n —1)a"? = e On
en conclut que
2p? 1—
B(X)= 29 _p9_o "
(1-q) p p

b. cf. script.
c. Comme ({X = n})n ey ©st un systeme quasi-complet d’événements, la formule des proba-
bilités totales donne, pour tout k£ entier naturel,

+oo 1 k

“+00
P(Y =k =) PY=k|X=n)P(X=n)=) - 1(n+1)p2q":p21€q:qu
n=k n=k
On en déduit
+oo +oo
E(Y)=) kP(Y =k =pg Y k¢,
k=0 k=1
“+oo “+o0
d d 1 1
it cette fois-ci kaokl = — ’fzf( ): leul
on reconnalt cette 101s-Cl ’; xr dx(kZOCE) dl‘ 1—=x (1_1:)2, calcu

1—
valable sur | — 1,1[, donc E(Y) = 4_2"P
p

p



