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Epreuve de mathématiques, PSI, quatre heures
(corrigé)

EXERCICE
Fonction de Bessel

Q1. Pour tout z € R, l'application ¢ — cos(xsin(t)) est continue sur le SEGMENT [0, 7] (en tant
que composition de I'application ¢ — zsin(t), continue sur R et a valeurs dans R, et du cosinus

Q2.

qui est continu sur R), donc l'intégrale f(x) = / cos(x sin(t))dt converge pour tout z € R (et
0

méme absolument, ce qui servira dans la question suivante si I’on veut utiliser les énoncés au
programme). Ainsi f est bien définie sur R.

Nous allons utiliser le théoreme de classe C? des intégrales a parameétres. Pour tout (z,t) €
R x [0, 7], posons :

g(x,t) = cos(xsin(t)).

Alors :

pour tout ¢ € [0, 7|, 'application x + cos(zsin(t)) est de classe C* sur R car z + z sin(t)
et le cosinus le sont (ce sont des fonctions usuelles), et on a pour tout (z,t) € R x [0, 7] :

%9 ,1) = —sin(t)sin(wsin(©), (e, 1) = —(sin(t))* cos(asin(0)

——(x,t) = —sin(¢) sin(zsin(t)), —=(z,t) = —(sin cos(x sin

ox 0x?

pour tout x € R, lapplication ¢t — g(x,t) = cos(zsin(t)) est continue (par morceaux) et
intégrable sur [0, 7], comme on 'a justifié dans la question précédente ;

0
pour tout € R, un raisonnement analogue assure que ¢ — —g(x, t) = —sin(t) sin(x sin(t))

est continue (par morceaux) et intégrable sur [0, 7| (la seule différence avec t — g(x,t) est la
multiplication par t — —sin(¢), qui est aussi une fonction continue; on a ainsi une fonction

continue par morceaux sur un segment, donc intégrable) ;

0%g

da?
toujours le méme raisonnement), et on a pour tout (x,t) € R x [0, 7] :

pour tout z € R, lapplication ¢t (x,t) est continue par morceaux sur [0, 7] (c’est

o .
| J <1 (HYPOTHESE DE DOMINATION)

@(x,t)

or application ¢ : t — 1 est trivialement continue par morceaux sur le segment [0, 7| : elle
y est donc intégrable.

Toutes les hypothéses du théoréme de classe C? des intégrales & parameétres sont vérifiées. On en

2

déduit d’une part que t — —g(x, t) est intégrable sur [0, 77| pour tout z € R (ce qui était trivial),

0x?

et d’autre part que I'on peut dériver sous le signe intégrale :

/ ™0 " ™ 0
Vz € R, f(x):/o a—i(m,t)dt, f (a:):/o a—é(m,t}dt,

c’est-a-dire, pour tout z € R :

Flz) = /0 " _sin(t)sin(zsin(t))dt, f"(z) = /0 " _(sin())? cos(x sin(t))dt.
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Q3.

Q4.

Q5.

Soit x € R. Les applications cosinus et sinus sont de classe C! sur R. Par composition et produit,

oh
t +— h(z,t) est de classe C! sur R, donc — existe. On a par ailleurs :

ot
, Oh _ . . 2 -
V(z,t) € R, E(m,t) = —sin(¢) sin(x sin(t)) + x(cos(t))” cos(x sin(t)).
L. . . .. . 09 | s re
Par anticipation sur la question suivante, remarquons qu’il apparait e (ou g a été définie dans
x

la résolution de la question précédente). Mieux : en écrivant : cos? = 1 — sin?, on a pour tout
(z,t) € R?:

oh 0

a(m, t) = 89 (z,1) + z cos(zsin(t)) — z(sin(t))? cos(z sin(t)),

x

c’est-a-dire : o 5 52
) e R2, = _ 9 )
Viot) € R (o, t) = 52 (,0) + ag(at) + a5

Soit z € R. On a, avec les notations des questions précédentes :

x,t). (1)

zf"(z) + f'(z) + zf(z) ¥ g;/ﬂ 222 dt+/ (z,1) dt+:v/ gz, t)dt
_/ ( )+ gg(a: t) + zg(x, t)) dt

oh
Q) /0 o 0t

= [n(z, D)5

= h(z,7) — h(z,0)

= —sin(zsin(m)) — sin(z sin(0))
= 0.

Ainsi f vérifie bien ’équation différentielle (E), ce qu’il fallait démontrer.

Soit S la somme de la série entitre »  a,z". Alors S est de classe C* sur | — R, R et dérivable
n=>0
terme a terme, en tant que fonction développable en série entiere, et on a :

+o0o
Ve €] —R,R[, S'(x Z na,z" ', S"(z) =Y n(n—1)a,z">

n=2

On en déduit, pour tout = €] — R, R[, aprés un changement d’indice adéquat :

+oo +o0 +oo
zS"(x) + S (x) + 2S(x) = Y n(n — Daa" "+ > naa™ '+ aa™t!

n=2 n=1 n=0
+oo +00 +oo

= Z(n + Dna, 12" + Z(n + Dapz" + Z Ap12"
n=0 n=0 n=1
“+oo “+o0o “+00

= (n+Dnapz™ + > (n+ Dagpz” + a1+ Y ap1a”
n=1 n=1 n=1
+oo

— Z ((n+ Dnaper + (n+ Daper + ap_) 2" + aq
n=1

_Z(n—l—l an+1+an_1)x"+a1.
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Q6.

On en déduit que S vérifie (E) sur | — R, R] si et seulement si :

+o00
Ve €l —-RR[, > ((n +1)%ap41 + an_1> " +a; = 0.

n=1

Par unicité des coefficients d'une somme de série entiere, S vérifie (F) sur | — R, R] si et seulement
Sl :

ay = 0,
Vn e N\ {0}, (n+1)%ap41 +an1 = 0,

d’ou le résultat, apres avoir isolé a,; dans la deuxieme égalité, puis remplacé n par n — 1 dans
la deuxieme égalité (il faut et suffit alors d’avoir n > 2 pour que n — 1 soit dans N\ {0}).

Soit € R. La fonction cosinus est développable en série entiére sur R et on a :

flz) = /O7T cos (xsin(t)) dt = /Tr ~ )"Wdt.

Justifions l'interversion de la somme et de l'intégrale, grace au théoreme d’intégration terme a
terme sur un segment, dont nous allons vérifier les hypotheses. Posons :

. (xsin(t))*
V(n,t) e Nx [0 w(t) = (—1)"—r——
() eNx o, i) = (1T
Pour tout n € N, l'application f,, est évidemment continue (par morceaux) sur [0, 7]. Montrons

que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [0, 7], en montrant qu’elle converge
n=0

normalement sur cet intervalle. On a :

|x|2n

(2n)!

V(n,t) e Nx [0,7],  [fu(t)] <

Cette majoration est indépendante de la variable t. Par propriété de la borne supérieure :
|x|2n

(2n)!

VneN, | falleo <

2n
Or la série Z |
30 (2n)!
évalué en |z|, dont on sait qu’il converge en tout nombre réel. Par le théoréme de comparaison des
séries a termes positifs, la série Z fn converge normalement, donc uniformément, sur le segment
n=0
[0, 7], et sa somme est continue (par morceaux) puisqu’il s’agit de ¢ — cos(z sin(t)).

converge : il s’agit du développement en série entiere du cosinus hyperbolique

Alors, d’apres le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment, d’une part la série Z / fn
n=>0
converge, et d’autre part :

/W +o0 (xsin(t dt Z / (x Sln(i?)Qn .

c’est-a-dire :

400 .I‘Qn i = 2n _92n
f(x)znz:jo(—n"@n)! /0 (sin<t>>2”dt=%(—1>n(g)!x ’

d’ou le résultat.
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“+o0o
Q 7. Nous avons démontré dans la question Q 5 quesi S : z — Z a,x" est développable en série entiere
n=0
et solution de (E) au voisinage de 0, alors on a nécessairement : a; = 0, et : Vn € N\ {0, 1},
Ay
a, = — "22. Nous allons montrer de plus que si : S(0) = =, alors ses coefficients vérifient
n
nécessairement : (1)t
-1
\V/k - N, A2k+1 = O, a9p. — W’

ce qui montre bien qu’il existe au plus une fonction développable en série entiere a étre solution de
(E) et a vérifier S(0) = 7 (la fonction en question étant celle dont les coefficients ont 1’expression
ci-dessus). Pour comprendre comment I’on conjecture ces valeurs, voir la remarque a la fin de la
résolution de cette question.

Nous allons démontrer cette affirmation par récurrence sur k. Soit Py la proposition ci-dessus.

—1)0
Pour k£ = 0, on sait déja qu'on a asxor1 = a; = 0, tandis que : asxg = a9 = S(0) =7 = 2(20(2)‘;.
D’ou Py, ce qui initialise la propriété.
Montrons qu’elle est héréditaire : soit k € N tel qu'on ait Py. Alors :
_ [Q5] 1 [Py ] 1 0—0
Ag(k+1)+1 = A2k+142 = —ma%ﬂ = —m X U=V,
et :
_ Q5] 1 [P] 1 (—Dfz (=)'
Ga(hn) = Gzer = (s e X Gm()E — BED (T D
donc on a bien :
(_1)k+1ﬂ.

Aak+1)+1 = 0, Aopg1) = 220D (| + 1)1)2’

ainsi Py implique P, : on a montré ’hérédité.

Par principe de récurrence, on a obtenu les expressions de ag, et agry; annoncées, pour tout
k € N. Déduisons-en le résultat de I’énoncé : la question Q 4 montre que f est une solution de
(E), et la question Q 6 qu’elle est développable en série entiere sur R. De plus on a :

£(0) = /Oﬂcos(O)dt: /O “dt =,

donc f est une fonction développable en série enticre, solution de (E), qui vérifie : f(0) = 7. Par
unicité d’une telle fonction (obtenue par l'explicitation des coefficients a,, ci-dessus), on a donc
nécessairement, pour tout x au voisinage de 0 :

+o0 —+00 -1 k
flz) = kz:%)a%x% = Z é%(l){!;ﬁk,

k=0

ce qui montre bien le résultat voulu (et méme un peu plus).

k

Remarque. Il n’y a ici pas besoin de vérifier réciproquement que la série entiere Z a9k z?F est

k=0
bien de rayon de convergence non nul : si ce n’était pas le cas, alors il n’existerait pas du tout

de fonction développable en série entiére et solution de (E)... Or on sait qu’il en existe, puisque
f en est une. Par I'absurde, le rayon de convergence est non nul (et c’est +oo puisque f est
développable en série entiere sur R).

Remarque : comment conjecturer ’expression de ag;, 1 et as;. Pour comprendre d’ou
viennent les expressions de aggy1 et ag, proposées dans Py, on réitére la relation (1), d’abord avec

4
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n=2k—1oun=2k—2, puisn =2k — 3 oun = 2k — 4, etc., autant que possible, c¢’est-a-dire

jusqu’a n =1 oun = 0 (selon qu’on parte de agg11 ou ag). En écrivant informellement le produit
qui apparait ainsi, on trouve :

1 -1 —1
G T T 12T Gk 12 2k — 12 ?
= ! -1 X X _—1 =0
Tkt 12 (2k—1) 12 \‘_%_ ’
et :
Ao = ;161 = —1 -1 a = -1 -1 X X ;161
FTRKR T O(2k)2 (2k—2)2 T (2k)2 (2k — 2)2 22"
-1 —1 -1
B A
G VA SO SV |
(22)F k2 (k —1)2 12a0
_ (=D o (=7

2% (kx (k—1)x---1)2  22k(k1)2’
Comme ay = S(0) = 7, cela donne la forme annoncée. Le raisonnement par récurrence plus haut
est une rédaction plus soignée de cette réitération.

Q8.

Les deux questions précédentes montrent que 1’on a, pour tout z au voisinage de 0 :

Fla) = 3 T §¥ e

= — T
= 22n(nl)? = (2n)!

Par unicité des coefficients d’une série entiére, on en déduit :

n —-1)"
wmeN, (1w _ ('

(2n)! — 22n(nl)2’

Apres simplifications, cela donne le résultat demandé :

7(2n)! T (2n
vneN, W,, = 22n(n|>2 = on ( )

PROBLEME 1
Marche aléatoire sur 7

Partie I — Un développement en série entiere

Q9. C’est un développement en série entiere usuel. On a, pour rappel :

n—1
too 11 (a0 — k)
Ve €] - 1,1], (1+x>a:1+2’“=(’7xn.

n=1

Q10. Soit x €] —1,1[. Posons a = —% dans 'identité de la question précédente. Pour tout z €] — 1, 1],
on a —x €] — 1, 1], et on peut donc évaluer en —zx 1'égalité ci-dessus pour obtenir :

+o0 nﬁl <_% - k)

Veel—1,1 (1—z)° :1+§HT(—95)".

NI

5
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Q11.

Q12.

Simplifions le terme général. Pour tout n € N\ {0}, on a :

T (--9)-11 (- +0) - G- T o

La méthode pour écrire sous forme compacte un produit d’entiers impairs est standard : on
multiplie et divise par le produit de tous les entiers pairs, afin de faire apparaitre le produit de
tous les entiers jusqu’a un certain rang (et donc une factorielle), et on factorise chaque entier pair
par 2. On obtient alors :

n—1 n—1 ﬁ (2]{)
Vne N\ {0}, [[(2k+1)=[[@k+ 1) — 0 (Qn“)l!‘
k=0 k=0 I1(2k) 2011k 2"n!
k=1 k=1

Ainsi :

n=1, q (=)™ (2n)!  (=1)"(2n)!
Vn € N\ {0}, kl_[:o <—2 - ]f) = on ol T oz

Comme, de plus, pour tout 2 €] — 1,1 et tout n € N\ {0} on a : (—z)" = (—1)"2", on en déduit
le développement en série entiere plus compact :

= n)! iy n)!
=1 +n§1 22(3(73!)2x" = Z (2n)

n=0

n

o2n(nly2 "

=

Veel—-1,1, (1—x)”

1
1 —

d’ot le résultat, étant donné que = (1 — )2 pour tout z €] — 1, 1.

8

Partie 11 — Probabilité de retour a ’origine

Xi+1

Soit t € N\ {0}. On montre facilement que X; = —1 si et seulement si
Xi+1

=0,et X;=1siet

seulement si

= 1. Comme X; ne prend que les valeurs —1 et 1, cela donne ’ensemble des
+1 Xi+1

valeurs possibles prises par . Autrement dit : ( ) (Q) = {0,1}, ce qui assure déja

Xi+1
que tF suit une loi de Bernoulli. Pour connaitre son parametre, on calcule la probabilité que
X;+1 _ 1.
’ Xy +1
P< L :1):P(Xt:1):p.
Xy +1
Donc tr suit une loi de Bernoulli de parametre p.

"X +1
Ainsi E t2 est une somme de n variables de Bernoulli de méme parametre p, indépendantes
t=1

. L . . . X+ 1
grice au lemme des coalitions (puisque les X; le sont par hypothese), donc on sait que Z i

t=1

suit une loi binomiale de parametres n et p.

Soit n € N'\ {0}. On remarque que l'on a :

"X+l 1

2 2<zn:Xt+Zn:1>: 2

t=1

(=}
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On en déduit : "o
Sp=0+= " t; :g.

t=1

" X, +1 "X, +1
Or: > t2+ ~ B (n,p), donc en particulier : <Z t;
=1

t=1

) (2) = [0,n]. On retient surtout que

: s s : o n X+ 1
c’est une variable aléatoire a valeurs entieres, donc si n est impair, on a 5 ¢ <Z t2 > (Q),
t=1
" Xi+1 n
donc : P (Z t2 = 2) = 0. Par I’équivalence ci-dessus, on a donc aussi, si n est impair :
t=1

P(S, = 0) = 0.

En revanche, si n est pair, alors 5 € [0,n] et on a, pour une loi binomiale de parametres n et p :

P(i:XE%1=Z>==Q;QpW%1—M”mQ:(;L)@O—pNW?

t=1

Ainsi, si n est pair : P(S, =0) = ( " )(p(l —p))¥2. Comme u,, = P(S, = 0), on a bien montré :

n/2
. — (752) (p(1 —p))™? sin est pair,
! 0 sinon.

Remarque. On pouvait justifier autrement que w, = 0 pour n impair : pour que (S, = 0) se

n

réalise, du fait que S, = ZXt soit une somme de 1 et —1, il faut qu’il y ait eu autant de 1
t=1

que de —1 dans cette somme, ce qui n’est possible que si la somme a un nombre pair de termes.

Comme cette somme a n termes, il faut donc que n soit pair pour que (S, = 0) se réalise. Par
contraposée, si n est impair alors (S,, = 0) est I’événement impossible.

Q13. Soit n € N\ {0}. Alors 2n est un entier pair, donc on a :

2n
n = 1—p))".
= ()10
Or, d’apres la formule de Stirling :

<2n> _ (2n)! Jar(en) ()" oon

~ ~
n

(n')2 n—+o0o ( 271'71( ”)2 n—+oo m

On en déduit :
w o W —p)"
n n——+o0o \/TTN '
Or l'application = + (1 — z) atteint son maximum sur [0,1] en z = %, et ce maximum vaut i.
Donc, pour tout n au voisinage de +00 :

4p(t—p)" _ 1

VT S
Les deux extrémités de cet encadrement convergent vers 0. Par le théoréme des gendarmes :
i e —p)"

n—+oo \/Tnh

VneN, 0K

= 0. Deux suites équivalentes ayant méme limite, on en déduit :

lim P(Sy, =0)= lim wuy, =0.

n—-+4o0o n—-+4o0o

Ainsi, apres un temps arbitrairement long, il est presque certain que le mobile ne se trouve pas
en l'origine (n’oublions pas que us,+1 = 0 pour tout n € N, donc les deux suites extraites des

indices pairs et des indices impairs ont la méme limite, et : lir}rl u, = 0).
n—-—+0oo
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Q14.

Q 15.

Q 16.

Q17.

Partie II1I — Nombre de passages par ’origine

La variable aléatoire T,, compte le nombre de passages du mobile a 'origine entre le début de
I'observation et 'instant 2n.

Comme : O,;(€2) = {0, 1}, la variable aléatoire O,; suit une loi de Bernoulli. On détermine son
parametre en calculant la probabilité qu’elle soit égale a 1. Or :

02j21<:>52j:0,

donc : P(Og; = 1) = P(Sy; =0) = ug; = (2]7) (p(1 —p))?. En résumé :

0y~ B((*) -y},

> B (1 - )Y =3 D (a1 - p)

<
o
—
<
SN—
[\
<
Il
o
[\
no
<
P
.
S—
no

Comme p # %, I'étude des variations de z — z(1—x) sur [0, 1] montre qu'on a : 0 < 4p(1—p) < 1.

Ainsi 4p(1 — p) appartient a 'intervalle ouvert de convergence du développement en série entiere

1 27)! ,
de z +— Vi On en déduit que la série ;) 22(]. 57)')2 (4p(1 — p))’ converge, et que l'on a :
X (2)) o _(2))! - !
lim s (4p(1 —p))" = s (4p(1 —p)) = :
’H*oojz‘; 2% (j51)? ;‘; 2% (j51)? 1—4p(1 —p)
Dou : lim E(T;,) = ——-——. Le membre de droite de cette égalité est croissant (comme
n—+00 1—4p(1—p)

fonction de p) sur {O, % [ et décroissant sur } %, 1} (en vérité, le fait que cette quantité reste inchangée
en composant par p — 1 — p assure que le graphe de cette fonction est symétrique par rapport a
la droite d’équation x = %, donc I’étude sur [0, %{ suffit). Quand p — 07, cette quantité vaut 1
et quand p — %7, elle tend vers I'infini.

On en déduit qu’apres un temps infini, le mobile passe un nombre fini de fois en moyenne par
l'origine : en moyenne une fois environ si p est proche de 0 ou de 1 (ce qui correspondrait

logiquement au fait que la position initiale soit 'origine).

Notons que si p = %, alors on a d’apres la question Q 15 :

VneN, E(T,) = EZ:O 2§]2é)!;2 =S 2; <2=7>

Conformément a 'indication de I’énoncé, on va montrer :

2 1/2
VneN, E(T,) = 7;; <”>
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. : 001 (25 1 (20 2:0+1(2-0
par récurrence sur n. Si n = 0, alors : E(Tj) :]202%(],) = 220( 0 ) = 220( 0 >
D’ou le résultat au rang n = 0.

N 2 1/2
A présent, montrons 'hérédité de cette formule. Soit n € N. On suppose : E(7T},) = n+< n)

22n n

Alors :
w1 (25 "1 (25 1 [2(n+1) 1 [2(n+1)
E(T) =Y | 7]=Y ™ = E(T, :
) ;)2%(3) ;)22J<J>+22(”“)<n+1> ( >+22(”+”<n+1>

Et donc, par hypothese de récurrence :

_2n+1(2n 1 2n+2\ 1 9 2n 2n + 2
B(Ten) = 25 (2) + e (o ) = e (20 + (20 + (2F7)).

2n+2

Or (Pobjectif des calculs qui suivent est de faire apparaitre (n T

), conformément a ce qu’on a
envie de démontrer) :

2n\  (2n)!  (2n+2)(2n+1)(2n)! (2n +2)! B 1 (2n +2)!
<n> (2 2n+2)2n+ )02 2(n+1D)(2n+1D(RD2 T 2(2n+ 1) (n+ 1)!n!
n+1 (2n +2)!
C2@2n+1) (n+ D(n+1)!
n+1 2n + 2
B 2(2n—|—1)<n+1>’
donc :

1 on + 2 2n+2\\  2(n+1)+1(2n+2
E(Tn+1)—22(n+1)(2(”+1)<n+1>+<n+1>> _22(n+1)<n—|—1>
_2<n+1>+1<2<n+1>>

22(n+1) n4+1

d’ou I'hérédité : le résultat au rang n implique le résultat au rang n + 1.

2 1
Par principe de récurrence, on a donc bien : Vn € N, E(T},) = nQ:;

2
( n) En reprenant le calcul
n

d’équivalent de la question Q 13, on en déduit :

2n +1 220 n n
~Y —_— ~Y —_— ~J —_
n—+oo 220 /mm n—+oo /mn n—+oo V

B(T)

On en déduit : lirE E(T,) = +o00. Ainsi, en moyenne, la particule passe une infinité de fois par
n—-—+0o0

I'origine quand on observe I'expérience pendant un temps arbitrairement long.

Remarque. Nul besoin de passer par un raisonnement par récurrence, si 'on remarque que

" (2k\ 1
E(T,) = Z( ) est le coefficient général du produit de Cauchy de la série entiere

2k
o\ k)2
1 (2n\ , n : . . /. -\
Z 5on x" par Z 2" (cela tombe bien, on sait expliciter ces deux séries; pour la premiere,
n
n=>0 n>0

cela découle de la question Q 10). Pour tout x au voisinage de 0, on a donc :

PORCCRIEED i ) P pP TR
)t = [ €T = — = —x .
=0 =02\ n = Vi—zl—z
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Or on sait développer en série entiere x — (1 —

x)™%/2, par exemple en imitant le raisonnement

de la question Q 10 ou l'on pose cette fois a = —%. Mais on va 'obtenir encore plus facilement

en exploitant les calculs déja effectués, puisque x —
de x — 2(1—
a terme, on a :

(1-

x)73/2 n'est rien d’autre que la dérivée
x)~/2 dont on connait déja le développement en série entiere. En le dérivant terme

2 (2n)! = (2n + 2)!
Veel—1,1, (1—z)2=2 =¥ 1)z"
L I o P P (TR R
d’ou, pour tout x au voisinage de 0 :
+o00 +0o0o (2n_'_ 2)'
E(T,)z" =) 2 (n+1)z"
% 22+ 1P
B J“z":o 2(2n +2)(2n+1)2n)! ,

n=0

22n42(n + 1)nin!

->
-5

= 22n(n
X2+
o 22n

donc par unicité des coefficients : Vn € N, E(T},) =

)2

2n +1

n

(271) n
T,
n

22 m+1)(2n+1)2n)!
x
22+2(n 4+ 1)In!

X (2n+1)(2n)!

2n
22n \n )
Cette approche n’est bien entendu pas plus élémentaire que celle proposée par 1’énoncé, mais

elle est relativement rapide et a 'avantage de donner la valeur de E(7},) recherchée sans avoir la
moindre idée de sa valeur a priori (ce qui était le cas de votre serviteur).

PROBLEME 2

Puissances de matrices et limites de suites de matrices

Partie I — Diagonalisation et puissances d’une matrice particuliere

Q 18. La matrice M(a,b) est symétrique, réelle dans cette question puisqu’on suppose que (a,b) € R?,

Q19. La somme des coefficients de chaque ligne égale b+ (n — 1)a

donc par le théoreme spectral elle est diagonalisable.

. Un calcul direct montre donc que :
M(a,b)V = (b+ (n —1)a)V. Comme V # Oy, ,(c), on en déduit que c’est un vecteur propre de
M, et que b+ (n — 1)a est la valeur propre associée a V.

Q20. Soit r€C.On a:

r -1 —1 |lz—(m—-1) -1 -1
1 (-1 n
Pro(z) =| . , — " (n ) . . <C1 <_ch>
: .. — : .. — =1
-1 -1 = r—(n—1) -1 =z
r—(n—-1) -1 -1
B 0 r+1 (Ly < Ly — Ly)
: oo —1
0 0 a+1 (bn Ln—1L)

10
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Q21.

Q 22.

C’est le déterminant d’une matrice triangulaire : il se calcule donc en faisant le produit des

coefficients diagonaux. De la on déduit facilement : P o(X) = (X — (n — 1))(X +1)""'. D’ou le

résultat.

Autre démonstration. On peut trouver ce polynéme caractéristique sans calcul, par un bon
1 ... 1

usage du théoreme du rang. En effet, la matrice M(1,0) +1, = |+ .. | est évidemment
1 ... 1

de rang 1, donc par le théoreme du rang : dim(ker(A(1,0) +1,)) = n —1 > 0. On en déduit

que —1 est valeur propre, d’ordre de multiplicité exactement n — 1 (comme (1,0) € R?, on sait

par la question Q18 que M(1,0) est diagonalisable, donc par le critére de diagonalisation on

sait que les ordres de multiplicité des valeurs propres sont exactement égaux aux dimensions des

sous-espaces propres associés). De plus, en appliquant la question précédente avec (a,b) = (1,0),

on observe que n — 1 est valeur propre de M(1,0). Cela fait n valeurs propres de M(1,0) (en

comptant les ordres de multiplicité), donc n racines de P o. Comme il est de degré n, le compte

est bonetona: P g(X)=(X—(n—1)(X+1)".

L’énoncé nous invite a remarquer que l'on a : M(a,b) = bl,, + aM(1,0). On en déduit, pour tout

reC:

P,y(x) = det(z1, — M(a,b)) = det(xl,, — bl,, — aM(1,0))
= det((x — b)I,, —aM(1,0))

= det <a (I - b, — M, 0)))

— 4" det (x —b o, 0)>

a

:anPLQ (x_b>,
a
X —b

dou: P, y(X) =a"Piy () On en déduit, grace a la question précédente :
a

Py(X) = a" (X_b—(n—1)> <X_b+1>n1:(X—b—(n—l)a)(X—b+a)”_1.

a a
On en déduit que les valeurs propres de M (a,b) sont b+ (n — 1)a (qui est d’ordre de multiplicité
1) et b —a (qui est d’ordre de multiplicité n — 1).

On a bien b — (n — 1)a # b — a, puisque 'égalité équivaut a na = 0, or on a supposé a non nul.
La matrice M(1,0) est diagonalisable par la question Q 18 avec (a,b) = (1,0) € R?, donc par
le critére polynomial de diagonalisation on sait que I1 (X - N=X+1)X-(n-1))

AESPR(M(1,0))
est un polyndéme annulateur de M (1,0) (les valeurs propres de M(1,0) sont n — 1 et —1 d’apres

n’importe laquelle des deux questions précédentes). C’est-a-dire :
(M(1,0) + L) (M(1,0) = (n = DIy) = Om, ()
Voyons comment en déduire que Qup = (X — (b —a))(X — (b + (n — 1)a)) est un polynéme
annulateur de M (a,b). On rappelle que 'on a : M, = bl,, +aM (1,0). Donc :
Qap(Map) = (M(a,0) = (b= a)ln) (M(a,b) = (b+ (n—1)a)l,)

= (bl, +aM(1,0) — (b — a)l,,) (bI,, + aM(1,0) — (b+ (n — 1)a)l,)

= (aM(1,0) + al,) (aM(1,0) — (n — 1)al,)

=a’ (M(1,0) +1,,) (M(1,0) — (n — 1)I,)

- 0M7L(C)7

11
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Q 23.

Q24.

Q 25.

d’ou le résultat : Q4 est un polynéme annulateur de M(a,b). On va en déduire que M(a,b) est
diagonalisable pour tout (a,b) € C* :

— sia =0, alors M(0,b) = bl,,, qui est diagonale donc diagonalisable;

— sia # 0, alors , est un polynéme annulateur de M (a, b), scindé, et a racines simples parce
que b—a # b+ (n—1)a (en effet b—a = b+ (n—1)a si et seulement si na = 0, si et seulement
si a = 0, mais on a supposé le contraire), donc par le critére polynomial de diagonalisation
M (a,b) est diagonalisable.

D’ou le résultat : M(a,b) est diagonalisable.

D’aprées le théoréme de division euclidienne, il existe (@, R) € (R[X])? tel que :
Xk - Qa,b@ +R (*)

et deg(R) < deg(Qap) = 2. Comme deg(R) < 1, on peut écrire le reste ainsi : R = aX + 3, ou
(o, B) € R% En évaluant (x) en les racines de Q,, c’est-a-dire b — a et b+ (n — 1)a, on obtient
le systeme linéaire suivant vérifié par a et 3 :

{ (b—a) = a(b—a)+p,
b+ (n—1)a) = ab+(n—1)a)+ 5.

Les opérations Ly <— Ly — Ly ou Ly <— (b —a)Ly — (b+ (n — 1)a)Ly nous permettent d’obtenir
directement :
(b+(n—1Da)* = (b—a)*

o = y
na

(b+(n—1)a)(b—a)*— (b—a)(b+ (n— 1)a)k'

g =

Alors, en évaluant (%) en M(a,b), comme @, est un polynéme annulateur de M (a,b) d’apres la
question précédente, on obtient :
M(a,b)* = aM(a,b) + BI,
(b= D Gt (b (0= D)= a)f = (= a)(b+ (0= Do)
na na

L,.

D’ou le résultat.
Puisque |b—a| <1let |b+(n—1)a| <1,ona:
lim (b—a)" = lim (b+ (n—1)a)* =0.

k—-+o0 k—4o00
L’expression de M (a,b)* de la question précédente nous permet d’en déduire, par continuité de
A= AM(a,b) et A — AL, (ce sont des applications linéaires sur R qui est de dimension finie) :
lim M(a,b)* =0 x M(a,b) + 0 x I, = Oy, (c)-

k——+o0

converge vers la matrice nulle.

Ainsi (M(a,b)*),

Partie II — Limite des puissances d’une matrice

Les coordonnées de u(e;) dans la base canonique sont données par la premiére colonne de A = T.

On a donc : u(e;) = ey (autrement dit : e; # Ocn est un vecteur propre de u associé a A;). On a

donc classiquement, par récurrence : Vk € N, uf(e;) = Mey, puis, par homogénéité de la norme :

Vk € N, [[u*(e1)]| = [M[¥]ler]]. Or Ay € Sp(u), donc par hypothése de 1'énoncé : |A;| < 1. On

en déduit : lim |\;|¥ = 0, puis : lim Huk(el)H = 0. Cette égalité peut se réécrire autrement :
k—+o0 k—+o00

lim Huk(el) — Ocn|| = 0. Donc, d’apres les équivalences rappelées dans ’énoncé, on en déduit

k—+o0

que la suite de vecteurs (uk(el))k , converge vers le vecteur nul.
S

12
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Q 26.

Q27.

Notons T" = ((t;;)). La (i + 1)° colonne de T" donne les coordonnées de u(e;4+1) dans la base

canonique. On a donc, avec ces notations : u(e; ;1) = Z trit1€er. Or T est triangulaire supérieure,
k=1

donc t;; = 0 pour tout (i,5) € [1,n]* tel que ¢ > j (donc ici pour k > i + 1), et de plus

tit1i+1 = Aiy1 d’apres les notations de I’énoncé. Ainsi :

% n )
u(eir1) = Y thiv1€r + tistis1€i1 + O tririer = O thiv1€r + Aig1€it1-
k=1 k=i +2 k=1

ici k>i+1
i
Posons donc : z = Z tkit1er € Vect ((ej)je[[Li]]). On a bien :
k=1

u(eit1) = Nir1€i1 + 7,

comme désiré par I’énoncé. On en déduit, en prenant I'image par u™ dans cette égalité, et en
utilisant la linéarité de w :

VmeN, u"e) = Apu™(ein) = u(2).

Soit k € N\ {0}. Si A\;;1 = 0, la relation ci-dessus donne : Ym € N, u™(e;41) = u™(x), donc
en posant m = k — 1 (qui est bien dans N si k est dans N\ {0}) on a immédiatement le résultat
voulu (attention, I’énoncé ne précise pas ce qu’est /\f;f”_l sim=k—1et \;y; =0; on prend la

convention 0° = 1 ici). Si A\;y1 # 0, alors on peut diviser 1'égalité précédente par A/\F +1 ,etona:
1 1

1
vm € N, A\ u™ M (eign) — U (€i1) = )\m+1u "(x).
i+1 i+1 i+1

Sommons cette égalité de m =0 a m = k — 1. On a alors une somme télescopique, que l'on sait
simplifier :

= 1 m = 1 m+1 1 m 1 k 1 0
Z )\m+1 (z) = Z )\mHU (€ip1) — N (eit1) | = N u(eir1) — (€it1)-
m=0 ]

i+1 i+1 i+1 i+1 >\7,+1

On ne perd pas de vue que u°(e;1) = Id(e;1) = €;41. Alors, en isolant u”*(e;11) dans cette égalité,
ona:

k—1 k k—
uF(eir1) = Air€isn + Z SV "(x) = A + Z N ™ (),
= i+1 m=0

d’ou le résultat.

Une autre approche est possible. Hormis cette méthode de télescopage, une récurrence donne
le résultat de maniere élémentaire (et nous dispense de la distinction de cas selon que \;; soit nul
ou non). Mais, comme cela fut dit tantot : votre serviteur privilégie les approches ne nécessitant
pas de connaitre le résultat a priori.
i
On rappelle que = appartient Vect ((ej)je[[l,i]])- On peut donc lécrire : = = Z xje;, avec
j=1

(:cl,.. :1:1) € C'. Donc, en prenant l'image par u* et en utilisant sa linéarité : Yk € N,
Z:L‘] . Or par hypothese on a : Vj € [1,1], hlll uF(e;) = Ocn. On en déduit :
k—+o00

. k .
kgrfoou (x) = Ocn.

13



Mathématiques PSI CCINP 2023, corrigé

Déduisons-en la limite demandée. Soit € > 0, et soit ky € N tel que : Vk > ko, ||uf(z)]] < e. Un
tel entier kg existe par définition de la limite. Soit k > kg + 1. Alors :

k-1 ko—1
Z )‘fﬂm 1um<37) = Z )‘fﬂm ! () + Z )‘fﬂm ! "(z). (2)
m=0 m=0 m=kg

Majorons la norme de ces deux sommes : pour la premiere, on va utiliser le fait que ()\fﬂ)keN
converge vers 0. Pour la seconde, le fait que u™(z) soit « petit » pour m > kg. Plus précisément :

k'O 1 k‘o 1

k 1 k 1
Z )‘z—l-lm um< ) - )‘H-l Z Az—&—nll U’m(x)
m=0 m=0

et comme, par hypothese, on a : |[\j41| < 1, on en déduit : kligl Afﬂ = 0. Le terme en facteur
—+00

ko—1
ne dépend pas de k donc il n’affecte pas cette limite nulle. Ainsi : hrf Z A ™ () = Ocn.
k— OO
On en déduit qu’il existe k; € N tel que, pour tout k > kq, on ait :
ko1
ZAerlm ()| <e. (3)

Passons a la seconde somme. Pour tout entier m > ko, on a : ||[u™(z)|| < €, donc d’apres U'inégalité
triangulaire et ’homogénéité de la norme on a :

k—1 k—1
> A ™ Z Ao [ ™ (2 Z A< e Y0 P,
m=kg m=kg m=kg m=0

la derniere majoration étant vraie parce qu’on somme des termes positifs. Faisons le changement
d’indice ¢ = kK — m — 1, cela va nous simplifier le calcul de cette derniére somme. On remarque
quel’ona:0<m<k—1<=0</{<k—1. Alors, du fait que |A;11]| # 1 par hypothese, on
peut simplifier la somme qui apparait : c¢’est une somme géométrique de raison différente de 1.
Ainsi :

(4)

Z \E—m—1 u™( <€I§‘)\l 1,[_61_’)\i+1|k €
~ + - X .
P = I D A

En combinant (2), (3) et (4), on a pour tout k > max(ko + 1, k1) :

1 1
Let——F—=c |1+ —F-—7]|.
h 1 — A ( 1_|>\i+1|>

Par définition de la limite (s’il nous géne d’avoir une majoration par e (1 + ﬁ) au lieu de ¢,

ko—1

Z /\f+1m lum( )

m=0

il suffit de reprendre tout le raisonnement effectué ci-dessus en remplagant € par ; - < ), on a
1=[Xj41l
donc bien :
k—1
lim Nemm=lym ()| = 0
k=00 Z i+1 ( ) )
m=0
ce qu’il fallait démontrer.
En utilisant le méme raisonnement que dans la question Q 25, on a aussi : klim |AF €]l = 0.
—+o00
Or, d’apres I'inégalité triangulaire :
k k—m—1 u™
< Jluf(ein) || < M€l + Z At ()|,
m=0

et d’apres ce qui précede les deux extrémités de cet encadrement convergent vers 0. D’apres le
théoréme des gendarmes : lim |[u*(e;11)|| =0, donc : lim u*(e;41) = Ocn. D’oll le résultat.
k——+o0 k——+o00

14
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Q 28.

Q 29.

Q 30.

Q31.

Q32.

Les questions précédentes montrent que pour tout i € [1,n], on a : khrf uk(e;) = Ocn. Clest
—r+00

en effet un raisonnement par récurrence, dont la question Q 25 constitue l'initialisation et les

deux questions suivantes I’hérédité. D’apres les rappels de I’énoncé, dire que (uk(ei))keN converge

vers le vecteur nul signifie qu’il y a convergence coordonnée par coordonnée. Or, si 'on pose

Th = (( ZUE))) et rappelle son lien avec u*(e;) (expliqué dans la question Q 26) : les coordonnées

de u*(e;) dans B sont (tg ) )) pour tout k € Net tout i € [1,n]. La convergence coordonnée

7N,

par coordonnée vers le vecteur nul implique donc : V¢ € [1,n], Vi € [1,n], hm t = 0. Ainsi,

pour tout (¢£,i) € [1,n]?, le coefficient (¢,7) de T* tend vers 0 quand k — +oo, ce qui signifie
exactement que la suite (T’“)keN converge vers la matrice nulle. D’otu le résultat.
Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable. Soient donc, P € GL,(C) et T' € M,,(C) une matrice

triangulaire supérieure telles que : A = PTP~!. On a : Yk € N, A¥ = PT*P~! De plus T et A
ont les mémes valeurs propres, donc par hypothese de I’énoncé on a aussi : VA € Spe(T), |\ < 1.

Donc, d’apres la question précédente : hIJ]rn TF = Om,, (c)- Par continuité du produit matriciel, on
k—+o00
en déduit :
lim PT*P™" = P x Ow,c) X P7' = O, (0)-
k——+o00
Dot le résultat : lim A% = lim PT*P~' = Oy, (c)-
k—4o00 k—+o00

Partie III — Application a la méthode de Gauf3-Seidel

Puisque M est une matrice triangulaire, son déterminant est le produit de ses coefficients dia-

gonaux. C’est-a-dire, par définition de M : det(M) = ] a;;. Or A est a diagonale strictement
=1

1=
dominante (voir la définition donnée dans I’énoncé), donc en particulier ses coefficients diagonaux
sont non nuls puisque :

n
Vi € [[1,71]], |(lm" > Z ’ai,j >
j=
J#
Ainsi : det(M) est un produit de complexes non nuls, donc : det(M) # 0, et M est inversible (on
pouvait aussi noter que M est aussi a diagonale strictement dominante, en utilisant le fait que
M soit obtenue a partir de A en lui enlevant des coeflicients hors de la diagonale).

Ona:AX =Y, donc: (M — F)X =Y. On en déduit : MX = FX + Y. En multipliant chaque
membre de cette égalité a gauche par M !, il en découle : X = M 'FX+M~'Y = BX+ M™Y.
D’ou le résultat.
On a, par définition d'un vecteur propre : BV = AV, c’est-a-dire : M~'FV = AV. En multipliant
chaque membre de cette égalité a gauche par M, on a donc bien : F'V =AMV
U1
Notons V' = | : | (on remarque que ’énoncé introduit des v; sans les définir). Soit ¢ € [1,n].
Un
Regardons ce que donne la ¢° ligne dans cette égalité. Le ¢ coefficient de F'V est Z fi;v;, tandis
j=1

que celui de AMV est Z Am; jv;. L'égalité F'V = AMV implique donc :
j=1

n n
D figvi =D Ami ;.
j=1 j=1
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Q 33.

Or, par définition de F, on a : Vj € [1,i], fi; =0, et : Vj € [i +1,n], m;; = 0 (on convient que
[n + 1,n] est 'ensemble vide). Donc 1’égalité ci-dessus peut se réécrire :

n %
Z fi,jvj = Z /\mmvj.
j=1

j=i+1

Remplacons les f; ; et les m; ; par leurs définitions, pour j > ¢ + 1 et j < ¢ respectivement. Cela
donne :

n 7
— Y aiu; =Y Aaiu;.
j=i+1 Jj=1

En isolant le terme correspondant a 7 = ¢ dans le membre de droite, on a alors :

n i—1
— D aigv =) Aaijv; + Aagv;.
j=i+1 j=1

Il ne plus qu’a regrouper les deux sommes, et on a 1’égalité voulue :

Vie [ln], Mav = ( Z a; jv; + )\Za”vj) )

Jj=i+1

L’existence de 75 ne pose pas de probleme, puisqu'un ensemble fini de réels admet toujours un
maximum. La vraie question est de démontrer que pour un tel indice iy, on a : v;, 7# 0. Si ce

n’était pas le cas, on aurait : |v;| = 0 = max, lvj|, donc : Vj € [1,n], 0 < |v;| < 0, puis :
j€
Vj € [1,n], v; = 0. Ainsi V serait le vecteur nul, ce qui est absurde puisqu’il s’agit d'un vecteur

propre (ce qui, par définition, n’est jamais nul).

Prenons 'égalité de la question précédente pour i = iy, et divisons par v;, # 0. On a :

i0—1
Aaio,io = Z Qi J + A Z alodv :
Jj=to+1

Donc, d’apres 'inégalité triangulaire :

n

|)‘ai0,i0 | < Z

J=io+1

10—1

+ A Z alw

Qi Jo

10

Par multiplicativité de la valeur absolue, et encore par I'inégalité triangulaire, on obtient :

i0—1

+ Al Z I%,yl

n

|>‘aio,i0|< Z |aloj|

j=to+1
Orona: |v,| = max |v;], donc: Vj € [1,n], |-X| = ILZ || 1. Ainsi I'inégalité ci-dessus devient :
0
n 20—1
‘)‘aio,iol < Z |ai07j| + |>‘| Z |ai07j|'
j=io+1 =1

D’ou le résultat.
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Q34.

Q 35.

Raisonnons par l'absurde, et supposons : 1 < |A|. L’inégalité ci-dessus implique donc :

n t0—1 n

Mg io] <AL D aig gl + 1A D laig gl = A D faig -
Jj=io+1 j=1 J;1
J#i0

Si |[A| = 1, en particulier A # 0, donc on peut diviser par |[\| > 0 ci-dessus, et on obtient :

n
|a’i07i0| < Z |ai0,j"
j=1
J#i0
Or A est a diagonale strictement dominante. Donc l'inégalité devrait étre en sens contraire (et
stricte) : contradiction. Par 'absurde, on a montré : [A| < 1.

Ceci vaut pour toute valeur propre de B. Donc, par le résultat principal de la partie II de ce

probléme, on a : lim B* = O, (c)- D’ou le résultat.
k—+00

On a, par définition de la suite (Xj)ren et par la question Q 31 :
VkeN, Xpp—X=(BXp+M'Y)—(BX +M'Y)=DB(X, - X).
Une récurrence tout a fait classique permet alors d’en déduire :
VkeN, X,—X=DB"X,-X).

Or: lim B* = O, (c), donc par continuité du produit matriciel : lim B¥(Xy— X) = O, (c) X
k—4o00 k—4o00

(Xo — X) = Om, (). Ainsi @ lim (X — X) = Oy, (), dott 0 lim X = X. D’ou le résultat :
’ k—+400 ’ k

—+00
on a construit une suite qui converge vers X.

Remarque. L’intérét de cette construction est qu’elle permet de trouver une solution de AX =Y
sans inverser A : certes, on doit inverser la matrice M, mais sous de bonnes hypothéses ce peut
étre beaucoup moins cotiteux; de plus elle est déja triangulaire, donc la méthode du pivot de
GauB serait plus efficace que pour inverser A.
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