Concours Commun Mines-Ponts 2020

Epreuve PC II de mathématiques
Un corrigé

Approximation par des exponentielle-polynomes

I. Résultats préliminaires

I.1 Etude d’une série entiére

1. Soitx > 0.
fo > t"te™" est continue sur I =0, +-00], donc localement intégrable sur cet intervalle.
On remarque que f, est strictement positive sur I, par conséquent si I'(x) est convergente alors
I'(x) > 0 par stricte positivité de I’intégrale.
I'(x) est généralisée en 0 et en +o0.

Etudeen 0 :
1
Soitt €]0,1]. Ona: f,(t) ~ t* 1= etl —x < 1carz > 0. Donc, d’apres le cours,
) t—0+ tl-=
I’intégrale —— dt est convergente.

0 tl—=

1
Par comparaison de fonctions positives 1’intégrale f«(t) dt est convergente.
0

Etude en 400 :

Soitt € [1,+00[. Ona: ligl t2f.(t) = . li+m t*1e=" = 0 par croissances comparées. Donc
—+00 —+00

1 e
fa(t) oo © <t2) . D’apres le cours, I'intégrale /1 2 dt est convergente.

—+oo
Par comparaison de fonctions positives 1’intégrale / f«(t) dt est convergente.
1

—+oo
Ainsi I'(z) = / t*~1e~" dt est convergente pour tout 2 > 0.
0

En résumé : ’ La fonction I" est bien définie sur I et a valeurs strictement positives.

On peut remarquer, d’apres ce qui précede, que pour tout > 0, f, est intégrable sur I.



2. Soitz > 0.
Considérons T'(z + 1) et les fonctions u et v de classe C* sur I définies pour ¢ > 0 par :

—+oo
u(t) =t*, v(t) = —e " Ona:T(z+1) = / u(t)v'(t) dt.
0
+oo
Si le produit uv admet des limites en 0 et en +oo alors les intégrales / u(t)v'(t) dt et
0

“+oo
/ o' (t)v(t) dt seront de méme nature. En particulier la deuxieme intégrale sera convergente
0

puisque la premiere I’est. Or :

u(t)v(t) = —t“e”" — 0 par croissances comparées ;
t—+oo
u(t)o(t) = —t%e " ~ —t% = —e®Mlet lim ™' =0,vuquez > Oet lim Int = —oc.
t—0+ t—0+ t—0+
+oo
Ainsi : [uv]> = ligrn wv — lim uv = 0. L’intégrale / o' (t)v(t) dt est donc convergente et
0 o0 0

I’on peut écrire :

+oo +oo
D(x+1) = [w]f™ - /0 o (t)v(t) dt = x/o t*“le7tdt = 2T (z).

Conséquence, par une récurrence immédiate : Vn € N, I'(n + 1) = nl.

3. On remarque que les coefficients a,, sont non nuls. Pour z # 0 et a ’aide de la question 2 on a,
pour toutn € N :

_T(n+a+2) n! |x|_n—|—oz—|—1
- (n+1)! Tn+a+1)""

lz| — |x].
n+1 n— 400

D’apres la regle de d’ Alembert :
si|z] < 1, la série Z anx"” est absolument convergente ;
si |z| > 1, la série est grossierement divergente.

On en déduit le rayon de convergence de cette série entiere :

4. Premiere méthode : a I’aide du Théoreme ITT, indication du sujet

Soitx €] —1,1[.Ona:

+00 +o0 +T00  too .
F'n+a+1) x
n __ n __ n+o —t
> ot = Y 3 [ e,
n=0 n=0 : n=0"70 .

13
Posons, pour n € Nett € [ =)0, +oo[: f,(t) = x—'t"+"e_t. Ona:
n.

— Pour tout n € N, f;, est continue par morceaux sur /.
— Pour tout n € N, f,, est intégrable sur I par construction.

— Z fn converge simplement sur /.

t)"™ t)"™
En effet, pourn € Nett € I: f,(t) = e “t° (zt) .Or Z (zt) est convergente, de somme

n! n!
+
ZOO (mt)n — ewt
n! '

n=0




+oo
Donc Z fn(t) est convergente, et sa somme est : Z fn(t) = e toe™ = e~ (1720,

n=0
“+o0

La somme S = Z fr b e~ (170 est évidemment continue par morceaux sur 1.
— La série Z / | fn.(t)| est convergente. En effet, les f,, étant positives, il s’agit de la série

Z anx™, qui est absolument convergente puisque |z| < 1.

Les hypotheses du théoreme d’interversion terme & terme de Lebesgue sont vérifiées. Par consé-
quent S est intégrable sur I et I’on peut écrire :

+00 400 +oo [+
Z/O fn(t)dt:/o (an(t)> at

+oo +o0
Z anpx’™ = / tre=(1=2)t q¢
n=0 0

Par ailleurs I’application ¢ — (1 — x)t est une bijection strictement croissante, de classe C*, de T
dans . Par conséquent on peut écrire, a 1’aide du changement de variable v = (1 — )t :

oo too v \” 1 1 oo
/ toe— (=2t ¢ = / e du = / u“e " du.
0 0 1—,17 1—.17 (I—CC)O"H 0

o I(a+1)
Ainsi, pour tout x €] — 1,1[: Z an W

en d’autres termes :

Deuxieme méthode : a I’aide d’une équation différentielle

—+oo
Soit g : & > Z anz™ la somme de la série Z anz"™ sur] —1,1[.
n=0
On sait, d’apres le cours, que g est de classe C*° sur | — 1, 1].
n+aoa+1l
Le calcul de la question 3 montre que, pour tout n € N : a,41 = %an.
n

Soit z €] — 1, 1[. On peut écrire :

—+oo
n+a+1

n=0
L. Qn,
Les séries E apx™ et E
n+1

g —ao—i-;vZanx +aZan

n=0

x™ sont convergentes. Par conséquent :

+oo x
—ao—l—xg(x)—l—aZan/ t" dt.
n=0 0



La convergence de la série Z ant™ est normale, donc uniforme, sur tout segment de | — 1, 1], en
particulier sur le segment [0, z] ou [z, 0], selon le signe de z.. Par conséquent on peut écrire :

+o00 T x +oo T
ant™ dt = / apt"™ = / g(t) dt.
Ainsi, pour tout z €] — 1,1 : g(z) = ao + zg(x) + a/ g(t) dt.
0

Les fonctions intervenant dans cette égalité sont dérivables. On a donc, pour tout z €] — 1, 1],
apres dérivation et réarrangement des termes : (1 — z)g’(z) = (1 + a)g(z).
Enfin: g(0) = ap =T'(a+1).

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipshitz ¢ est I'unique solution sur | — 1,1[ du probléme de
Cauchy :
1+a
! —
@) = y)
y(0) = Tla+1)
“+oo
r 1

La résolution est immédiate : Vz €] — 1,1[, | g(x) = ngoanx” = (1(_0[;_)021.

1.2 Projections orthogonales

5. F étant de dimension finie : E = F @ F*.

La projection orthogonale sur F est la projection sur F' parallelement a F-.

Plus précisément, si 1’on note pour tout z € E, (z’,2”) ’'unique couple de F' x F* tel que

x =z’ + 2", alors mp est définie par : | 7p(z) = 2.

n n
. On adéja, pourtouty € F:y = Z(y, ei)e et ||yl|* = Z(y, ei)?.
i=1 i=1
En effet, si (y1, - . ., yn ) représente les coordonnées de y dans la base (e, . .., e,) alors, pour tout

i € [1, n], par bilinéarité du produit scalaire :

n

(y,€:) = Zyj<€j7€i> = Yi, ||Z/H2 = Zzyiyj<eiaej> = ny = Z<y7€i>2~
j=1 i=1j=1 i=1 i=1
Ensuite, soit z € E. On a, pour tout i € [1,n] : (x,e;) = (7p(x),e;) + {x — 7p(x), ;).
Orz — mp(x) € F.Donc: (z,¢;) = (mp(x), e;).
Comme 7p(x) € F, on en déduit :




7.

Soit z € E. Le théoreme de Pythagore permet d’écrire, puisque 7p(z) L x — mp(z) : ||z]* =
lo = 7p (@) + 7p (@) = o - 7p(@)|* + |I7F ()]
D’apres la question 6 on a donc :

n

lz =7 (@)? = ll2l* =D (z,e)*.

i=1

I1. Polynomes de Laguerre

8.

9.

10.

11.

12.

a® + b?

Soit (a,b) € R%. Ona:||ab| < = a® +b* —2|ab| > 0 <= (|a| — |b))* > 0.

La derniere inégalité étant vraie, I’'inégalité a établir 1’est aussi.

Soit (f,g) € Ei Pour x > 0 on a, d’apres la question précédente :
o —zx 1 o —x 2 1 [ 2
2% f(@)gl@)] < Jate " f(@)* + Sate Tg(w)?,

—+oo —+oo
Les intégrales % " f(z)? dx et / r%e~"g(x)? da étant convergentes, par comparai-

0 0
sons de fonctions positives on en déduit que :

+oo
L’intégrale / x%e”* f(x)g(x) dx est (absolument) convergente.
0

E,, est non vide, puisqu’il contient I’application nulle, et c¢’est une partie de C'([0, +00[,R) par
construction.

Soit (A, f,g) € Rx Eo x Eo.Pourz > 0ona: (A\f+g)*(x) = N f(x)* +g(x)* + 2\ f(z)g(z).
Par hypothese sur f et g et d’aprés la question 9 les applications x — z%e *f (x)2 T
% "g(x)% et — 2% f(x)g(x) sont intégrables sur |0, +ool.

Par conséquent x + %~ "(Af + g)(z)? est également intégrable sur [0, +oo[, autrement dit :
Af+g€E,.

Ainsi : ’ E,, est un sous-espace vectoriel de C([0, +o0[, R). ‘

E,, étant un espace vectoriel, il suffit de montrer qu’il contient les fonctions x — z" pour n € N.
Soitn € N.

On a, pour 2 > 0 et avec le méme procédé qu’a la question 2 : 2% “z*" = o <2> .Onen
r—+00 €T

déduit que = — z%e 2"

De plus z — z%~

e T2 T2 donc = — 2%
z—0t1

Ainsi, pour toutn € N, x — %~

est intégrable sur [1, +oo].

est intégrable sur ]0,1] car & > —let,pourn > 1:a+2n > 0et
~T?" est intégrable sur |0, 1].

x

Z2%" est intégrable sur |0, +ool.

’ E,, contient I’ensemble {x — 2", n € N}, donc il contient les fonctions polynomiales.

Entoutz >0Oona:
Yo(x) = 27" po(z) =z~ %ez% " = 1.

(@) =27%" () =27 %" (1 + @)z ® —z°Te ™) = —x+a+ 1.
Y1(z) $1



13.

14.

15.

Ya(z) = 7% Py (z) = 27 %" ((a+ 2)(a + 1)z% " — 2(a + 2)z* e ™ + 212 ™),
Finalement :

[Wo@) =1, i) =—c+tatl, se)=2>—2a+2z+(a+2(a+1)]

Soitn € N.
La question précédente permet de conjecturer que v, est polynomiale, de degré n, de coefficient
dominant (—1)".

n+ao T

Posons, pour > 0: u(z) = 2" ¥ etv(x) = e .

u et v étant de classe C°° sur |0, o0/, utilisons la formule de Leibniz. En toutz > Oona:

A0 =3 (1) ).

k=0
On a immédiatement, pour tout k € [0, n] :
k—1
uP (@)= | [[(n=j+a) | 2" 7F et 0" P(2) = (~1)"Fe™.
=0
Une récurrence finie immédiate sur & € [0, n] montre que :

j Pn+1+a)

Jl;[()(n_j+a)zf(n—k+1+a)'

D’ou I’on déduit, pour toutn € Nettoutz > 0:

N wek (M _Tlot+lda) o & n\T(n+1+ a)
nla) =2 (=) k<l~c)1“(n—k+1+a)x kz(l)k<k)l“(k+1+a)xk'

k=0 k=0

1, est bien polynomiale, de degré n, de coefficient dominant (—1)".

D’apres la question 9 I’application (f, g) — (f, g) est bien définie sur E, X E,.
La symétrie et la bilinéarité de (-, -) sont immédiates.
Soit f € E,,.

+oo
Ona: (f,f)= / %" f(x)? dx > 0, puisque 2%~ f(x)? > 0 pour tout 2 > 0.
0

Supposons (f, f) = 0. L’application (intégrable) = +— x®e~“f(x)? est continue et positive sur
10, +00[. Donc, par stricte positivité de 1’intégrale, elle est nulle sur ]0, +oo|. Par conséquent f
est nulle sur ]0, +ool, donc sur [0, +oo[ puisqu’elle est continue sur cet intervalle.

Ainsi : ’ (-, ) est un produit scalaire sur E,. ‘

Soitn € N* etk € [0,n — 1].
En procédant comme dans la question 13 ona,enx > 0:

k
, _ (K Th+1+a) e _
(k) — E —1)k—J n—j+o—x _ o+l —x
Pl j:o( : (y) Tn—jta+tl)" b



16.

ol

k
Nk (T) = Z(_l)k’—j (f) - F'(n+1+a) g1,

" T
n—j+a+1)

Jj=0

7,k €st polynomiale (et méme de degré n — 1 et de coefficient dominant (=1)%). En effet :
jef0k]<=n—-k—-1<n—j—-1<n-—1.Commek <n-—1,ona:n—k—12>0.
En particulier 7,, . est prolongeable par continuité en 0, d’ou, puisque o + 1 > 0 :

lim o™ (z) = 0.

n
z—01

Enfin, 7, ;, étant polynomiale, il existe (a,p) € RxNtel que : 1, ~ az? (plus précisément :
Tr—r+00
~ -1 k_n—1 .
Msle) o~ (~Dkamh
Par conséquent :

k
90% )((E) _ x(x-‘rl

x

e nr(r) ~ ax®TfPe”2 — 0 par croissances comparées.

e_% r——+00 Tr——+00
Ainsi :
k . _z
QDEI)(I)IHjFOOO(e 2)
Onadéja:

+oo +o0o
(Prmy ) = / e Y (2)z e o™ (x) do = / Y (2)™ (2) daz.
0 0
Montrons, par récurrence finie sur k € [0, n], la proposition P, définie par :

+oo +oo
L’intégrale / V) ()R (1) da converge et (b, 1) = (fl)k/ V) ()R (z) daz.
0 0

Py vient d’étre établie.
Soit k € [0,n — 1] tel que Py, soit vraie et intégrons par parties.

Les fonctions (¥ et gp%”fk*l) sont de classe C* sur |0, +0o[. On a:

— lim p®(2)p"F V) (2) = 0.
r—0+

En effet, w(k) est polynomiale, donc admet une limite en 0.
n—k—1¢€ [0,n — 1], donc d’apres la question 15 : 11%1+ ek (z) = 0.
: k n—k—1
— lim B (@) (@) = 0.
En effet, 1/)(’“) est polynomiale, donc avec le méme raisonnement que pour 7, ;. (question 15)
on a, pour un certain ¢ € N : ¢»®)(z) = O(27) lorsque x tend vers +oco.
D’apres la question 15 encore, vu que n — k — 1 € [0,n — 1], on a lorsque x tend vers +00 :
ol D (@) = o(e73).
On en déduit : ™ (z) 0, (z) = o (z9e™ %), puis la limite 0, lorsque @ tend vers +oc0.



Ainsi le « crochet » [1)F) (”_k_l)]“o existe et vaut 0.

Par conséquent I’ mtegrale/ PED (1) =F=1) (1) do existe et :

(Y Pn) = / P ()M (2) do = (—1)F / PED (2)plrF D (2) da.

Py 1 est donc vraie.
Ainsi Py, est vraie pour tout k& € [0, n]. En particulier :

—+oo

Wm, ¢n> = (_ )n ¢.S,7;) (x)gon(a:) dz.

0

Soit enfin (m,n) € N? tel que m # n. Quitte i utiliser la symétrie du produit scalaire on peut
supposer m < n.

(") est nulle et on a : (Y, 1hn) =0

Dans ce cas, 9, étant polynomiale de degré m, ¢,

’La famille (¢, )nen est orthogonale. ‘

—+oo
17. Soitn € N. On a, d’apres la question précédente : [|¢),,[|2 = (—1)" Y () () d.
0

1, est polynomiale de degré n, de coefficient dominant (—1)".

On en déduit que, pour tout z > 0 : (™ (z) = (—1)"n!. Dot :

+oo
[al2 = (~1)>"n! / e dr = pT(n 4 a4 1),

III. Approximation
18. Pour tout n € N, posons ¢, = $”|| . Alors la famille (&,,),en est une famille orthonormale de

E,.
Soit N € N. La famille (e, )o<n<n est une base orthonormée de V. D’apres les questions 6 et 7
ona:

N (s ) N

ky Yn
Z T H2 = {frren)? = lmn (Fo)ll2 = [1Fell2 = 1 fe — 7 (Fo)lI2 < [1Fell2-
=0 n k=0

fkawn>
el

Les sommes partielles de la série a termes positifs E sont majorées, donc cette série

converge.

Ainsi : | La somme Z fk’%; existe.
lm |2

Pour le calcul de 1a somme, soit n € N.

+o0 oo
Ona: (fi, ¥, = / :caefzekawn(as) dz = / 67]”905:1)( ) d.
0 0




19.

20.

f1 étant de classe C* sur |0, +o00[, les intégrations par parties successives de la question 16 restent
valables en remplacant v,,, par fj, dans la seconde des intégrales ci-dessus. On récupére donc :

400

<fk:7¢n> = (—1)n /0‘*'00 fkn) (HS)QDn(CE) dr = k’n/ xn+ae_(k+1)w de.

0

L application « + (k -+ 1)z est une bijection de classe C' strictement croissante de ]0, +-0o[ dans
cet intervalle. Le changement de variable u = (k + 1)z permet d’écrire alors :

+o0 +oo n+a
/ x”+°‘67(k+1)zdx:/ ( 4 —u 1 d —M
0 0

k:+1)"+0¢e k1" (k4 1)ntatl’

) . E'T(n+a+1)
Dol : (fi, ¥n) = W

Ainsi, d’apres la question 17 et la notation de la question 2 :

§<fk,wn>2_+°° k2T (n + a + 1) 1 *fa ( k )2".

|2 - nl(k + 1)2nt2a+2 ~ (k4 1)20+2 E+1
k=0 o n=0 n=0
k \ .
Comme 1 €] — 1,1 on a, d’apres la question 14 :
*f (fortn)? 1 Fl@+1) _ Tla+1)
P TN PR Ve i <k>zr+l @+ o
Rt

Par ailleurs, & I’aide du changement de variable x — (2k + 1)z = u, dont les propriétés requises
sont immédiates :

1 F(O{ + 1)
2 o, —x —2kx o —u
||fk||a /0 re e x (Qk 1)a+1 /0 u-e u (Qk ]_)a+1

Conclusion :

S Uit e T+ )

2 at+1"
2l @+ 1)
N
| . 4 2 . <fka1/]n>2 2
D’apres la question précédente :  lim = || fxll5
Wi D g = Il
N
) N . )w’ﬂ/ 2
D’apres la question 7 : Z (ks %) 2> = 1fell2 = IIfx — 7 (fo)l2
2 ol
Onendéduit:| lim ||fr — 7n(fx)|la = 0.
N—+o0

Soit e > 0.
Par définition de la limite d’une suite : 3Ny € N, VN € N N > Ny = ||/ — 7n (fi)]|a < &.
Soitp = N, (fx).-Ona:p e Vy, C P.

Ainsi :’Il existep € Ptelque: || fr — plla < e. ‘




21.

22.

23.

Soite > 0.
La fonction g suggérée est continue sur |0, 1].

En effet, elle I'est déja sur ]0, 1] puisque ¢ — — Int est continue sur cet intervalle, est 2 valeurs
dans [0, o0 et f est continue sur [0, +00].
En 0 g est continue puisque : lim ¢(¢) = lim f(z)=0=g(0).

t—0t T—+00

Soit &1 > 0. D’apres le résultat admis, il existe alors n € N et (Ag,...,\,) € R", tels que :
n
g(t) = > Mt*
k=0

L application  — e~ “ est continue sur [0, +oo] et elle est & valeurs dans ]0,1]. On en déduit,
pour tout z > 0 :

YVt € [0, 1], <e1.

N 2
< €1, puis: (f(T/) - Z/\kfk(x)> <el.
k=0

|f(:r) - Z Ape R
k=0

D’ou:
n +00 n 2
Hf = Mefi|| = / %" (f(:c) — Z)\kfk(z)> dz < 2T(a+1).
k=0 a 0 k=0
Finalement le choix €1 = ﬁ assure | 'existence de n € Net (Ao, ..., \p) tels que : ‘
Hf > Nfi| <e
k=0 o
Soite > 0.
D’apres la question 21 il existe n € Net (Ag, ..., A,) tels que :
Hf— > O Aefi|| <e/2.
k=0 o

D’apres la question 20, pour tout €1 > 0 et pour tout k& € [0,n] il existe p, € P tel que :
€

2(1 + ZZ:O |)‘1<:D .

|| ff — prlla < €1, en particulier pour €1 =

n
Posons p = Z Ai:pr. On a alors :
k=0

n

> Nelfs — pr)

k=0

< 5/2+Z [Aeler <e.
o k=0

= At

k=0

If =ply < +

[e3%

Considérons, sur [0, +-00], la fonction f : z — h(y/z)e2. Il est clair que f € F,.
Soit e > 0.
D’apres la question 22 il existe p; € P tel que : || f — p1lla < e.

10



Or:
I - ||2—/+°° ot (h(yE)et - ())2d'—/+°° * (W(V/E) — ¢ Ty ()
pla— . T e x)e pll' xTr = . e xT e pl.’ﬂ

x +— y/x est une bijection de classe C*, strictement croissante, de 10, +00[ dans lui-méme.
On obtient alors, a 1’aide du changement de variable u = \/E :

+OO 11/2 2
I =mlE =2 [ w2 (hw) - e () du
0
PR . . 1
Cette égalité est vraie pour tout o > —1, en particulier pour o = 5 :

If *p1||2,% = 2/0+°° (h(u) — (f%pl(uz))2 du.

Soit p la fonction polynomiale définie sur R par : p(u) = py (u?).

11/2
Alors la fonction u +— h(u) — e” 2 p(u) est paire eton a :

1r-pl2y = [ (e Fp) aw

— 00

Ainsi | il existe une fonction polynomiale p : R — R telle que : ‘

/+OO (h(u) - e_L;p(u)>2 du <e.

— 00

11

2

dzx.



