EXERCICES CORRIGES de MATHEMATIQUES sur les SUITES
PSI2 2024-2025

Suites définies explicitement. Recherches de limites et d’équivalents.

1 1 AL
1.a. Soit u,, = (2" +3")" . Montrer que Inu, =In3+ = In <1 + (g) ) En déduire lim wu,.
n

n——+00

b. Soient a > 0 et b > 0. Déterminer lilil van 4+ b,
n——+0oo

a. L’idée est de mettre en facteur le terme prépondérant (3") dans ’argument du logarithme :

Inu, = % In(2" +3") = % In |?"(1 + (;)n)] = ln3+% In (1 + <§)n> .

On en déduit facilement que lim Inw, = In3, puis lim w, = 3 par continuité de la
n—-+o0o n—-+o00

fonction exponentielle.

b. On reprend la méme idée, ce qui oblige a une discussion :

1 byn
-sia>b,Inu, =lna+ — In <1—|—(> > — Ina,donc lim wu, =a;
n a — 400

n—-+oo n

- si @ < b, en échangeant les roles de a et b dans le calcul précédent, on a liIE U, =b;
n—-+oo
In2
=ai¥2=ae — a=h.
n—-+oo

3=
3=

-sia =0, alors u, = (2a")

1
Bilan : lim (a” +b")" = max{a,b}.

n—-+00

2.a. Donner un développement limité & Pordre un de u,, = ¥/2 lorsque n tend vers +oo, autrement

b 1
dit trouver des réels a et b tels que u, = a + — + 0(7).
n n
b. Déterminer lirf (32 —23)".
n——+00

1 A2 In 2 1 . , o
a.u, =2 =e =1+— —i—o(f), en utilisant le développement limité e* = 14z +o(z)
n

au voisinage de zéro.
b. Posons x,, = (3 V2-2 {Vg)” En développant comme en a., on obtient

3322 €/§=3<1+mn2+o(1)>—2<1+h;3+a(1)> =1+731n2_21n3+o(3).

n n n n

n n—-+oo

In2 —21 1
Donc Inz, =nIn(3/2-2%3)=nn 1+u+0( )) — 3In2-2In3,
n

en utilisant I’équivalent In(1 4+ z) ~ x au voisinage de zéro ou, ce qui revient au méme, le

238
développement limité In(1 + x) = 2 + o(x). Finalement, lim z, = 3Mm272mM3 = = — —
n—-4o0o 32 9

3. Donner des équivalents simples des suites ci-dessous :

1\" . n24+n+1 1\"
au,=e— 1+ — ; b.y,=sin|mT—— ;o cw,=|1—— .
n n+1 Vvn



nln (1—&-%)

1 n
a. Il faut développer (1 + ) =e a lordre un : pour cela,
n

! (1+1) (1 1 n (1)) 1 1 n (1)
n In —)=nl—-—-— —))=1—-— —
n n  2n? On2 2n © n

2
en utilisant le DL & Pordre deux In(l1 +z) = = — 4 o(x?) au voisinage de zéro. En

utilisant maintenant e” = 1+ = + o(z) au voisinage de zéro, on obtient

(1) = (1= g o(3) =omm (- g l(2) = (-5 ().

e

~ o

b. Utilisons la propriété sin(m + z) = —sinz, qui donne, par une récurrence immédiate
sin(nm+2) = (=1)" sinaz pour n € Z et x réel. En décomposant n®+n+1=mn(n-+1)+1
(c’est la division euclidienne du numérateur par le dénominateur), on a

. n?+n+1 . T n o ™
Up=sin(m7r— | =sin|{nr+ —— ) =(-1)"sin | —— | .
n+1 n+1 n+1

Comme sinx ~ z au voisinage de zéro, on déduit v, ~ ———
n

1 n
Finalement, u,, = e — (1 + >
n

c. Ecrivons w,, = exp(x,), avec

1 1 1 1 1
en utilisant le DL & Pordre 2 de In(1 4 z) en 0. On en déduit

-3 b e
Wy, = exp(zn) =e Ve 2 e | donc w,~e Ve = 7
e
. o(1) .o I iell ; : B—1 Y aa )
puisque €'’ est 'exponentielle d’une expression qui tend vers zéro, c’est donc une expres-
sion qui tend vers 1.

1 n
x .
4. On pose I, = / dxz. Montrer que lim I, = 0. A I'aide d’une intégration par parties,
o 1+ n—-+oo
montrer que I, ~ —. Avec une deuxieéme intégration par parties, obtenir un développement

limité a 'ordre deux de I, lorsque n tend vers +oo.

e Pour montrer que I,, tend vers zéro (et puisqu’il semble impossible d’expliciter plus cette
n

1
x
§x”,doncO§In§/ " dx =
z 0

intégrale), encadrons-la : pour z € [0,1], on a 0 < 1

. Il résulte alors du théoreme d’encadrement (“des gendarmes”) que lim I, = 0.
n 1 n—-+oo



o Quelques remarques méthodologiques : une intégration par parties permet d’écrire une
. . \ . /! /
intégrale comme une somme de deuz termes, 4 savoir | uw'v = [uv] — [ wv'. Pour que cela

nous fournisse un équivalent de l'intégrale, il faut que 'un des deux termes soit négligeable
devant Uautre, cela peut guider pour le choix de lintégration par parties a effectuer.

1
Ici, posons u’' = 2" et v = ——, on obtient
1+
n+1 1 1 1 n+1 1 1
e I AR
m+1)(14+2)lo Jo n+1 (14+2)? 2(n+1) n+1
1 anrl
avec J, = / m dz. Un raisonnement analogue a celui fait ci-dessus montre que
0 x
1 1
ngr}rloo Jn =0, d’ott il résulte que I,, ~ m ~ o

e Effectuons une nouvelle intégration par parties (on ne change pas une équipe qui gagne!),

on obtient ,

J L, 2 g K / A
= n, avec K, = x .
4n+2) n+2 o (1+x)3
1 1
Par les mémes méthodes, on montre que lim K, =0, donc J, ~ —— ~ — et
n—-too 4(n+2) 4n
1 1 1 1 1
1 e soit o Jn = P +0(ﬁ>. Reprenons le développement (*) ci-dessus,

! ! (1+1)71 Lol (1) déduit le dével t limité
avec ———— = — ~) = -———5+o0(— ), onen déduit le développement limité
2(n+1) 2n n 2n  2n? n2/)’ PP

a l'ordre deux :

RN
" on a2 T2/

n

5.a. Pour n entier naturel, on pose S, = Z k! . Montrer que S,, ~ n! lorsque n tend vers l'infini.

b.

k=1
n
Ecrire le développement limité a 'ordre trois, lorsque n tend vers +oo, de u, = - Z k!
n!
k=1

. On a 'encadrement

ngn:k! - n!:ik!g(n_z)x(n_z)!+(n_1)!
k=1 k=1

et cette expression majorante est négligeable devant n! car
n—=2)xn-=2)'+n-1)! n-2

1
- — 0.
n! nn—1) n no+oo

n n
De l'encadrement, il résulte que Z k! — n! = o(n!), donc Z k! ~ n!
k=1 k=1



b

. Pour obtenir un développement de u,,, il suffit de mettre de coté les quatre derniers termes
de la somme (qui seront prépondérants) ; en sommant dans 'ordre des indices décroissants,
on a :

1 1 1 1=
— 14 LA
tn +n+n(n—1)+n(n—1)(n—2)+n!kz:;k’
1= (n — 4)! 1 1 1
. é i-dessus) : — I~ = ~—=o0(—). 11
et (c¢f. étude ci-dessus) p 321 k p o P 3 ey 0(n3>

reste donc a développer a l'ordre trois les premiers termes, cela donne, apres calculs :

1 1 2 1
=1+ o()

n
6. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose S, = Z Ink.
k=2

[V

o T

k+1

. Justifier, pour tout entier naturel non nul k, 'encadrement Ink < / Inzdr <In(k+1).
k
. En déduire un encadrement de S,,, puis un équivalent de S,,.

. Plus précisément, donner un développement asymptotique de S;, avec deux termes non nuls
et un reste.

K 7’ re z n n
d. Démontrer, en partie en utilisant les résultats précédents, I’encadrement (7) <n!<n".
e

0]

b. Par décalage d’indice, on déduit, pour k& > 2, /

C.

. Démontrer que lim Vn! = +oo.
n—4o0o

. La fonction In est croissante sur IR’ , donc si « € [k,k+1],ona Ink <Inz < In(k + 1).
En intégrant cette inégalité sur le segment [k, k + 1], on obtient 'encadrement

k+1
lnkg/ Inzdr <ln(k+1).
k

k

k+1
Inzdr <Ink < / Inzdx et, en
k—1 k
sommant pour k de 2 & n, on trouve (en utilisant la relation de Chasles) :

n n+1
/ lnasdasgSnS/ Inzder,
1 2

soit (*): nlnn—-n+1<S5, <(n+1)Ilnn+1) —n+1-2In2. Or, le minorant
my, =nlnn—n+1 etle majorant M, =(n+1) In(n+1)—n+1—-21n2 sont tous
deux équivalents & n Inn (facile pour le minorant puisque les termes n et 1 sont négligeables
devant n Inn, et pour le majorant je laisse le lecteur vérifier que (n+1) In(n+1) ~ n Inn...
mais le lecteur flemmard constatera que cela résulte aussi des calculs faits dans le corrigé
de la question suivante), donc S, ~ n Inn, en vertu du théoréme d’encadrement (dit “des
gendarmes”).

Un développement asymptotique & deux termes de m,, est clairement m,, = nlnn—n+o(n).
Par ailleurs,



N n .
. D’aprés d., on a Vn! > — donc, par comparaison,
e

(n+1) In(n+1) = (n+1) [lnn+ln (1—|—%)} =(n+1) (lnn—l—%—ko(%))

= nlon+o(n),

donc le majorant M, admet le méme développement asymptotique a deux termes
M,, = n lnn —n + o(n). Finalement, ’expression .S,,, “coincée” entre m,, et M, admet le
méme développement

Sp=nlnn—n+o(n).

. L’inégalité n! < n™ est classique puisque

n=1x2x---xn<nxx---xn=n"

(méme nombre de facteurs). Pour autre inégalité, grace a la croissance de la fonction expo-
nentielle, il suffit de montrer I'inégalité entre les logarithmes, soit n lnn—n <lIn(n!) = 5,,
or cette inégalité résulte de celles qui ont été démontrées a la question b.

m W:—i—oo.

li
n—-+oo

ptq

. . 1

2 . . (D
.Ona e?—-¢e9=c¢ e —e = 27 sin (7

. Transformer en produits les expressions cosp — cosq et sinp — sing, avec p et q réels.

On pourra utiliser les exponentielles complezes.

. Montrer que la suite (u,), telle que u,, = sin(n), est divergente.

) . En séparant partie réelle
et partie imaginaire, on obtient les formules “de transformation de sommes en produits”
(factorisations):

oot =20 ("5 0)n (UET) e st =2 (5 ) (25).

2

b. Supposons  lim sin(n) = [. Alors, par décalage, on a aussi lim sin(n + 2) = I,
n—-4o0o n—-+oo

donc sin(n + 2) —sin(n) — 0, soit 2 sin(1) cos(n +1) — 0. Comme sin(1)
n—-+oo n—-+o0o
est une constante non nulle, il en résulte que cos(n + 1) —Jr) 0, donc par décalage
n—-+0oo

lim cos(n) = 0. On a donc aussi cos(n + 2) — cos(n) — 0, soit apres transformation,
n—-+oo n—-+oo

—2 sin(n + 1) sin(1) = 0. De la méme fagon, on déduit sin(n +1) — 0, soit
n—-+oo

n—-+o00

lim sin(n) = lim cos(n) = 0. Mais ceci est incompatible avec la relation fondamentale
n——+oo n—-+oo

de la trigonométrie cos?(n) + sin?(n) = 0, on a donc obtenu une contradiction. La suite de
terme général sin(n) est donc divergente.




Suites définies par récurrence.

8. Exemples d’études de suites récurrentes

a. ug >0 et uppr =In(l 4 uy) ;
1
b. ug € R et up41 = 3 (1+ui) ;
c. ug € R (discuter) et upy1 = V2 — Uy ;

1
d*. ug = 3 et U1 = 1 —u? (étudier les suites extraites (ugy) et (Uzni1))-

a. Soit f:x+— In(l14+x);0ona Dy =]—1,+00] et I'intervalle IR}, =]0, +o0o] est stable par f :

la suite (u,) est donc bien définie, et u,, > 0 pour tout n, ainsi la suite est minorée par 0.
Par ailleurs, on a l'inégalité classique Vz €] — 1,4+o00[ In(l + z) < x, autrement dit
f(z) < x :1il en résulte que, pour tout n, upt1 = f(un) < w,. La suite (u,) est donc
décroissante et minorée, donc elle converge. Sa limite est alors un point fixe de f, donc

lim w, =0 (c’est le seul point fixe de f).
n—-+oo

5

1
b. Soit f:x — 5(1 + 2?%). On observe graphiquement, puis on vérifie facilement par le calcul,

que Vx € R f(x) > x ; en effet, f(z) —a = %(1 +2%)—z= %(x —1)? > 0. La suite (uy,)
est donc croissante, et ceci quel que soit le choix de ug.

De fagon évidente, f(z) = ¢ <= 1z = 1. La seule limite possible est donc 1.

e Si ug > 1, alors la suite (u,), croissante, ne peut converger vers 1, donc elle diverge et
ngrfw Uy, = +00.

e Si ug < —1, alors u; > 1 et on est ramené au cas précédent.
e Si —1<wuy <1 alors ¥Yn € N —1<uw, <1 car l'intervalle [-1,1] est stable par f :



1
nous avons en effet f([—1,1]) = 2 1| C [-1,1]. La suite est alors croissante et majorée,

donc convergente et liIJIrl un, = 1 (seule limite possible). Dessin avec ug = 0,2 :
n—-+0oo

-14

c. Soit f:x+— 2 —x, alors Dy =] — 00, 2]. Discutons déja de la définition de la suite :
- si up > 2, alors ug € Dy, donc on ne peut définir u; ;
- sl ug < —2, alors u; > 2 et on ne peut définir us ;

- si uyg € [—2,2], alors u, est bien défini pour tout n : en effet, l'intervalle [—2,2] est
stable par f puisque f([-2,2]) = [f(2),f(—2)] = [0,2] C [-2,2]. Nous ne considérerons
désormais que ce cas.

En prenant donc ug € [~2,2], on a alors u; € [0,2], puis uz € £([0,2]) = [0,V2]. Ce

dernier intervalle est stable par f puisque f([O, \@]) = [\/ 2-2, \/ﬂ C [0,v/2]. Ainsi,

u, appartient & lintervalle J = [0, \/5] pour tout n > 2. Or, dans cet intervalle (stable

par f), Papplication f est contractante, c’est-a-dire lipschitzienne avec un rapport stricte-

1
ment inférieur & 1 : en effet, |f'(z)] = ——=—= admet pour maximum sur J la valeur

22—

et on vérifie a I’aide d’une calculatrice que k£ ~ 0,653, donc

k= ‘f/(\ﬁﬂ = 2\/21_7\/57

k < 1. D’apres les inégalités d’accroissements finis, on a
Vwy) e 2 1f@) — )l < (max|f0)]) lo -yl = ko -yl
On note que f(1) =1 (le nombre 1 est un point fixe de f appartenant a J), puis
V22 funss — 1 = |f(un) = F(1)] <k fun — 1]
donc, par une récurrence immédiate, pour n > 2, |u, —1| < k" ?|ug—1|. Comme 0 < k < 1,

on déduit que lim wu, = 1.
n—-+o0o

Remarque. Comme la fonction f est décroissante sur J, la suite (u,) n’est pas monotone,
elle est “oscillante”, c’est-a-dire que les deux suites extraites (ugy,) et (usn41) sont toutes



deux monotones de sens contraires (¢f. TD sur les suites récurrentes), ici ces deux suites
extraites sont adjacentes puisqu’elles convergent toutes deux vers 1.
2-

-14

d. Soit f:x — 1 — 22 L’intervalle [0, 1] est stable par f, donc Vn € IN wu, € [0,1], donc, si
(un) converge, sa limite est dans [0, 1] (intervalle fermé).
De plus, f(z) =2 < 22 +x —1 =0 et la seule racine, dans [0, 1], de cette équation, est

—1+5
oo LT VO

La fonction f est décroissante sur [0, 1], donc la suite (u,) n’est pas monotone, mais les
deux suites extraites (v,) et (wy), définies par v, = ug, et w, = us,41 respectivement,
sont monotones et de sens de variation contraires.

: c’est donc la seule limite possible pour (uy,).

Nous remarquons aussi que f(]0,af) =], 1] et f(Ja, 1[) =]0, [ ; chacun de ces deux inter-
valles est donc stable par g = f o f. Comme ug = 5 € 10,af , alors Vn € IN v, €]0,a[ et

wy, € Ja, 1 .
) 7 1 . L
Nous pouvons vérifier que vy = us = 6 < 3 = vg, donc la suite (v,) décroit ; nous

savons que (w,) varie en sens contraire, donc (w,,) croit ; comme vy < a et wy > @, il en
résulte qu’aucune de ces deux suites ne peut converger vers «, d’ou, a fortiori (u,) ne peut
converger vers «, donc (u,) diverge (puisque « est la seule limite possible de (uy,)).

Pour étre plus précis, nous pouvons dire que chacune des suites (v,,) et (wy, ), respectivement
décroissante minorée et croissante majorée, converge et que les limites sont des points fixes
de g : x — —z* + 222, Or,

glx) —r=—a*+22 —2 = —x(x - 1)(2* +2 - 1),
—1+5 1-5

5 _
dont les racines sont 0, 1, o = — 8= — cette derniere valeur, en dehors
de Pintervalle [0,1], étant & exclure. On déduit enfin facilement que lir_irrl uo, = 0 et

n—-+0oo

lim U2n+1 = 1.
n—-+oo



0,8

0,6

0,4

0,2

. . 14+u
9. Soit une suite (u,) telle que ug >0, u; >0, et ¥n € IN  wupi9 = ———— Uppg.
1+ Un+1
a
a. Montrer qu’il existe un réel strictement positif a tel que Vn € IN*  w,1 = T
Un

b. En étudiant les suites extraites (uzy,) et (ugn+1), montrer la convergence de la suite (uy,).

a. On montre d’abord par une récurrence (immédiate) que u,, est défini et u, > 0 pour
tout n. Ensuite, on note que (1 + wp41) Unt2 = (1 + up) Upi1, autrement dit la suite de
terme général v, = (1 + u,) uny1 est constante. En posant a = (1 + ug) ug, on a bien

a

Vn € IN Up+1 =

1+ uy,

b. Soit la fonction f : x , elle est continue et décroissante sur IR, on a f(IRy) =]0, a]

a
1+a
et lintervalle [0, a] est stable par f puisque f([0,a]) = [f(a), f(0)] = [lj—ia’a} C [0, q].
On a donc u, € [0,a] pour tout n € IN*. En posant x,, = uay, et yp = ug,11, les suites
(zn) et (y,) sont monotones de sens contraires (cela résulte de la décroissance de f, cf.

TD), et elles sont bornées donc toutes deux convergentes. En posant | = lilf Ty, de
n——+0o0o

la relation z,4+1 = (f o f)(z,) avec f o f continue, on déduit que I est un point fixe de

fo f.Or, I'équation (f o f)(x) = x admet pour seule solution dans I'intervalle [0, a] le réel
—14++1+4

a = % (caleul laissé o Uimprobable lecteur), done Er_irrl xn = . On obtient

de méme lim y, = a. De lim w9, = lim wuo,411 = «, on déduit enfin que la suite
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

(up,) converge vers a.




10. Soit a € C, soit u = (u,) € C™ définie par
u =0 , wu =1 et VYneIN upio =atpt1 + (1 —a)u, .
Etudier la convergence de cette suite.

On reconnait une suite définie par une récurrence linéaire d’ordre deux. L’équation
caractéristique est r* —ar — 14+ a = 0, soit (r — 1)(r —a + 1) = 0, d’olt la discussion :

- si @ = 2, on a une racine double 79 = 1, et on déduit 'expression u,, = (A + pun) 1" ; avec
les conditions initiales, on trouve u,, = n, la suite diverge.

1
- sinon, on trouve wu, = 5 [(a —1)" — 1]. La suite géométrique ((a — 1)") converge
a—

(alors vers zéro) si et seulement si |a — 1] < 1.
Finalement (u,) converge si et seulement si |a — 1| < 1, autrement dit ssi 0 < a < 2 (dans
le cas a réel, sinon a appartient au disque ouvert de centre 1 et de rayon 1 dans le plan

. 1
complexe), et dans ce cas lim wu, = .
n—-+o00 2—a

11. Soit a > 0, soit la suite (u,) définie par ug = a et Yn € IN w41 =

a. Montrer que la suite (u,) est croissante a partir du rang 1, et tend vers +oo.
b. Détermi li — Uy).
¢terminer _1>r4r_100(un+1 Up)

n
a. Par récurrence forte, u,, est bien défini pour tout n et u,, > 0. Posons S,, = Zuk Pour
k=0
ne€lN*,ona S, =S,_1+u, > S,_1>0,donc upr1 = V/Sn > V/Sn_1 = un: la suite
(un) est donc strictement croissante a partir du rang 1. On ne peut cependant pas comparer
ug et uyp sans hypothese supplémentaire sur a.

Pour n € IN*, on a donc S, Zuk > Zuk > nuq avec up > 0, donc hm S = +00,
n—) oo
k=0 k=1
puis 41 =+ S, — +oo et hm Uy = +00.

n—-+oo

Remarque. On peut aussi utiliser le fait que up4+1 = v/upn + w2 pour n > 1, ce qui nous
ramene aux études classiques de suites vérifiant une relation de la forme wu,11 = f(uy).

b. On peut écrire, pour n € IN*,

- Sn 1 Un 1
Un+1 Un—r n 1= \/—+m un+1+un_1+un+1 .
Unp
Donc Untl _ 1= Yntl — Un _ 1 — 0 et lim Untl _ 1.
U, Unp, Up+1 + Uy n—+o0 n—+oo Uy,
1

Finalement, u,+1 —u, — —.
n—-+oo 2




Suites définies implicitement.

12.a. Montrer que I'équation tanx = z admet une unique solution, notée x,,, dans 'intervalle

I, = —I—i-nﬂ',ﬁ—i—mr[ (n€Z).
2 2 )

b. Donner le développement asymptotique de x, a la précision o () On pourra utiliser,
n

apres 'avoir démontrée, la relation

1
Vo e RY Arctanz + Arctan — = g )
x

c*. Ecrire le développement asymptotique de x, a la précision o ( 7113)

a. La fonction f : x +— tanz — x est continue et strictement croissante (en effet, elle
est dérivable et sa dérivée f'(z) = tan®?x est positive et s’annule au seul point nr) sur
Iintervalle I,,, donc elle réalise une bijection de cet intervalle vers son image ; une étude
des limites aux bornes montre que f(I,) = IR ; le réel 0 admet donc un unique antécédent
par f dans l'intervalle I,,, d’ou l'existence et 'unicité de x,,.

10

=

10-

Les x,, sont les abscisses des points d’intersection de la bissectrice (en vert) avec la courbe
représentative de la fonction tangente (en rouge).

7r T
b. On a z, € I,, soit —3 +nr < xp, < 5 + nm, ce qui donne déja un équivalent x, ~ nm.

Par ailleurs, de z,, € I,,, on déduit aussi que
(*) : =z, =nw+ Arctan(tanz,,) = nm + Arctan z,, puisque tanz, = T, .

Petit rappel : on a Arctan(tanz) = x pour tout réel x appartenant & lintervalle



T

Ih=]-5.3
appartient a I,,, alors x — nw € Iy, donc

[ ; la fonction tan étant w-périodique, on déduit ensuite que, si un réel x

Arctan(tan z) = Arctan (tan(z — nw)) =z — nr . Fin du petit rappel.

1
Deuziéme petit rappel : la fonction ¢ : x +— Arctanx 4+ Arctan — est définie et dérivable
sur R, le lecteur vérifiera facilement que ' (z) = 0, donc ¢ est constante sur RY, et

o(l) = g, on a donc bien

1
Vo e RY Arctan z + Arctan — = 5
x
1 us
Remarquons enfin que, par parité, on a Arctanz + Arctan — = 3 pour x < 0. Fin du
x
deuziéme petit rappel.
™ 1 1
La relation (*) peut s’écrire z, = nm + — — Arctan —. Comme lim — =0 et que
2 Tn, n—+00 Ty
1 1 1
Arctanz ~ x au voisinage de zéro, on a donc Arctan — ~ — ~ —. Finalement, on
Ty T, nm

obtient le développement asymptotique de x,, a la précision o<7) :
n

T 1 1
xn:nﬂ""*—i—FO(*) .
2 nmw n
c. C’est du calcul : on a

1 1 1 1+1 1+<1) 1 1 +7r2+4+<1)
— = = — ————+tol = =————+——+4o0l—=) .
T, s 1 <1) nm 2n  n2m? n2 nmt 2w n?  4mw3n3 n3
nrt+_—-——+4o|—
2 nm
3
Avec la relation (*) et le développement limité Arctanu = u — % + o(u®) au voisinage
de zéro, on obtient
n s 1 1 3m? +8 ( 1 )
Tpn=nr+-——+—5— ——=—+o(l—=).
2 nm 2mn? 12738 n3

13. Montrer que, pour tout n entier naturel, I’équation z e* = y/n admet une unique solution
dans IR, que l'on notera z,. Donner un équivalent de x,, lorsque n tend vers +oo.

Soit f: IRy — IRy, x> xe”. Alors f est de classe C! sur Ry et f'(z) = (z +1)e* > 0.
Donc f est continue et strictement croissante sur R4, avec f(0) = 0 et liIE f(x) = 400,
Tr—r+00

elle établit donc une bijection de IR sur lui-méme. Le nombre v/n admet alors un unique
antécédent z, = f~'(v/n). On a bien sir  lim f~'(y) = +oo, dott lim z, = +oo.
Yy—+o0o n—-+oo

1
Ona z,e*" = +/n,donc Inz,+z, = 5 Inn. Comme nggloo ZTp = +00,0na In(z,) = o(z,)

. . 1
par les théoremes de croissances comparées, il reste donc x, ~ 2 Inn.




14. Pour tout n € IN*, soit P, la fonction polynéme définie par P,(x) = 2" + = — 3. Montrer
que, pour tout n € IN*, P, admet une unique racine réelle positive, que ’on notera x,,.
Montrer que z,, € |1,2[. Déterminer le signe de P,1(x,), en déduire que la suite (z,,) est

décroissante. Montrer que lim x, = 1. Donner un équivalent simple de z,, — 1.
n—-+oo

Etudions sur IR la fonction polynomiale P, : sa dérivée P’ (x) = naz""'+1 est strictement

positive, donc la fonction P, est continue et strictement croissante sur IR, avec P, (0) = —3
et hrf P, (z) = 4o0. La fonction P, établit donc une bijection de R4 vers [—3, +o0],
r—+00

d’oni P'existence et 1'unicité d’un antécédent x,, du nombre 0. De plus, P,(1) = —1 < 0 et
P,(2)=2"—-1> 0, donc z, €]1,2].

1
Comme z,, > 1, on a z't' > 27 donc
Po(zy) =2 v, —3>a2" + 2, —3=Py(x,) =0 = Poy1(zns1) -

De l'inégalité P, 11(2n) > Ppi1(2nt1) et de la croissance sur IR, de la fonction P41, on
déduit que x,, > x,41 : la suite (z,,) est donc strictement décroissante.

La suite (z,,) est décroissante et minorée (par 1), elle est donc convergente. Si on fixe ¢ > 0,
on a
P(1+e)=(14e)"+e-2 — +o0,
n—-+00
donc il existe un rang N € IN* & partir duquel P,(1 + ) > 0. Pour tout entier n € IN* tel
que n > N, on a alors P,(1+¢) > P,(z,) donc 1 < x,, < 1+ & (car la fonction P, est
croissante sur IRy ). On a ainsi prouvé Passertion

Ve >0 INecIN* ¥VnecIN* n>N=—=1<uz,<1+¢,

autrement dit lim =z, = 1.
n—-+o0o

1 1\" 1 1
Variante : On a Pn<1+*)=(1+*) -24+- — e—2>0,donan(1—|—f> est
n n n

n n—-+oo

1
strictement positif pour n assez grand (n > N). Pour n > N,onadonc 1 <z, <14 —;
n
le théoreme “des gendarmes” permet de conclure que lim x, = 1.
n—-+oo
Pour tout n € IN*, on a z)) +x, —3 =0 avec lim z, =1;onen déduit que lim z] =2
n—-+4oo n—-+4oo

In2

et, en prenant le logarithme, lim n Inzx, = In2, soit Inx, ~ —. Mais d’autre part,
n—-+oo n

Inz ~ x— 1 (équivalence classique In(1 + h) ~ h en 0, puis translation de la variable

z—1

In2

x = 14+ h), on a donc montré que z,, — 1 ~ —, autrement dit on a le développement
n

asymptotique (ou “développement limité & l'ordre un”) :

In2 1
a:nzl—l———i—o(f).
n n



Le lecteur pourra se faire une idée du comportement de la suite (x,,) en observant le schéma
ci-dessous représentant, sur lintervalle [0,2], les fonctions polynomiales Py, pour n de 1 a
10. Les nombres x,, sont les abscisses des points d’intersection des courbes rouges avec l’aze
Ozx.

3_

15. Montrer que la relation n u”** — (n + 1) u” = 1 définit une unique suite positive (u,)n>1-

Déterminer sa limite.

Pour tout n € IN*, la fonction f, : # + nz" " — (n 4 1)2™ décroit strictement sur [0, 1], et

croit strictement sur [1, +oo[ puisqu’elle est dérivable avec f/(z) = n(n + 1)(z — 1) "L

Comme f,(0) =0, f,(1) = —1et hgl fn(z) = +00, on déduit du théoreme de la bijection
Tr—+00

qu’elle prend la valeur 1 en un unique réel positif u,,, et que 'on a u, > 1.

Pour tout x réel, on observe que

far1(@) = falz) = (n+1)a""2 = (20 +2)z" " + (n+ 1)a"
= (n+)a"(z—-1)*% > 0.

En particulier, f,(unt1) < fot1(tnt1) =1 = fn(u,). Comme la fonction f,, est croissante
sur lintervalle [1,4+o00[ (dans lequel se trouvent wu, et wu,y1), on déduit que upi1 < wy:
la suite (u,) est décroissante. Comme elle est minorée (par 1), elle admet donc une limite [
avec [ > 1.



Montrons par ’absurde que [ = 1. Si ce n’était pas le cas, on aurait [ > 1. Comme f,,(u,) =1
pour tout n, on a

1 fulun L !
,:f(u):uerl—(lJr*)UZ:UZ(Un*l**) Do Unl= 1) o 400,
n

n n n/ n—+oo . n—-+oo

car u = e () = +00 et [ —1> 0. On a ainsi obtenu une contradiction. On en
n—-+0oo
déduit que [ = 1.

16.a. Pour tout n € IN*, montrer que 1’équation x + In(z) = n admet une unique solution, que
'on notera z,,, dans IR, .

b. Montrer que la suite (z,,) diverge vers +oc.

c. Donner un développement asymptotique de x,, avec trois termes non nuls, plus un reste.

Tz +1

a. La fonction f : & — z+1In(z) est continue et strictement croissante (f'(x) = > 0) sur

IR’ , elle établit donc une bijection de 'intervalle IR’ vers son image. Or, lir% f(z) = —c0
T—r
et hIJIrl (r) = +oo. On a donc une bijection de IR’ vers IR. Chaque entier naturel n
T—r+00
admet donc un unique antécédent u, = f~*(n).

b.Ona lim f~!(z) =400, donc lim z,= lim f'(n)=+oc.
r—+00 n—-+oo n—-+o0o
c. Comme lim x, = 400, par croissances comparées, on a In(z,) = o(z,). De la relation
n—-+oo

(E): z, + In(z,) = n, on tire alors x, P soit z, =n (14 0o(1)).

On réinjecte dans (E): @, =n —In(z,) =n —In(n) —In (14 o(1)) =n — In(n) + o(1).

On recommence!
Tp=n—1In (Tl —1In(n) + 0(1)) =n—In(n) —In (1 — @ + o(;)) ;

soit, en utilisant In(1 + u) = v + o(u) lorsque v — 0,

o= 20 o (20),

Autres exercices sur les suites. Ensembles dénombrables.
17. Soit f : IR — IR une application de classe C, telle que

Ve R fof(a:)zg—FS.

a. Montrer que Vx € IR f (g +3) = @ + 3.

b. En déduire que f’ est constante sur IR.
c. Expliciter f.



a. C’est simplement la relation fo (fo f) = (fo f)o f, résultant de lassociativité de la loi
de composition des applications Les deux expressions sont f ( f ( f (x)))

b. Comme f est supposée dérivable, on dérive la relation ci-dessus, cela donne, apres multi-
plication par 2 :

vreR f’(§+3) - f'(z).
1l serait faux d’en déduire directement que f' est constante ; pour linstant, on a seulement
montré qu’a tout Téel T, on peut associer un autre réel ' = g + 3 en lequel f' prend la
meéme valeur.
Soit alors « un réel quelconque, définissons une suite (z,) par récurrence, avec g = x
et Vn e IN xz,q1 = % + 3. D’apres ce qui précede, on a f'(z,41) = f'(z,) pour tout

n, dou  f'(z,) = f'(x9) = f'(z) pour tout n. Mais lirJrrl T, = 6: la suite (z,) est
n—-+0oo

1
arithmético-géométrique, on obtient facilement la relation z,41 — 6 = i(xn —6), d’'ou sa
limite et, comme la fonction f’ est continue (f est C'), on déduit lirJIrl f(x,) = f(6). La

n——+0oo
suite (f(x,)) étant constante, cela signifie que f'(z,) = f'(6) pour tout n, en particulier

pour n = 0, donc f’'(z) = f'(6), et ceci quel que soit le réel =, donc f’ est une fonction
constante sur RR.

c. Comme f’ est constante, f est une fonction affine, on recherche f sous la forme x + ax +b.
Un calcul laissé a ’estimable lecteur donne deux solutions :

X X
Cr —4+6-3V2 et T ——— 4+ 6+ 3V2.
f 7 f 7

18. Soit f : [0,1] — IR une application de classe C* telle que f(1) # 0. Pour tout entier naturel
1
1
n, on pose I, = / 2" f(x) dz. Montrer que lirf I, =0, puis que I, ~ M
0 n——+00 n

e La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc bornée : |f(z)| < M. On en déduit
la majoration

1
|I,| = ‘/0 2" f(z) dx

dott lim I, =0.
n——+o0o

M
n+1

bl

1 1
§/ x”|f(x)\dx§M/ 2" do =
0 0

e Comme f est supposée de classe C!, cela doit suggérer I'idée d’une intégration par parties.
On obtient en effet

I, = ! [f(l)—/olx"+1f'(a:)dm]—f(l)—|—0< ! ),

n+1 T n+1 n+1

puisque, avec les mémes arguments que ci-dessus, la fonction f’ étant aussi bornée sur [0, 1],
S Q@)

1
on montre que lim ™! f/(2) dz = 0. En conséquence, I,, ~ ~
n—-+oo 0 n -+ 1 n



19. Théoréme de Cesaro

n

a. Soit (u,)nen~ une suite réelle. Pour tout n € IN*, on pose v, = — Z ug, (vy, est la moyenne
n

k=1
arithmétique des n premiers termes de la suite u). On suppose que lirJrrl u, =1 € IR.
n—-+0oo

Montrer que lim v, =1.
n—-+oo

b. Soit (u, ) une suite réelle telle que lir_irrl (Unt1—un) =1 (1 € R). Montrer que lim Un 1.
n—-+00

C.

. En déduire lim ¢ <2n> et lim i

n—+oco N

X
Soit (z,,) une suite de réels strictement positifs telle que  lim =Tt
n—-+oo T

= lavecl € RY.
Montrer que lim /z, =1.
n—-+o0o

n—+oo n n—4oo Y Tl'

a. Nous devons prouver I’assertion

Ve>0 INeIN VnelN n>N=|v,— 1] <ce.

Notons d’abord que v, — 1 = (= D) + (w2 _2 o (= l).

€
Soit donc € > 0. Puisque lirf un, = 1, il existe un entier N tel que |uy — 1] < 3 pour tout
n—-+0oo

k tel que kK > N. Si n est un entier plus grand que N, on peut écrire

N n
1 1
”n_l:gz(“k—ng Z (ug — 1) . @)
k=1 k=N+1

On majore directement le second terme de (*) en utilisant I'inégalité triangulaire : puisque

\uk—l|§%p0urk2N, on a donc

1 zn: (s — )| < X i e — 1| < Ln-ME<E.
" kSNt SR o 272
N
L’entier N ayant été fixé, la quantité Z(uk — 1) est alors une constante (indépendante de
1 ,j\]:l
la “variable” n) ; le premier terme - Z(uk —1) de (*) tend donc vers zéro lorsque n tend
k=1

. . s N2 - N .
vers +00 et il est donc en valeur absolue inférieur a 3 lorsque n est supérieur a un certain

e ¢
entier naturel N'. Pour n > max{N, N'}, on a alors |v, —I| < 3 + g =6 ce qu’il fallait

démontrer.

b. Nous avons lim (u, —up—1) =1, d’olt, en posant

n—-+oo

- (ur —ug) + (ug —u1) + -+ (Up — Up—1)
n — I’
n




nous savons que lim v, =1 d’apres la question a.
o0

n—+
p U uo . Uo N . U
Or, par télescopage, v, = — — — et lim — =0, dott lim — =1.
n n n—+oo N n—+oo N
. . Tn41 . Tn+1 .
c. Si lim =2l — [, alors lim In ) = lim (ln Tpe1 — In xn) = Inl, donc
n—-+4oo T n—-+o0o T n—-+o0o

lim —Inz, = Inl d’apres la question b. En prenant enfin 1’exponentielle (fonction
n——+oo n

continue), on obtient lim /z, = 1.
n——+o0o

. Utilisons la question c.

2n
e Avec z,, = ,, | »nous avons

<2n+2>
n +1 2 1)(2 2 2 (2 1
Intl _ AT :(n—l— J@n+2) _2(@n+ )quitendversél,

20%*.

n
. 2

donc lim ¢ ( n) =4.

n—+oo n

A a1 g donc lim — lim  /Zn
° = — = — n T nc lim —— = lim Yx,=¢.
vec T, e - end vers e, do Cn—)+oo Y LU Tp =€
Soit (u,) une suite réelle bornée. Pour tout n entier naturel, on pose
v, = inf uy et Wy, = SUP U -
k>n k>n

. Montrer que les suites (v,,) et (w,,) sont toutes deux convergentes, et comparer leurs limites.

. Montrer que la suite (u,) converge si et seulement si les suites (v,,) et (w,,) sont adjacentes.

. Supposons Vn € IN m < u, < M. Pour tout n, soit I'ensemble U,, = {uy ; k > n}.

Ces ensembles sont des parties de IR non vides et bornées car incluses dans [m, M], d’ou
Pexistence de v, = inf(U,,) et w,, = sup(U,,). Par ailleurs, on a U, 1 C U,, Aot v,41 > v,
et wp41 < wy, done (vy,) est croissante et (w,) est décroissante. Les deux suites étant
bornées puisqu’a valeurs dans [m, M], elles sont toutes deux convergentes. Enfin, on a, pour
tout n, I'inégalité évidente v,, < w,,. Par passage a la limite, lim v, < lim w,.

n——+oo n—-+oo

. Comme on sait que (v,) croit et que (w,) décroit, ces deux suites sont adjacentes si et

seulement si elles ont la méme limite.

e Sic’est le cas, en posant [ = lim v, = lim w,, alors on a pour tout n, v, < u, < w,
n——+o0o n—-+o0o
(puisque u,, € Uy), et le théoreme d’encadrement permet d’affirmer que lirJIrl Uy = L.
n—-+0oo

e Inversement, si (u,) converge, en nommant [ sa limite, si on se donne un réel strictement
positif €, il existe un rang N tel que Uy C [l — e,l + €] (c’est la traduction exacte de la
notion de limite), alors pour tout n > N, on a U, C Uy C [l —e,l + €], ce qui entraine



l—e<v, <up <w, <l+e, donc |v, — 1| <eet|w, —I <epourn>N.On a ainsi
prouvé que les suites (vy,) et (w,) ont toutes deux pour limite [, et donc sont adjacentes
d’apres la remarque faite au début de cette question.

21. Soit (x,,)n>1 une suite de réels positifs. Pour tout n, on pose y, = \/xl + /T2 4+ + VT

a. Déterminer lim 1y, lorsque (z,) est une suite constante de valeur a > 0.
n—-+o0o

b. Méme question lorsque =, = a b avec a > 0,b>0.

c*. Montrer que (y,) converge si et seulement s’l existe un réel positif M tel que

C.

Vn e IN* 2, < M?".

Notons d’abord que, dans tous les cas, la suite (y,,) est croissante ; elle est donc convergente
si et seulement si elle est majorée.

. Si 2,, = a pour tout n, on note la relation y,+1 = Va+yn, = f(yn) avec f : z — Va+ .

Si (yn) converge vers [, on a alors vVa+1 = [, ce qui, avec la condition [ > 0, entraine

- 1++v1+4a
- 2

qu’elle laisse stable I'intervalle [0,!], on a donc y, < I pour tout n. La suite (y,) étant
majorée, on déduit qu’elle converge et que

. On vérifie que y; = v/a < I. Une rapide étude de la fonction f montre

. 1++v1+44a
lm y,=l=—7-+——.

n—-+oo 2

Siz, =a anr, notons (y,) la suite étudiée dans la question a., c’est-a-dire lorsque la suite

(x,,) est constante de valeur a. On observe facilement que y,, = by, pour tout n. Comme
(y,,) converge, il en est de méme de (y,), et

1+ 1514
lim go—b. lim o, —p-— Y T30

n—-+4oo n—-+oo 2

o Il est clair que, si (z,,) et (z],) sont deux suites de réels positifs telles que z,, < x/, pour
tout n, alors on a aussi y,, < ¥/, pour tout n, avec des notations que le lecteur comprendra.
Si &, < M?" pour tout n, en posant z/, = M?", on a alors y,, < y/, ot (y/,) est la suite
étudiée dans la question b. avec a = 1 et b = M. Comme la suite (y,,) est majorée, il en
est a fortiori de méme pour la suite (y,), et cette suite est alors convergente d’apres la
remarque faite en préambule.

e On a l'inégalité “triviale” y, > \/\/ - /Tn = 22 .

Si la suite (y,,) converge, soit [ sa limite. Comme (y,,) est croissante, on a y,, < [ pour tout n,
o

donc z;, "<, puis z, < 12", ce qu’il fallait prouver.

22%,

anp, + Ap+2

Une suite réelle (a,) est dite convexe sion a Vn € N a,11 < . Elle est dite

concave si la suite (—a,) est convexe.



a. Par quelle propriété simple de la suite (d,,), de terme général d,, = an4+1 — an, se traduit la
convexité d’une suite réelle (a,) ? Quelles sont les suites réelles qui sont & la fois convexes
et concaves ?

b. Soit (a,) une suite convexe majorée. Montrer qu’elle est décroissante.

c. Dans cette question, (a,,) est une suite convexe bornée et on pose d,, = a,+1—a,, pour tout n.
i. Montrer que la suite (a,) est convergente.

ii. Soient n € IN* et p € IN* tels que n > 2p. Prouver les inégalités 2(a, —a,) < nd,—1 <0.
iii. En déduire que lim nd, = 0.
n—-+0oo

a. La suite (a,,) est convexe si et seulement si, pour tout n, on a ap41 — an < Gpy2 — Gpii,
soit d,, < d,,41. La convexité de la suite (a,,) équivaut donc & la croissance de la suite (d,,)
et, bien évidemment, la concavité de (a,) équivaut a la décroissance de la suite (d,,).

La suite (a,) est convexe et concave a la fois si et seulement si la suite (d,,) est a la fois
croissante et décroissante, donc constante. Ceci caractérise les suites arithmétiques.

b. Raisonnons par I’absurde: si (a,) n’était pas décroissante, il existerait au moins un entier
naturel NV tel que ay41 > an. Posons 6 = ayy1 —any = dp, alors § > 0, et la croissance de
la suite (d,,), prouvée en a., nous apprend que d,, > ¢ pour tout n > N, soit a,41 > an +0
pour tout n > N. Une récurrence immédiate donne alors a,, > ay + (n — N)d pour tout

n > N, ce qui entraine lilf a, = +00, ce qui contredit 'hypothese que (a,,) est majorée.
n—-+4oo

c. i. La suite (a,,) est décroissante d’apres b., et elle est aussi minorée, elle est donc convergente.
ii. Comme la suite (a,) est décroissante, la suite (d,,) est & valeurs négatives, ce qui donne
déja l'inégalité nd,,—; < 0.

Ensuite, la suite (d,,) étant croissante, écrivons

n—1 n—1 n—1
2(an - ap) =2 Z(akJrl - ak) =2 Z dp <2 Z dp1 = 2(” _p) dp—1 <ndp_y ’
k=p k=p k=p

la derniére inégalité résultant du fait que 2(n —p) > n et d,,—1 < 0.

2
pour tout n > 2, Pencadrement 2 (a, — ap,) < nd,—1 < 0. Comme la suite (a,) admet

n
iii. Pour tout n > 2, posons p,, = {J , alors p, € IN* et n > 2p,,. Il résulte de ii. que l'on a,

une limite A et que 111;1_1 Dn = +00 car p, > 5~ 1, la suite (a,, ) converge aussi vers A,
n—-+0o0

et liI_"I_l (an —ap,) = A— A = 0. Par encadrement, on a lirf nd,_1 = 0. Par décalage
n—r—+00 n—-+0oo
d’indice, lim (n+ 1)d, =0. Enfin, lim d,, =0, donc par différence, lim nd, = 0.
n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

23.a. Montrer que I'ensemble P¢(IN) des parties finies de IN est dénombrable.

b. Montrer que ’ensemble P(IN) des parties de IN est infini non dénombrable. On pourra
supposer qu’il existe une bijection ¢ de IN wvers P(IN) et chercher une contradiction en
considérant Uensemble A= {n € IN|n & p(n)}.



a. L’application f : P;(IN) — IN définie par f(A4) = Z 2F est une bijection. Cela résulte de
keA
Pexistence (surjectivité) et de 'unicité (injectivité) de 1’écriture binaire d’un entier naturel.
b. Cet ensemble est infini puisqu’il contient P¢(IN). Supposons qu’il existe une bijection ¢ de
IN vers P(IN). Alors A = {n € IN|n & ¢(n)} est une partie de IN, il existe donc un (unique)
entier m tel que A = p(m). Cet entier m appartient-il & A ? Je laisse le lecteur conclure
que Uhypothése de départ est absurde!

Exercices avec Python.

n

24. Pour n € IN*, soit la fonction f,, :z+— 2" + 2" 14+ ... +x—1= Zwk -1
k=1

1.

Ecrire une fonction courbe (n) permettant de représenter f,, sur [0,1].

2. Montrer que la fonction f,, admet un unique zéro, que ’on notera u,,, dans 'intervalle [0, 1].

. Ecrire une fonction qui prend en argument un entier n et qui retourne une valeur approchée
de u, & 1075 pres.

. Conjecturer le comportement de la suite (u,), puis démontrer votre conjecture.

. ¢f. script.

2. La fonction f, est continue et strictement croissante (évident) donc établit une bijection de
[0,1] vers [f(0), f(1)] = [~1,n — 1]. Comme 0 appartient a I'intervalle image, il a donc un
unique antécédent u,, dans [0,1].

. ¢f. script.
1
. On dirait bien que (u,) décroit et tend vers 3 Prouvons-le, pardi!

e On note que, pour tout x € [0,1], on a f,,(z) < fnt1(z). En particulier,

fn(unJrl) < fn+1(un+1) =0= fn(un) .

Comme la fonction f,, est croissante sur [0, 1], on déduit up+1 < up, la suite (uy,) est
décroissante.
" —1 2" — 2 41
—-1= —+ Pour tout
rz—1
n > 2, on a donc (R): u*' — 2u, + 1 = 0. Par ailleurs, pour n > 2, on a 0 < u,, <

uy < 1, donc 0 < w1 <™ — 0. Comme lim u”*' =0, la relation (R) donne
n 2 n—-+oo n——+oo n

e Notons que, pour z # 1, on a aussi f,(x) = x

1
lim (—2u, +1)=0,donc lim wu, = -.
n—-+oo n—+o00 2

25. Soit (un)n>1 une suite réelle. Pour n > 1, et (a,b) € [0,1]* avec a < b, on pose

cnla,b) = Card({k €[tn] | up — lu] € [a,b]}) .

C’est donc le nombre de termes de la suite « (parmi les n premiers) dont la “partie frac-
tionnaire” est comprise entre a et b. La suite u est dite équirépartie modulo 1 si, pour



1
tout (a,b) € [0,1]% avec a < b, ona lim — c,(a,b) =b— a.
n—+oco n

a. Ecrire une fonction Python d’arguments u, n, a, b renvoyant ¢, (a,b).

1 5 13
b. La tester avec u,, = v/n, avec u,, = In(n), avec u, = ™ ot a = +2 et (a,b) = (f 7).

Que conjecturez-vous ?

1456 )n
5 )
(1). Quelles sont les suites réelles w telles que w42 = wy, + wp41 pour tout n ?

c. Soit u définie par u, = (

(ii). Trouver une suite v de limite nulle telle que u + v soit & valeurs entieres.

cn(a,b
(iii). En déduire que u n’est pas équirépartie modulo 1. Déterminer ngrfoo % pour

tout couple (a,b) € [0,1]* avec a < b. Tester expérimentalement.



