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EXERCICE (QUESTIONS PROCHES du COURS)

1. Tout simplement, u,y+; = f(up) > uy, la suite (u,) est donc croissante si I'on suppose

f(x) > x pour tout x de I. Attention, dans les exemples pratiques, il faudra préalablement
s’assurer d’avoir trouvé un intervalle I stable par f.

2. Si f est croissante, alors up+2 — Untr1 = f(unt1) — f(uy) est du méme signe que uy41 — Uy,
donc, par récurrence, du méme signe que u; — ug. La suite (u,) est donc croissante si
u1 > ug, décroissante si u; < ug.

3. Si f est décroissante, alors la fonction g = f o f est croissante. Les suites (v,,) et (wy,)
sont a valeurs dans I et vérifient la relation de récurrence v,+1 = g(vy), respectivement
wWnt1 = g(wy). De la question 2. ci-dessus, on déduit alors que les deux suites (v,,) et (wy,)
sont monotones.

Enfin, wy11 — wp = Uonys — Uant1 = f(uanie) — f(u2n) = f(vnt1) — f(v,) est du signe
opposé a celui de v,41 —v, car f est décroissante (donc change le sens des inégalités), donc
les deux suites extraites (v,) et (w,) ont des sens de variation opposés.

PROBLEME
I. Vitesse de convergence d’une suite réelle
Cette partie est extraite du sujet Math 2 de Centrale-Supélec, filiere PC, 2017
1. Des résultats généraux

1
a. Soit u, = o pour tout n entier naturel, alors la suite v = (u,) est convergente, de
n

limite nulle. Comme elle ne prend pas la valeur 0, elle appartient a ’ensemble E. Ensuite,
U n+1 N .
uy, = ntl — 1, donc u € E°, et u est a croissance lente.
Uy, n+2 notoo

b. La suite nulle n’appartient pas & F, donc a fortiori n’appartient pas & E¢, et E° n’est donc
pas un sous-espace vectoriel de RY.

c. Il suffit d’exhiber une suite appartenant a8 F mais pas a E°. Considérons par exemple la

1
o si n est pair
suite (u,) telle que w, = . Alors la suite (u,) tend vers zéro sans
— si n est impair

3’!1

. . . Un+1 .
jamais prendre la valeur 0, donc u € E. Mais u;, = nt diverge: en effet,
n
. 22p . 32p+1
U3, = 32071 p_>—>+oo 0 et Ugpy1 = 2212 p_>—>+oo +0oo .
Donc u ¢ E°.
d. Le réel [° est défini par [° = lim wu sous réserve d’existence de cette limite. Comme

n——+o00
uy, > 0 pour tout n, la stabilité des inégalités larges par passage a la limite entraine [¢ > 0.
D’autre part, si on avait {° > 1, on aurait u;, > 1 a partir d’un certain rang, donc la suite
(\un — l|), a valeurs positives, serait strictement croissante a partir d’un certain rang, et ne

pourrait donc tendre vers 0. Cela contredit le fait que [ = lirf Uy, 'hypothese est donc
n——+0oo

absurde, et on a nécessairement [¢ < 1, donc [¢ € [0, 1].



2. Exemples de calculs de vitesse de convergence

. 1 P . .
a. e Soit u, = T D on a u € E° (en généralisant le raisonnement fait en 1.a.), et
n
I°= lim wug =1, donc la convergence (vers 0) est lente.
n—-4o0o
_ k. n _ _k In(n)+n In(q) e fa )
e Avec v, = n"¢", on a v, = e — 0 puisque, par croissances com-

n—-+4o0o
parées, Uexposant de l'exponentielle tend vers —oo. La suite (v,) ne prend pas la valeur 0

. . v 1\*
(& partir du rang 1), donc v € E. Ensuite, v, = ol g (1 + f) — q, donc
Un n n——+oo
v € E° et la vitesse de convergence est géométrique de rapport q.

e Avec w, = —, on a lim w, = 0, et w, # 0 pour tout n, donc w € FE. Ensuite,
n! n—-+4o0o
c Wn 41 1 c .
= = — 0, donc w € E° et sa convergence est rapide.
Wy, n+1 n—+oo

1
b.i. Posons x = o alors x — 0 lorsque n — +oo et

lin(1+z 1 1
vn = (1+1’) = e° (+e) = exp ( ($2$2+0(1’2)>>

exp(l—g—l—o(x)) = e-exp(—g—i—o(x))

e~(1—g—|—o($)).

8=

1 1
En remplacant x par on on obtient le développement demandé v, = e — 2”% + O(Q—n).

ii. On a donc [ = lir+n v, = e, et I'inégalité stricte In(1 + ) < z pour > 0 donne
n—-+0o0

1
2" In (1 + 27) < 1 puis v, < e donc v, #* e en prenant l’exponentielle, on a donc v € E.

Ensuite, v, — e oo T oma T donc
e |Ung1—e e 2ntl 1
vy, —_— | ~ 5 — =
VUp — € | n—+oo 27t e n—+oo 2

1
Donc v € E° et sa convergence est géométrique de rapport 3

c.i. Le réel [ — S, est le reste d’ordre n de la série de Riemann (convergente) d’exposant «, on
©= AR 1
t éerire [ — S, = = dim( ). Or, Ia fonction ¢ 1 — est continue,
peut écrire n Z e = ylm Z o r, la fonction s est continue
k=n+1 k=n-+1
positive et décroissante sur [1, +00[, ce qui permet d’appliquer la méthode de comparaison
L 1 Rt ,
série-intégrale: pour k > 1, ona —— < — < —, soit encore, pour k > 2,
(k+ 1)« & te — ke

MHlqe 1 koae
=<i== o
kot k k-1t

En sommant ces inégalités pour k de n + 1 a N, on obtient ’encadrement



1 O CA e N | N at 1 N
[704_1} = W= 2w e [701_1] :
(1 — O()t n+1 n+1 t Rt k n t (1 — Ol)t n
En passant a la limite lorsque N — +00, on obtient ’encadrement demandé
1 1 1 1

<l-8,< .
a—1(n+1)-1 — “a—1no!

ii. On a hrf Sp = | par définition de la somme d’une série convergente, et S,, <! (donc
n—-+0oo
l— SnJrl
=Sy,

a—1 I— Sn a—1
i. donnent facilement ( i ) < —2% < 1. Comme ( . ) o b
n+2 1 — Sn n-+2 n—-+o0o

le théoreme d’encadrement permet de conclure que liI_E Sy = 1, donc la suite (Sy)
n—-+oo

différent de !) pour tout n, ainsi (S,) € E. Ensuite, S; = et les inégalités du

appartient & E° et sa convergence est lente.

3. Vitesse de convergence d’ordre r d’une suite

a. Si la vitesse de convergence de (u,) vers [ est d’ordre r > 1, alors pour n assez grand (des
que 'on est str que la suite ne prend plus la valeur 1), on a

U —1 U —1
|u%‘:|n+1 |:|n+1 |'|n_l|r_1-
w, — 1 [wn — 1"
Le premier facteur, qui est le |w,| de I’énoncé, est borné par hypothese, le deuxiéme facteur
tend vers 0, donc le produit tend vers 0, ce qui montre que la convergence de (u,,) est rapide.
Remarque: Avec des arguments trés voisins, on montre que, si la convergence de (u,) est
d’ordre r > 1, alors elle est aussi d’ordre s, pour tout réel s tel que 1 < s < r.
1

b.i. La série de terme général -7 est convergente (régle de d’Alembert par exemple), sa somme
S vaut e mais cest inutile ici de le savoir. Comme la suite (S,) croit strictement, on a
Sp < S pour tout n, donc S, # S et (S,) € E.

1
ii. Le réel S — S, est le reste d’ordre n de la série exponentielle de terme général R donc

+oo
1 1
S—8,= Z o > m Majorons maintenant ce reste:
k=n-+1
1 1 1
S—Sn —
a2l s
- ;(H L ! + )
 (n+ 1) n+2 (n+2)(n+3)
“+o0
1 1 1 1 1
. ) -
(n—l—l)!( MR ) (n+1)! kZ:O(n+2)k
1 S
(n+1)! L

=

=0



2

iii. En explicitant, on a obtenu m <S5-5,< m On en déduit que
2
S — Snt1 (n+2)! 2
0< 8¢ = < = .
- S-S, ~ 1 n—+2
(n+1)!

Par encadrement, lirJIrl Sy =0, donc (S,) € E°, et la convergence de (S,,) est rapide.
n——+0oo

iv. Soit r > 1, on a alors

1

r—1 r—

Sns1 =S| _ S=Sup1 . (n+2)! (1)) o (! T
= > -2 = (T _
IS, =S| (S —8,)" (L) n+2 (n+2)7
(n+1)!

Comme la suite (n!) est prépondérante devant toute “suite puissance” (n®), on déduit que
le minorant obtenu tend vers 'infini avec n, donc la suite (w,,) définie par w,, = ﬁ

n’est pas bornée, donc la convergence de (S,) vers S n’est pas d’ordre r.
c.i. La dérivabilité de f en [ entraine sa continuité en ce point, donc liml f(x) = f(l). Comme
xr—r
lim w, =10l onaaussil= lim wu,y1 = lim f(u,)= f(I) par composition de limites,
n—-+oo n—-+oo n—-+4oo

donc f(I) =1, i.e. le point { est un point fixe de f.

ii. On a u, # ! pour tout n puisque, s’il existait un entier ny pour lequel u,, = [, on aurait
u, = [ pour tout n > ng, la suite serait donc stationnaire. Donc v € E. Ensuite,

'f(uz) —f(l)‘ =1l

n — [ n—-4oo
x)— f(l
En effet, on reconnait un taux d’accroissement et on sait que liml Llf()
T— T —

Un+1—l
Uy — 1

=f'().
Donc u € E°, et la vitesse de convergence est

- lente si [f/(1)| =1;

- géométrique de rapport |f'(1)| si |f'(1)] €]0,1] ;

- rapide si f'(1) = 0.

On ne peut avoir |f'(l)| > 1 d’apres 1.d.

iii. D’apres 1.d., on ne peut avoir [¢ > 1. Si ’f’(l)‘ > 1 et si la suite (u,) n’était pas
stationnaire, la question précédente montre que u € E€ avec [° > 1 ce qui est absurde.

iv. Supposons f(k)(l) = 0 pour tout k € [[1,r—1]. Alors f admet au point ! un développement
limité a 'ordre r, qui est

(r)
£ =0+ T @y (@ -1y).

On déduit que



—1 — f( (1
(un, — )7 (up, — )7 7!
cette expression (qui est une suite convergente) est donc bornée, donc la vitesse de conver-
gence est d’ordre 7.

Pour la réciproque, procédons par contraposition: 8’il existe k € [1,7—1] tel que f(k)(l) #0,
notons p le plus petit de ces entiers k, alors f admet au point [ le développement limité &

Pordre p: f(z) = f(I) + f(;)'(l) (z=1DP +o((x —1)P) avec FP(1) # 0, et alors

tngr =L flwn) = FO) _ 0 ey oy
(up =" (un =07 p (un = P77+ o((un =17

et comme p — r < 0, cette expression tend vers 'infini en valeur absolue, et n’est donc pas
bornée, la vitesse de convergence n’est pas d’ordre r.
II. Accélération de convergence

Cette partie est un ajout personnel, mais ce sont des choses trés classiques

4. Méthode de Richardson-Romberg
Upnt1 — Ay — L1 =) (upp1 — 1) — A (u, —1)

a.Ona v, -1l = T = Y , d’ou
vo—1 1 Up41 — | 1 _
unfl_lf)\(unfl N T -N=0

donc (vy,) converge vers [ plus rapidement que (uy,).

b. Du développement asymptotique proposé, on tire u, —I ~ a\", et upy1—1 ~ aA"Th

n—-+oo n——+oo
1
Ups1 — 1 a\"t . . Upg1 — 1 -
done 1=~ 22— )\ autrement dit lim —F1 " — X, ainsi uy, ) tend vers [
b b
Uy — 1 n—o+oo  aA™ n—+oo Uy — [

avec une vitesse géométrique de rapport |A|.

On développe par ailleurs

1
Un = (un+1 - /\Un)

—_— ((l + a4t 4 o(u")) - A (l +a\" +bu" + o(u”)))

e (N b o)

= [+Vu" +o(u"), avec b’:%b#o.

. 1. . . Upy1 — 1
Comme ci-dessus, on déduit v,—1 ~ bu™, vpp1—l ~ b p L puis lim it n S
) 2 + 12 p
n——+oo n—-+o0o n—+oo U, — l

la convergence de (vy,) vers [ est géométrique de rapport |u|.

)



5. Exemple du calcul de 7 par la méthode d’Archimeéde

a. Six € [0,1], alors 0 < 22 < 1, puis 0 < 1 — 2% < 1, donc 0 < /1 —22 < 1, puis

2 2
0<1-+V1-22<1 etenfin0< f(z)< g Comme g < 1, on a bien f(z) € [0,1],

donc lintervalle I = [0,1] est stable par f, c’est-a-dire I C Dy et f(I) C I.

On peut aussi observer que f est continue et croissante sur [0,1] avec f(0) = 0 et

fa) = ?’ donc

F[0,1]) = [£(0), f(1)] = loa g c[0,1].

b. Si on pose § = Arcsin(x), alors 0 < 6 < g et sin(f) = x, donc 1 —z% = 1 —sin?(0) = cos?(0)

et, comme cos(f) est positif, /1 — 22 = cos(d). Ensuite,
1 1/ 6 1 6 0
f(ac)zE\/Q(l—cosO)zi 4sin2§:§x25in§:sin(§)

. (0 .
car sin (5) est positif.
c. La suite (z,,) prend ses valeurs dans [0,1] (intervalle stable), on peut donc poser

0
0,, = Arcsin(z,,) pour tout n, la question b. montre alors que z,+1 = f(z,) = sin (5"), et

0 ™ . . /1
comme ?n € [O, 5}, cela entraine 6,11 = Arcsin(x,11) = ?" On a donc immédiatement

(% 1
0, = 20 avec 0o = Arcsin <7> = : finalement z,, = sin (
on 2 6

. ™ . n
d. Donc u,, =6 x 2" sin (W)’ puis u, W 6 x 2™ x

5 :2n) pour tout n.

=, soit lim wu, =m.
6 x 2" ’ n—+too

3 x°

z 5
: + 190 + o(z”), donc

6xom [T 1(L)3+L(L>5+ (L)
6x2"  6\6x2n 120 (g x 2n/) T °\32n
s 1 o

1
= W_@X47+7120x64xﬁ+0(ﬁ)'

e. Au voisinage de 0, on a sin(x) =z —

<
s
Il

3 5
T T 1
O it 1 ditions de 1 tion 4.b. l=ma=———,b=——— A= -6t
n relconnal es conditions de la question avec T, a 516 58530 41e
W= 6" La vitesse de convergence de (u,) vers 7 est donc géométrique de rapport A = T
. . . Un+1 — )\un .
f. En reprenant la question 4., on construit une suite (v,) telle que v, = 1 soit
1 L. On a al 7r5><1+(1)d" itesse d
Up = —Upi1 — —Up. On a alors v, = 7 — — + o — oll une vitesse de
moogrtt g ", 622080 © 16" 167/

convergence géométrique de rapport TS



6. Procédé d’accélération d’Aitken

n+1l _ 1
a.On au, = g T mais ce n’est pas tres utile. En fait, w,iq1 — up = ¢" T #0 et
q—
Upy2 — 2Unt1 + Up = (Unt2 — Uny1) — (Ung1 — Un) = qn+2 - anrl = anrl(q -1)#0,
n+1
U —qu 1
puis A\, = g =q et w, = ntl — @Un , la suite (wy,) est donc constante.
qr 1—gq 1—q

Lorsque la suite (uy,) converge, c’est le cas si et seulement si |q| < 1, alors la valeur constante
de la suite (wy,) est la limite de la suite (uy,). Dans les autres cas, la suite (u,) n’appartient

pas a E.
b. On a (en adaptant facilement lorsque A = 0):
Unp+1 — l 1
Dy = W1 =D = W =Dy ALy
" ('Ltn — l) — (’U,n,1 — l) 1_ Up—1 — l n——+oo 1— l ’
Uy — 1 A
- A I — M
Ensuite, w,, = W n_>—+>0o T = 1, la suite (w,) converge donc aussi vers [,
et plus rapidement que la suite (u,,) puisque
Wy — 1 Upyr — L= Ap(uy — 1) 1 (Un+1 —1 1
- - “M) (A=A =0,
Uy — 1 (1= An)(up = 1) 11—, \ u, —1 n—-+oo 1—)\( )
c. C’est du calcul, le lecteur vérifiera patiemment que
Unp — Unp
Uny1 — T )
W, — Up — Up—1 _ Up—1Up+1 — Up,
" | Unt1l—Un Unt1 — 2y + Un—1 |
Up — Up—1

(un - un—1)2

conduit au méme résultat.
Up4+1 — 2un + Unp—1

et que, apres réduction, 'expression ,,_1 —

d. Posons r =

%’ pour simplifier, alors 0 < r < 1. Du développement asymptotique donné de

Uy, on déduit

o~ tn1 = a(A = DA +0(") = a(A = DA (14067))

Qo (un — 1) = a2(\ — 1)2A21~2 (1 + O(’I“n)). De facon semblable,
Uit — 2m + 1 = a (A —1)2 AL 4 O(u") = a (A — 1)2 A7~ (1 + 0(7«”)) :
Ensuite,

(un _ un71)2 - CL2(>\ _ 1)2)\27172
T A -1zt

(1 + O(T”)) — g\ (1 + O(Tn)) .

Un+1 — 2un + Up—1

En retranchant cette expression de u, 1 =1+a X"~ +0(u") =1+
obtient bien w, =1+ O\"r™) =1+ O0(p").

% A" (1 + O(r")), on



