EXERCICES CORRIGES sur les SERIES NUMERIQUES
PSI2 2024-2025

Séries a termes positifs.

n'

1. Déterminer la nature des séries E U, et E Vp, AVEC U, = —n et v, =aV™® (a e RY).
n

a. Pour la série Z U, on applique la régle de d’Alembert (série a termes strictement positifs) :

1
" 1 [ n n 1\ -7 —n In (1+ﬁ)
Unt1 _ (n+1) n"_ o n :(14_7) . I
U, (n+1)ntL nl (n4+1)" n n—+o0
Comme e~ ! < 1, la série Z u, est convergente.
n>1

Un+1 _  /nFi—vn _ (vVn+1—y/n)Ina . _ 1

—=a =e — lpuisquevn+1l—yV/n=——+ — 0
Un n—r+oo P v Vn+ 1+ /nn—+oo

et la regle de d’Alembert ne permet pas de conclure. Notons d’abord que, si a > 1, la série
est grossierement divergente. Si 0 < a < 1, essayons la comparaison a une série de Riemann
(régle n®u,,) : choisissons a = 2, alors n?v, = n?a¥™ = 2"V e Comme Inn = o(y/n)
(croissances comparées), 'exposant 2Inn + /n Ina est équivalent & v/nlna et tend donc

1
2vn, = 0 ce qui signifie que v, = 0(—) et assure la

vers —oo (ici, Ina < 0), donc lim n

n—+
convergence de la série. En conclusion, E av" (avec a > 0) converge si et seulement si

n>0
0<a<l.

2. Pour quelles valeurs de I'entier naturel p la série Z

n"p

(np)! est-elle convergente 7
np)!
n>1

C’est une série a termes strictement positifs, essayons la régle de d’Alembert : en posant

Uy = p)! on a
U1 _ (nAD)CFOP (mp)t 1yn (n+ 1)
Up onmP ((n+1)p)t l(1+ n) ] D+ 2 p)
(n+1)?

1\7 , .
Or, il est classique que nkr—&r-loo (1 + n) e, et 'expression i Dp+2) (T 1)
est, pour p fixé, un quotient de deux polynémes de degré p en la variable n : elle est donc
équivalente (lorsque n tend vers +00) au quotient des termes dominants du numérateur et
du dénominateur donc tend vers i Finalement, lim Unt1 _ (E)p et cette limite est

P n—+oo Uy, p
strictement supérieure & 1 si p € {1, 2}, strictement inférieure & 1 si p > 3.

Conclusion. La série converge si et seulement si p > 3.

n"
3. Soit u,, = (cos ) avec « € IR.
n

a. Donner un équivalent de v, = In(u,,) lorsque n tend vers +oo.

b. Déterminer I’ensemble I des réels « tels que la série g Uy, SOit grossierement divergente.
n
c. Si o € I, déterminer lim n? u,. Que dire alors de la série E Uy !

n—+

0o
n>1



1 1
a. Tout d’abord, on a — €]0, 1] pour tout n € IN*, d’olt cos — > 0 et u,, est bien défini pour
n n
n > 1. Ensuite,

1 1 1 1 1
h’lun:no‘ h’l(COSﬁ) =n%In (1— 277,2+0(n2)) =n° <_277,2+0<712)) s

ou encore Inu, ~ —3 n®2
b. e Pour a > 2, lim lnwu, = —o00,donc lim wu, =0;
n—-+oo n—-+o0o
2, lim 1 ! d li 1
® pour o = 1m nu, = —— onc m U, = —=;
p " nSdoo " 2’ n—+too Ve ,

e pour a < 2, ngrfoo Inwu, =0, donc ngrfoo Uy = 1.

En conclusion, I =] — 00, 2].
c. Dans cette question, on suppose donc « > 2. Alors

2 Lo a- L a2

In(n“u,) =2 lnn+In(u,) =2 lnn — 5 n®"2 4+ o(n°"?%) ~ -5 n®
par croissances comparées des puissances et du logarithme. Donc hr—? ln(n2un) = —
n——+0oo

. 1 L. o
et lim n2u, =0, donc u, = o(—Q) et la série de terme général u,, est convergente.
n—-+oo n

4. Calculer les sommes des séries ci-dessous apres avoir justifié leur convergence :
+oo
1

+oo 9
S:nZ:O(?)nJrl)(?)nJrél) ; T:;m(l—i_n(nJrS)) '

1
a. Posons u,, = Grnr DEntd) On a u, ~ 92’ ce qui assure déja la convergence de la série.
Dé 46 ts simpl 1 ( 1 1 ) 1 ( 1 1 )
écomposons en éléments simples : u, = = ——— == — .
P Pt =3 8n+1 3n+4/ " 3Bn+1 3(n+1)+1

Si 'on note S, la somme partielle d’ordre n, on observe un télescopage :
n

o ::I;JUk:3<Z3]{:+1_k—03(/€+1)+1> :3<Z3k+1_z 3/<:+1) =5 mra)

k=0 k=0 k=1

1 1
Il s’ensuit immédiatement que lim S,, = —, c’est-a-dire que S = —.
n—-4o0o 3 3

2
n(n + 3)
la série. Décomposons un peu :

n+1)(n+2
o (@F DE+2)
n(n + 3)
Ainsi, on observera aussi des télescopages en calculant une somme partielle : aprés quelques
translations d’indices,

2
).Onavn>Oetvn~

b. Posons v, = In (1 + —
n

ce qui assure la convergence de

):1n(n+1)+1n(n+2)—lnn—ln(n+3).



n
Tn = E Vk
k=1
n+1 n+2 n n+3

- Zlnk+21nk—21mk—21nk
k=2 k=3 k=1 k=4

= In3+In(n+1)—In(n+3)
B 3(n+1)
In (7) .

n-+3
+o00
On en déduit que ngr-ir-loo T, =1In3, soit T = z_:lvn =In3.

5. Sommes partielles de la série harmonique

n
1
Pour tout n € IN*, on pose H, = Z e puis a, =Inn — H,.
k=1
a. Donner un équivalent de a,1 — a,. En déduire que la suite (a,) converge.
b. En déduire que H,, admet un développement asymptotique de la forme H,, = lnn++y+o(1),
ol 7 est un réel (appelé constante d’Euler).
+oo

. Calcul = .
c. Calculer S ;n(n+1)(2n+l)

1 1 1\-1 1 1 1 1 1 1 .
a.On a :7<1+7> =— 1—7—|—0<7> zf———i-o(—),d’ou
n+1 n n n n n n n? n2

Opy1 — Qp = (ln(n—l—l)—lnn)—(Hn_H—Hn):111(14_,)_
=z ol@) - () =z ola)

. 1 L. < 1 .
autrement dit a,41 —a, ~ o2 donc la série g (an+1 — ay) converge, c’est-a-dire la suite
n
n

(an) converge.

b. Notons I/ = lim a,.Ona lim (Inn—H,) =1, ce quis’écrit encore Inn — H, = [+ o(1),
n—-+oo n—-+oo
ou encore H, =Inn — 1+ o(1), ce qui est bien le développement asymptotique demandé
avec v = —I.
1 1

nin+D)2n+1) " 203
1 1 1 4

tn = nn+1)2n+1) :ﬁ+n—|—1 2+ 1

On décompose en éléments simples :

c. La série converge puisque

On peut ainsi exprimer la somme partielle d’ordre n puis en écrire un développement asymp-
totique :



S0 Y= A 1) (B 1)
k=1

1
= 4H, —4Hzp41 +3+ ——

n+1
= 4(lnn+v+0(1) —4(In2n+1)+~+0(1)) + 3+ o(1)
- 41n(2n7:_1)+3+0(1),

donc S= lim S,=3—4In2.

n——+oo

6. Séries de Bertrand
1

————— ou « et 8 sont deux réels. On se
n® (Inn)? p

On appelle ainsi les séries E Uy, AVEC U, =
n>2
T
propose d’étudier leur convergence.
a. On suppose « > 1. En étudiant n”u,,, pour un choix convenable de 7, montrer que la série
converge.
b. On suppose a < 1. En considérant nu,,, montrer que la série diverge.

c. On suppose o = 1. Par comparaison & une intégrale, discuter de la nature de la série E Ugy -

a. L’expression n”u, =n""“ (In n)*’B tend vers zéro des que 'exposant v — « est strictement
négatif (et ceci quel que soit le réel §) d’apres les théorémes de croissances comparées.

Choisissons donc 7y tel que 1 < v < « (ce qui est possible) ; on a alors lirf nTu, =0
n—-+0oo

1 1
d’apres ce qui précede, donc u,, = o(—), et la série de Riemann Z — converge d’apres
ny n”
n>1
le cours, donc par comparaison Z Uy CONverge.
n>2
b. Sia < 1, alors nu, =n'" (Inn)™? tend vers +oo (et ceci quel que soit le réel 3) d’apres

les théorémes de croissances comparées. Donc u,, est prépondérant devant —, autrement dit
n

1 . 1.
— = o(uy,) ; comme on sait que la série harmonique E — diverge, par comparaison, on
n

n
n>1
déduit que la série E u, diverge.
n>2

1
c. Pour z € [2,+00], posons f(z) = 5- La fonction f est continue et positive sur
x

(Inz)
1
2, 4+00[, et elle est dérivable avec f'(z) = _M : on a donc f'(z) < 0 pour x
22 (Inz)B+1
n

suffisamment grand (précisément pour x > e P ), donc f est décroissante sur [67’8 , —|—oo[.

Si ng est un entier avec ng > e~ ” + 1, on obtient facilement pour k > ng, les inégalités



k

k+1
A fwda< iy < [ f@a,

k-1
d’ou il résulte en sommant que, si n > ng, alors

Aﬁwag

Or, un calcul de primitive sur [2, +o00[ donne

dt .
m—ln(lnt)JrC, —Slﬂ?él,/t(

n—1

S [ s,

k}:’no no— 1

dt 1 1

“sif=1, Int)? T1-3 (Int)B-1

+C.

On a donc la discussion suivante:

-si B =1, alors Z f(t)dt > In(lnn) — In(lnngp) — 400, donc la série diverge ;

n—-+oo
k}:’ﬂo
- 1
X X - 1- .
-8l B < 1, alors kz f&)dt > -5 ((Inn)*~* —(Inno) /3) S +00, donc la série
—no

diverge encore ;

- 1 1
-si g >1,al t)ydt < ,
si B8 alors k;gf() 3-1 (ln(no—l))ﬁ_l

série & termes positifs E f(n) sont majorées, et cette série converge alors.

donc les sommes partielles de la

1
La série Z ——— converge donc si et seulement si g > 1.
“— n(n n)?

1
Conclusion. La série de Bertrand g converge donc si et seulement si
n>2

n® (Inn)s

(a>1) ou (a=1 et B>1).

n

C’est une classique comparaison série-intégrale. La fonction f : x — est continue,

o
z In(z)

positive, décroissante (facile) sur [2,4o00[. On a donc

/’““ dre 1 </’f dz
e rln(z) — kln(k) ~ Ji_q z In(x)

pour tout £ > 3, l'inégalité de gauche étant vraie aussi pour k& = 2. En sommant ces
inégalités pour k de 2 & n (en isolant toutefois le terme pour k = 2 dans l'inégalité de

droite), on obtient
/"“ de o 1 /” da
s  xln(x) ="~ 2In?2)  Jy zn(z)’




Une primitive de f étant  — In(ln(x)), ces intégrales se calculent. On obtient donc
I’encadrement

1

*) : In (In(n + 1)) —In (In(2)) < S, < 2 1In(2)

+In (In(n)) —In (In(2)) .

Les termes constants sont négligeables devant In (In(n)) et In (In(n 4 1)) qui tendent vers
400. Quelques manipulations des logarithmes permettent d’écrire

In(n) n—s+oo

o (1+-)
In (In(n+ 1)) =In (In(n)) + In (1 + n) ~ In(In(n))

puisque le deuxiéme terme (qui tend vers 0) est négligeable devant le premier (qui tend vers
+00). Dans I'encadrement (*) ci-dessus, le minorant et le majorant sont sonc tous deux

équivalents & In (In(n)). Il résulte alors du théoréme d’encadrement que S, o~ In (In(n)).

—+oo
8. Pour tout = > 0, on pose S(x) = —
équivalent de S(z) lorsque x tend vers +oo (pour cela, on pourra utiliser un encadrement

par des intégrales).

. Justifier Vexistence de S(z) et donner un

1
———— < — pour tout k € IN*, d’ott (comparaison de séries
(x+ k)2 — k2 P (comp
& termes positifs) 'existence de S(z), c’est-a-dire convergence de la série définissant S(x).

Pour x > 0 donné, on a 0 <

Pour = > 1 fixé, la fonction ¢ — est décroissante sur IR, cela permet d’obtenir,

1
(x4 1)?
, , Rt 1 Foooadt
pour tout k entier naturel, ’encadrement 5 < 5 < — s On
somme pour k de 0 & n, olt n est un entier naturel donné (et en mettant éventuellement de
cOté le terme pour k£ = 0 dans la majoration), on obtient

1 1 o at ~ 1 1 Tt 11 1
L ) DY NP Uy g
x z+n+1 0 (x+1) k_o(erk) x o (x+1) x x xT+n

On passe & la limite (n — 400) dans ces inégalités, on obtient, pour tout > 1, ’encadrement

1 1 1
—<Sx)<—+—=.
< (a:)_x+x2

x
1 L o 1 g 1
Comme — est négligeable devant — lorsque z tend vers +o0, on déduit S () ~ —.
xT xT r—+400 I
+oo 1 1 n +oo
9. On pose R, = kZH R Montrer que R, ~ m Calculer kZORk, puis nZORn.
=n = —

eOna R, = —
n



V<R . Jrf LN (1+ + : + )
SR = 2 w5 (s e ee D
< ! (1+ o
B 1 +oo 1 B 1 1
T (n+2)! k:O(n+3)k_(n+2)!1, 1
n+3

n+3 1 2
< .
n+2 (n+2)! = (n+2)!

1 1
On a donc R = 0(7> uis R, ~ ——.
+oo
e La série (& termes positifs) g R,, est donc convergente. On sait que E = Donc
n!
n>0 n=0

(on notera une interversion de sommations, qui ne pose pas de probléme puisqu’il s’agit de
sommes finies, mais que I’on fera néanmoins avec précaution!) :

S - Rln)

|
k=0 p*Op'
n n 1
SR o
p=0k=p "
" n—p+1
= (n+1)672 p'
p=0 P
= (n+1)e (n—l—l)zn:l-i-zn: !
- N ! —1)!
=t =1
1

— (n+1)e—(n+1)(e—Ry)+e—Ry——

n
1
Apres simplification, il reste E Ry =e+nR, — —- Comme lim n R, = 0, il vient
n!

n—-+oo
k=0

+oo

E R, =e.
n=0

+o00
10. Soit E U, une série a termes positifs, convergente. Pour tout n, on pose R,, = E U
k=n-+1

a. Démontrer la relation Z Ry — Z kup = (n+ 1) R,.
k=0 k=1



“+o0
b. En supposant convergente la série Z nu,, montrer que (n+ 1) R, < Z kuy,.
k=n-+1

c. En déduire que les séries E n U, et g R, sont de méme nature et que, en cas de
n>0 n>0
convergence, elles ont la méme somme.

a. Notons que uy = R,_1 — Ry pour tout k € IN*, donc

Z kuk = Z k‘(Rk_l — Rk) = Z k‘Rk_l — Z k‘Rk
k=1 k=1 k=1 k=1

n—1 n n—1
= Y (k+ 1Ry =Y kRi = Ro+ > [(k+1)— k] Ry — nRy,
k=0 k=1 k=1

= > Rp—(n+1) Ry,
k=0

ce qui donne bien ’égalité demandée.

b. Fixons un entier n. Soit p un entier supérieur a n, on a alors

P P p +o0o
(n+1) Z U = Z (n+ Duy < Z kug < Z kug .
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1 k=n-+1

+oo +oo
En faisant tendre p vers +oo, on obtient (n+ 1)R,, = (n+ 1) Z up, < Z kug.

k=n-+1 k=n-+1
+oo
c. o Si la série Z nu, converge, alors ses restes Z kuy existent et tendent vers zéro lorsque
n>1 k=n+1
n tend vers 400 ; de la question b., on déduit que lim (n+1)R, = 0 et, de la question a.,
n—-+oo oo oo
on déduit la convergence de la série Z R, et 'égalité des sommes Z Ry = Z kug.
n>0 k=0 k=1
+oo
e Si la série Z Ry, converge, soit X = Z Ry, sa somme ; la question a. montre que, pour
k>0 k=0

n n n
tout n entier, on a Z kuy, = Z Ry, — (n+ 1R, < Z Ry, < X : la série a termes positifs
k=1 k=0 k=0
Z kug, dont les sommes partielles sont majorées, est donc convergente ; en appliquant le
point précédent, on retrouve bien sur 1’égalité des sommes.

f'(x)

11. Une fonction f : IRy — IR est de classe C' et vérifie lim =~ = a € IR\{0}. Déterminer

T—+00 f(.’L‘)
Cfm+) N ,
nglfoo O Quelle est la nature de la série Z f(n)?




On a o) = a(ln f(x)) e @ et (théoréme des accroissements finis) :
i (£ D) 1) = o) = o) = L wvee e elnneral.
Comme ngﬂr}w ¢n = 400, on a In (f(;z(z)l)) n_)—+>oo «, soit f(}l(;_)l) n_>_+>oo e

(en convenant que e~ = 0 et e7>° = +00). De la régle de d’Alembert, on déduit donc que

la série Z f(n) converge si a < 0 et diverge si @ > 0. On ne peut pas conclure si & = 0
n>0

(cas exclu par I’énoncé).

12. Soit a > 0. On considére une suite réelle (u,,), définie par

up >0 et Yn € IN*  upy1 = up + p )
ne uy,

Pour quelles valeurs de « la suite (u,) est-elle convergente ?

1l est clair que u,, est défini et u, > 0 pour tout n € IN* (récurrence immédiate). Donc

la suite (u,) est croissante. Par ailleurs, la suite (u,) converge si et seulement si la série

télescopique associée g (Upt1 — up) converge, c’est-a-dire si et seulement si la série
n>1

1
g converge.
ne* U,
n>1

1

n*u, -~ n%u;

e On a u, > u; > 0 (suite croissante), donc 0 < . Or, pour a > 1, la série

E = est convergente (série de Riemann). Par comparaison de séries & termes positifs,
n= uy
n>1

on conclut que, dans ce cas, la série E (Upt+1 —un) converge, donc la suite (u,) converge.

n>1
e Réciproquement, supposons la suite (u,) convergente, soit | = lirf u, € IRY.
n—-—+0oo
On a alors 0 < u,, <! pour tout n € IN* puisque la suite (u,) est croissante, donc
1 1
Un4+1 — Un = >

neu, ~ nel’
Mais la série de terme général w, 1 — u, converge par hypothese, donc aussi la série de

terme général T par comparaison de séries a termes positifs, et ceci entraine o > 1
n
(séries de Riemann).

Bilan : La suite (u,,) converge si et seulement si a > 1.

n
13*. Soit Z Uy, une série a termes strictement positifs. On pose S, = Zuk pour tout n.
n>0 k=0



u

a. Montrer que la série de terme général est de méme nature que la série E Uy, -

n—1

Snodt
En cas de divergence de cette derniere, on écrira un encadrement de l'intégrale / i
Sn-1

b. On suppose que la série Zun diverge. Montrer que, pour tout a > 1, la série de terme

sz un
général o converge.
n
—+o0

c. On suppose que la série g u, converge, on pose R, = E u pour tout n. Montrer que
k=n+1

la série de terme général R est divergente.
n

La suite (S,,) est a valeurs strictement positives, et croissante.

U
~ = Comme la
Sp_1 n—=+oo S

a. e Si la série E u, converge, alors lim S, =5 € R}, donc
n—-+oo

- Un, cs L. ., s
série g 5 converge, par le critere des équivalents (termes positifs), on déduit la conver-
Un,

Sn—l .

gence de

1
e La fonction ¢ — n étant décroissante, pour tout k > 1, on a

/Sk %zln( Sk )SSk—Skq _ Uk
S t Sk—l Sk—l Sk—l

k—1

2w Sndt S,
En sommant pour k£ de 1 a n, on obtient Z k > / — =1In (—")
k=1 S

Sk_1 t So
Si la série Zun diverge, alors lim In (—n) = 400, donc par comparaison la série
n—-4oo SO
U
Z " est divergente (ses sommes partielles tendent vers +00).
n—1

1
b. La fonction t +— o est décroissante donc, pour tout k£ > 1, on peut écrire
’U,Ic_Sk:—Sk1</Sk dt 1 ( 1 1 )
Sk I . =

" 1 1 1 1
En sommant pour £ de 1 & n, on obtient Z u—z < ( — a_l) < —-
oSk T a—1AS S (a—1) 55

- Unp, PR o . sy
La série E Ga est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont majorées, elle
n
est donc convergente.

1
c. La suite (R,,) est décroissante et tend vers zéro. La fonction ¢ — n étant décroissante, on

a, pour k € IN*,



e ey [ (R
Ry Ry, ~ Jr, t Ry

n
u R
En sommant pour k£ de 1 a n, on obtient E R—k > In (—0> —+> +o00. La série
k n n—-+0o0
k=1

U
Z R—n est donc divergente.

n

14.a. Soit (u,) une suite décroissante de réels positifs, soit o un réel positif. On suppose que la

2n
série de terme général n%u, converge. En encadrant 'expression Sy, — S, = E k%uy,
k=n+1

+1

montrer que lim n%" u, = 0.

n—-+oo

b*. Donner un exemple de série & termes positifs E un, convergente, telle que la suite (nu,,)
ne tende pas vers zéro.

a.Pourn+1 <k <2n,ona n%ug, <k%up < (2n)%u,. En sommant ces inégalités, on obtient

2n
na+1u2n < SQn - Sn = g kauk < QO‘nD‘HU,L .
k=n-+1

La majoration ne sert a rien! Par ailleurs, si la série E nu,, converge, lirJIrl (S2n—Sy) = 0.
n—-+oo

On a donc par majoration (termes positifs) lim n®Tluy, =0, d’ott lim (2n)*ugy, = 0.
n—-+oo n—-+oo
Enfin,
1 +1 Lyott at1
0< (204 1) ug iy < (20 +2)%F uy, = (1 n 7) @n)Hlug, — 0.
n n—+4o0o
+1

Par encadrement, lirf (2n + 1)a+1u2n+1 = 0. Finalement, lim n®" u, = 0 puisque la
n—+oo

n—-+oo
suite extraite des termes d’indice pair et celle des termes d’indice impair tendent toutes

deux vers zéro.

1
b. Posons ugn = on pour tout n € IN, et uxr = 0 pour tout entier k qui n’est pas une puissance
de 2. Alors la série a termes positifs Zuk converge puisque ses sommes partielles sont
—+oo

. 1 . . .
majorées par E on = 3 mais la suite v, = nu, ne tend pas vers zéro puisqu’elle admet
n=0

une suite extraite (vqn) constante de valeur 1.

Séries alternées.

15. Nature de la série E u, dans chacun des cas suivants ?

)" 541 —1)"
a)unzln(l—i—()) avecaa € IR b)un:sin<n+ 7r> ; c)un:( ) .

ne n? 41



a. Déja si a <0, le terme u,, n’est pas défini pour n impair.

-nH" -1H"
Supposons donc a > 0 ; alors  lim (=1) =0, et up, ~ (=1) , mais cela ne permet pas de
n—+oo N« ne

‘s . . _ (=)™ 1 1
conclure (série alternée!). Dezvei(;spons un peu pllus. ona u, = e g “1‘0(@)7
soit u, = v, + w,, avec v, = a et w, ~ — o2

Le critere des séries alternées permet d’affirmer que E v, converge puisque ’expression

lun| = — tend vers zéro en décroissant. Comme wy, reste de signe constant (négatif) a
n

partir d’un certain rang, le critere des équivalents s’applique ici, et la série E wy, est de

. 1 . 1
méme nature que E —a» donc convergente ssi o > 3 Sachant que cv + cv = cv et
n

cv + div = div, on a finalement:
. , . 1
Bilan. La série Z u, converge ssi o > ok

b. On transforme un peu u,, en utilisant sin(nm + z) = (—1)" sin(z) avec n € IN :

U, = sin (nﬂ'— :;27:_1171) = (=1)"*! sin (;11171')
-l (D)
— (=1)"*! sin [Z +O(7112)}

- o [1eo(y)

en utilisant notamment le développement sinz = x + O(z?) au voisinage de 0. Donc
T 1 L. .

Uy = Uy + W, avec v, = (—1)”*17 et w, = O(—2> La série E vy, est semi-convergente
n n

par le critere des séries alternées. La série E wy, et absolument convergente. Donc la série

E un converge

c. On voudrait appliquer le critére des séries alternées, mais il faudrait pour cela que la suite

(vn), avec v, = —= soit décroissante et tende vers zéro, et cela n’a rien d’évident! Posons

Yn!
alors x, = —In(v,) = IH(W), et montrons que (x,) est croissante et tend vers +oo.
1 & 1 &
D’abord z,, = — In(k) = — In(k). D détails d lculs laissés a 1t babl
abord z nkZ:ln() ”,;n() onc (détails des calculs laissés a l'improbable
lecteur):

1 n
Tpal — Tp = m (n In(n+1) ;lnk) .



Ainsi écrit, il est clair que z,41 — @, > 0, donc la suite (x,,) est croissante.

Ensuite, la fonction In étant croissante, une comparaison a une intégrale donne la minoration

n

1 1 /M 1
n=— In(k) > — Inzdz=Inn-1+— ,
x Zn()*n/l nzdr=Inn —|—n — 400

n n—-+oo
k=2

ce qui permet de conclure que la série g uy converge puisque les hypothéses du critere des
séries alternées sont satisfaites.

.. (="
16. Nature des séries Z Uy, et Z Up, AVEC Uy = ————————
n>2 n>2 In (n+(-1)")

a. Développons:

Uy = =

-y (=" 1 L
n(n) (1 o In(n) +0(n ln(n))> = Uy + Uy

(_1)n 7 1 Lo / A s
et u, ~ ————. Lasérie u,, converge grace au critere des
In(n) n—4oo  n In(n)

1
avec u, =

séries alternées. La série E a2 est une série de Bertrand convergente (ce n'est pas
n In

(n)?

au programme, mais on le retrouve par une comparaison série-intégrale, cf. exercice 6.c.
ci-dessus). Par le critere des équivalents, on déduit que E ur est (absolument) convergente.

Enfin, par somme, la série E Uy, converge.

b. Développons aussi:

(=n" n(n) n(n) (n
() (14 57)
n(n) {1+ In(n)
avec v = ﬂ et v ~ ————. La série Zv' converge grace au critere des
" ln(n) " notoo  In(n)?’ "

séries alternées. La série a termes positifs g 1(72 diverge car ~+o00, par
n(n

)

comparaison & la série harmonique g —. Dong, par le critere des équivalents (les termes
n

— -
In(n)2  n—otoo

sont de signe constant), ng diverge. Enfin, par somme, ZU" diverge.

1 1
17. En utilisant 1’égalité 1 = / t" dt, calculer les sommes suivantes :
n 0



a. Notons A, la somme partielle d’ordre n et exprimons-la autrement :

n—1

A, = zn: D > (k! /1tk1 dt = /01 <Z(—t)k> dt

k=1 0 k=0

k
1 1
1—(—1)™"t" t"
- /*dt:mQ—i—(—l)"*l/ d  —  In2
0 1 0 1—|—t n—-+oo

n

1 tn 1 tn
dt =0 (en effet, ona 0 < /
o 1+

puisque nglfoo Y
A=1n2.

b. Méme idée, notons B,, la somme partielle d’ordre n :

B, = i (]:r)kl = i(fl)k /1 2k dt = /01 (i(tz)"f) dt
k=0

1
1
dt < / t" dt = ——). Donc
0 n+1

2 0
k=0 k=0
1 2\n+1 1 42n42
1—(=t5)" ™ , t T
= ——dt=—+(-1)" —dt — —
/0 142 4+( ) /0 1+1¢2 n—+oo 4
1 t2n+2 1 2n+2 1 P 1
puisque nll)rfoo A mdtZO(eneﬁet, on a OS A mdtﬁA t dt = 27’L—|—3)
T
D B=-.
onc 1
T io (—l)k 1 1 t2n+2
c. D’apres le calcul précédent, r,, := ——B,, = =(-1)" / 5 dt. Calculons
4 W k+1 o 1+t
donc une somme partielle
Co = Sme=S"(-1) / 2dt=/2< (—t))dt
k=0 k=0 o 1+t o 1+ \iZ
1 2 2\n+1 1 j2n+4
—12 1 — (—t?) t
= dt=C+(-1)"" [ ———=dt — C
/0 1+ ¢2 1+ ¢2 +(=1) /0 (1 +t2)2 n—s+o0 ’
1 2 1 j2n+4
ou C = —/0 m dt, car ngr—ir-loc ; m dt = 0 (toujours les mémes arguments).

Le changement de variable ¢ = tan x, puis une linéarisation, donnent

4 1 Y 1
C:f/ sin2xdx:7/ (cos2x71)d:z::ffﬁ.
0 2 Jo 4 8

™ ™




18. Soit (a,) une suite définie par la donnée de ap € IRY et la relation de récurrence
ap+1 = In(1+ ay).
a. Etudier la nature de la série Z(fl)”an.

n

a a
b. Montrer que In ( "+1> ~ —?". En déduire que la série Z a, diverge.

n

Etudions d’abord la suite (a,) : la fonction f : 2 — In(1 + z) est définie sur | — 1, 400].
L’intervalle IR, =]0, 400 est stable par f, donc la suite (a,) est bien définie et a,, > 0
pour tout n ; la suite (a,) est donc minorée par 0. De plus, Vo €] — 1,400[ In(1+z) <z
(inégalité usuelle), donc la suite (ay,,) est décroissante. Cette suite est donc convergente et sa
limite [ vérifie In(1+1) = [ puisque f est continue sur son intervalle de définition. L’équation

f(1) =1 admet pour seule solution 0 (étudier g : x — In(1 + z) — x), donc lirf an = 0.
n—-+0oo

a. La suite (a,) tend vers zéro en décroissant, donc la série E (—1)"a, converge (critére
spécial des séries alternées).

n In(1+ ay . s
b. On a 241 — n(l + an) et, comme lnf (an) = 0, on peut utiliser le DL3(0) de
an an, n— o0
In(1 + ) pour obtenir 2 =1 %" +o(an), puis In (G"H) = —%" +o(an), cest-a-dire
Ay an,
In (a2:1> ~ —%, ou encore a, ~ —2In (a:lzl). Les séries ;an et ZL (—2ln (Gzzl ))

sont & termes strictement positifs, I’équivalence obtenue permet alors d’affirmer qu’elles sont
de méme nature. Calculons alors une somme partielle de la deuxieme série :

n

> (—2m (%2)) = -2 3 (naner) ~ nw) = =2 (nanss) —In(an) | 3 oo
k=0

ag n——+oo
k=0

puisque lim ay,4+1 = 0. La série Z an est donc divergente.
n——+4oo

19. Soit Z u, une série a termes strictement positifs. On suppose qu’il existe un réel « tel que
U a 1
n+1 :1—7—1—0(—2).
Up, n n
Un+1
Un,

a. On pose v,, = n®u,. Montrer que la série de terme général In ( ) est convergente.

K
b. En déduire 'existence d’une constante strictement positive K telle que u, ~ —. En déduire
n

la nature de la série E Up,

c. Nature de la série de terme général u,, = —n
nle

a. On a vz: = (1+%)a uzzl = (1+ % +O<7112)) (1Z+O(nl?)) = 1+O(%),




v 1 .
donc ln( nH) = O(—2) est le terme général d’une série absolument convergente, donc
v n
convergente.n

. La série Zln (vn+1), c’est-a-dire Z (In(vn11) — In(vy)) est télescopique, sa conver-
Un

gence équivaut donc a la convergence de la suite de terme général In(v,). Posons donc
= lim In(v,). Par continuité de la fonction exponentielle, on déduit que lim vy, = K,
n—-+00 n—-+
. K
avec K =€ > 0. On a donc lim n%u, = K, soit u, ~ —. On en déduit que E Uy
n—-+oo
converge si et seulement si o > 1.

c. On développe

n 1 1\n 1
i 2 . 7(1—|——) :exp(nln(1+)—l>
Up e n n

1
L’hypothese est satisfaite avec @ = 2 donc la série Z uy, est divergente.

20.

+oo

1
En utilisant la formule de Stirling, calculer S = Z(—l)" In (1 + 7>.
n

n=1

Posons S, = Z(—l)k In (1 + %) = Z(—l)k In (%) = Z(—l)k [In(k + 1) — In(k)],

k=1 k=1 k=1
somme partielle d’ordre n. Transformons S, en regroupant les termes d’indices pairs et

ceux d’indices impairs:

n n

Son = Y. <ln(2p +1)— ln(2p)) -3 (ln(2p) ~In(2p — 1))

p=1 p=1

n n—1 n
= Zln(Qp +1)+ Z In(2p+1) -2 Zln(2p)
p=1 p=0 p=1

n—1

= In(2n+1)+2 Zln?p—i—l )+ In(1) — 2 Zanp

p=1

B 3xbx--x(2n—1)
= ln<( % A% x (2n) ) ><(2n+1)>

In <(22(2(72|')2) ’ (2n + 1)) .

(2”)!>2> (2n + 1)

221 (n)

2
2n)! 2

~ M — en utilisant la

n—+o0o 24n (n!)4 n——+oo T

Ainsi, exp(Sa,) = <

2
formule de Stirling (détail du calcul laissé au lecteur). Donc  lim  Ss, = In <7), et comme
n——+00 ™



1 2
Son+1 — Sop = —1n (1 + 0, on a aussi lim Ss%,y1 = —, on a donc
s

) =
on + 1 n—+oo n—+oo

2
prouvé la convergence de la série proposée et S = In (7)
T

(0t
21. Pour tout n entier naturel, on pose R, = Z

k=n+1

a. Justifier 'existence de R,,.
b. Montrer que R, + R,4+1 = Jf ﬂ
Wo k(k+1)

c. En déduire un équivalent de R,,.
d. Quelle est la nature de la série de terme général R,, ?
a. R, est le reste d’ordre n d’une série convergente (critére des séries alternées).
b. Par un décalage d’indice,
+o0 k +oo k
_ (=1 (=1
Rn + Rn+1 - Z + Z I

k
k=n+1 k=n-+2

= EDE R (DA

= 2 X

k=n-+1 k=n-+1
_ oy (E0E, CU
Nk k+1

+oo
_ (=1
Rk

1
c. La suite (m) est décroissante et tend vers zéro, le critere des séries alternées permet
donc d’affirmer que
00 k
(=1 1
R +R +1| — ’ ‘ S )
[ B B k:ZnH k(k+1)1 — (n+1)(n+2)
) 1 ) ) (71)n+1
donc, asymptotiquement, R,, + R,+1 = O(—2) mais on a aussi R, — Rp41 = T
n n

—1)n+1 1
En ajoutant ces deux relations, on a 2R, = % + O(—Q), d’ou il résulte que
n n
(_1)n+1 (_1)n+1
" 2(n+1) 2n
(=1)"+t L L .
d. De R, = —F"— + O(—)7 on déduit la convergence de la série de terme général R,
2(n+1) n2

comme somme de deux séries convergentes (une semi-convergente par le critére spécial, une
absolument convergente).



22%

1
a. Montrer que Vn € IN*  wu,1q <e < u,+
n

b

<]

n

1
. Pour tout entier naturel n, on pose u, = Z 2l et p, =nlu,.

k=0

E En déduire que le nombre e est irrationnel.
n!

. Montrer que p,, est un entier naturel pour tout n. Ecrire une relation de récurrence vérifiée
par p,. En déduire la parité de p,.

. Nature de la série Z sin(men!) ? On écrira sin(men!) =sin [1(p, + t,)] et on donnera

n>1
un encadrement de t,,.

+oo
a. On sait que hIJIrl Uy = E = et il est immédiat que la suite (u,) est croissante, d’ou
n——+oo !
k=0
I'inégalité u, < e pour tout n, et donc u,41 < e. En posant v, = u, + —,ona aussi
n-n!

hl}rl v, = e, mais la suite (v,) est décroissante puisque
n—-+4oo

L 1 1 1 0.
n+1)! " (n+1)-(n+1)! n-n an+l)(n+1) T

on a donc w, > e pour tout n, ce qu’il fallait démontrer.

Un+1 — Un = (

Par ’absurde, supposons e rationnel, autrement dit supposons e = b avec p € IN*, ¢ € IN*.
q

La double inégalité ci-dessus est vraie en particulier au rang ¢: ugy1 < e < ug + —

q-q"
et en encadrant encore (strictement car g > 2) :
1 1
uq<uq+1§€§uq+ﬁ<uq+a.
Multiplions tout par ¢!, on obtient ¢!l u, < ¢le < qlug + 1 (inégalités strictes). Mais
I q
gle = ¢! L. (g —1)!'p est un entier, et qlu, = % = Z(k +1)(k+2)---(¢g—1)g
q !

k=0 k=0
est aussi un entier. L’entier naturel g¢le serait donc compris strictement entre deux entiers

consécutifs, ce qui est bien str une absurdité. On en déduit que le nombre e est irrationnel :

e Q.
n
b. Le fait que p, = n!u, = n! Z o est entier, a été expliqué a la question précédente. On a
k=0 1
Pnt1 = (n+ D, = (n+1)! (un+(n+1)!) (n+)p,+1.
Avec pg = 1 et la relation p,y1 = (n+ 1) p, + 1, on montre facilement par récurrence
(détails laissés a limprobable lecteur) que, pour tout n, Uentier p,, est de parité opposée a
celle de n.
c.Ona men! =nn! [un +(e— un)] = m(pn + tn), en posant t, = n! (e —u,). L’encadrement

de la question a. donne , donc la suite (¢,,) tend vers zéro, en décroissant

1
n—+1 n



1 1
puisque 'on peut enchainer les inégalités: ¢, 11 < o <t, < —. La fonction sinus étant
n n

T
croissante sur [0, 5}, on déduit que la suite (sin(w tn)) est aussi décroissante de limite
nulle. Enfin,

sin(r en!) = sin(p, 7+ wt,) = (—1)P sin(n t,) = (=1)""* sin(7 t,,)

puisque p,, est un entier qui a la méme parité que n + 1.

On a utilisé la relation sin(km + x) = (—=1)* sinz pour k entier relatif.

Par le critére spécial des séries alternées, on déduit alors que la série de terme général
sin(m en!) converge.

23. Soit x un réel non multiple de 27. On pose S,, = Z cos(kx).

a. Montrer que la suite (S,,) est bornée.

L. L, cos(nx
b. En remarquant que cos(nz) = S,,—S,—1, montrer que la série de terme général u,, = L

n
est convergente.

c. En exploitant I'inégalité | cos(#)| > cos?(f), montrer la divergence de la série Z [tn]-

sin ((n + ;)x) +sin (g)
vl

a. Un calcul classique, utilisant I’exponentielle complexe, donne S,, =

Donc |S,| < ‘ et la suite (S,,) est bornée.

1
‘sin <£>
2

b. Exprimons une somme partielle de la série a étudier:

u = 7_
TS, e S, =1 1
=27 ‘5“7*2(@‘;?1)&
1 P k=1
S - Sk
= ?_” R+ 1)

S 1 S
De a., on déduit que W_T_l) = O(ﬁ)’ la série de terme général Wj‘l) est donc

, Sn
convergente. Comme (S,,) est bornée, on a lim — = 0. Les sommes partielles E Uk
n—+oo N
k=1

admettent donc une limite finie lorsque n tend vers +oo, ce qu’il fallait démontrer.

|cos(nx)| _ cos*(nxz) 14 cos(2nz)

>

c. On a |u,| = - > - o

. Distinguons deux cas:



. . 1 . .
- si « est multiple de 7, on a |u,| > —, d’out la divergence ;
n

cos(2nx)

1
- sinon, la série g converge d’apres b., alors que g on diverge. Par somme, la
n

1+ cos(2nz)

série a termes positifs E 5
n

diverge, puis E |uy,| diverge par comparaison.

b
24.a. Soit f : [a,b] — C de classe C'. Montrer que lim / ft)e™ dt = 0.
n—+oo J.

b. Soit = €]0, 27[, soit n un entier naturel non nul. Prouver I'identité

n

eikx _ eikﬂ' 1 T ei% int
Yo =5 | -t
k=1 ’T sin§

e’LkI

.

—+oo
c. Convergence et somme de S(x) = Z
k=1

a. Par une i.p.p., on obtient

/abf(t) et dt = ;([f(t) eth - /ab F(t) et dt) :

b
, C
d’out la majoration / ft)e™ dt‘ < —, avec par exemple
n
a

b
c:|f<a>|+|f<b>|+/ 7)) dt |

et la conclusion en découle.

b. Calculons:

n eikz o e’ik‘ﬂ' n E T n—1 )
Z 7]{ — Z/ ezkt di = / 6zt (Z ezkt) dt
k=1 L k=1"T i k=0
x 1_ int x -t 1_ wnt
= [ et = [ 25,
1— et .ot
a4 “ —21 sin —
2
ce qu’il fallait démontrer.
n eikx
c. Soit S, (z) = Z ’ la somme partielle d’ordre n. D’apres b., on peut écrire
k=1
D gtk ei% 1 [ ei%
= J— __ - = int
Sp(x) = Z 5 5 tdt+2/7r 7 e dt

k=1 T sin 3 sin —



- D=1k 1 [meosy 1 1 [% ¢?2 int
=1 S — Sln§

2

Lorsque n tend vers l'infini, la derniere intégrale tend vers 0 d’apres a. puisque la fonction

N
iz
s < 7 est de classe C' sur le segment [7,x] ou [z,n]. Il est classique que la série
sin —
2
harmonique alternée converge et a pour somme In(2), donc lim (z”: ﬂ) = In(2)
q verg p ) neoo \ £ L = )
on en déduit la convergence de la suite (S,(z)) et
too etk T i
S(x) = kz_:l = nllgloosn(x) =—In(2) —In <s1n§) ~ 3 (x —m).
= cos(kx) x = sin(kz) w—=x
Ainsi, pour x €]0,27[, on a ,; % = —In(2) —In (sin§> et ];1 = g

Autres exercices sur les séries.

25.

Qa o oo

On note !' l'ensemble des suites réelles sommables, c’est-d-dire des suites réelles
u = (Un)nen telles que la série Z U, Soit absolument convergente.

n>0
On note 12 I'ensemble des suites réelles de carré sommable, c’est-a-dire des suites réelles
u = (Un)nen telles que la série Z u? soit (absolument) convergente.

n>0

. Montrer que 1! est un IR-espace vectoriel.
. Montrer que 1! C I?, et montrer que cette inclusion est stricte.
. Soient u € 12, v € 2. Montrer que uv € I}, ol uv est la suite réelle définie par (u)n, = Upp.

. En déduire que 1% est un IR-espace vectoriel.

“+o0

. Pour u € 12, v € 2, on pose < u,v >= Z UpVy,. Montrer que 'on définit ainsi un produit

n=0
scalaire sur [2.

.Ona0e*doncl #0.Siuell,ilest clair que Au € I* pour tout A réel. Enfin, si u et v sont

dans 1!, alors les séries E || et E |vn,| sont convergentes donc la série g (|un] + |vnl)
converge ; de 'inégalité triangulaire |u,, + v,| < |upn| + |vn|, on déduit, par comparaison de
séries & termes positifs, que u 4+ v € I*. L’ensemble [* est donc un sous-espace vectoriel de
I’espace vectoriel RN

.Siu el alors lim wu, =0, on a donc |u,| <1 & partir d’'un certain rang. Pour n assez

n—-+oo
grand, il vient alors 0 < u? < |u,|. Par comparaison de séries & termes positifs, on déduit



que E ui converge. On a ainsi prouvé I'inclusion I* € . L’inclusion est stricte puisque la

. . 1 .
suite u définie par u,, = o est de carré sommable, mais n’est pas sommable.
n

c. On a |u,v,| < %(ui +v2), conséquence de I'identité remarquable
(] = oal)* = 2 = 2] foa] + 0% 2 0.
Si u et v appartiennent & {2, on obtient ainsi que la série Z |ty vy | converge, donc uv € 11,
d. On a 0 € 12 donc 12 # 0. Si u € 12, il est clair que Au € 12 pour tout A réel. Enfin,
si u et v sont dans [?, alors la série Zunvn converge (absolument) d’apres c., et de
(tp +vn)? = U2 + 2u,v, + v2, on déduit que la série Z(un + v,,)? est convergente, donc
w4 v € 12, Ainsi, [? est bien un s.e.v. de RY.

e. Si u et v sont dans [2, alors la série Zunvn converge d’apres c., donc < wu,v > est bien
+oo
défini. Le caractere bilinéaire de < -, - > est une formalité. On a < u,u >= Z qu > 0 et, si
n=0
cette expression est nulle, alors tous les termes sont nuls (somme de termes positifs), donc
Vn € IN u, =0, soit u = 0. On a ainsi prouvé le caractere défini positif, on a bien affaire
A un produit scalaire sur Pespace vectoriel /2.

x| =

n
26. On admet le développement asymptotique H,, = In(n) + v+ o(1), ot H,, = Z
a. En déduire la somme de la série harmonique alternée k=1

“+oo k—1
(-1) 1 1 1 1 1
S: 7:1—— _— = _— = ...
kzzl k 5737175 6"

b. On modifie 'ordre des termes de cette derniére série de la fagon suivante:
(ed) Lo (daly oyt
3 2 5 7 4 9 11 6
Montrer que la nouvelle série obtenue converge et calculer sa somme.
c. Plus généralement, soient p et ¢ deux entiers naturels non nuls. On consideére une série
construite a partir de la série harmonique alternée en sommant alternativement p termes

impairs (positifs), puis ¢ termes pairs (négatifs), et ainsi de suite. Quelle est la somme de
cette série 7

n k—1
-1
a. Notons S,, = E % la somme partielle d’ordre n de cette nouvelle série. On a alors
k=1

1 1 1 1 1 1 1

d’ou le développement asymptotique

Son = (In(2n) + 7 +0(1)) — (In(n) +v +o(1)) = In(2) +o(1) ,



b

C.

1
soit lim Ss, = In(2). Comme So,11 = S2, + ———, on a aussi lim Sy,41 = In(2),

n—+oo on + 1’ n—+oo
S D
donc ngrfw Sp = In(2), soit ; — = In(2).
R f 1 1
. Notons uj le k-eéme terme de cette série, ainsi u; = 1, ug = 3’ uz = T uy = —, etc. et

n
posons U,, = g uy, la somme partielle d’ordre n. Ainsi,
k=1

n 3/ 2" \s5"7) 4" \9o"11) 6 an—3 "dn—1/) on

1 1 1 1 1 1 1
Onaalors Ugn— <1+3++4n—1><2+4++2n> = <H4n7§H2n)7§Hn,

donc
1 3
Usp, = In(4n) +~ — §(ln(2n) +7+1In(n) +7) +o(1) = 3 In(2) 4+ o(1) .
Comme en b., c’est-a-dire en justifiant que les suites extraites (Usp+1) et (Usny2) ont la
méme limite, on conclut que la somme de la série proposée est U = 3 In(2).

La somme partielle d’ordre n(p+ q) est constituée de la somme des inverses des np premiers
entiers naturels impairs, a laquelle on retranche la somme des inverses des ng premiers
entiers naturels (non nuls) pairs. Cela s’écrit

V, = 1+1+ + ! 1+1+ + !
nlpta) — 3 2np —1 2 4 2nq

1
donc Erf Ve = In(2) + i(ln(p) —In(g)). Le terme général de la série tendant vers

1
zéro, cette derniére a pour somme V = In(2) + §(ln(p) —1In(g)) =In (2 \/ﬁ)
q

27*.

Soit E a,, une série de nombres complexes, absolument convergente. Soit o une permuta-

tion de ’ensemble des entiers naturels, c’est-a-dire une bijection de IN sur lui-méme. Montrer
—+o0 —+o0

que la série Z g (n) converge, et prouver I’égalité des sommes Z Ag(n) = Z Q-
n=0 n=0
e Soit N entier naturel, posons My = max {c(0),0(1),---,0(N)}. On a alors
Mn

N +00
Dol <D larl <D laxl
k=0

n=0 k=0



ainsi E |aa(n)| est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont majorées, ce

qui prouve la convergence (absolue) de la série Z Ao (n)-

+oo
e Posons maintenant S = Zak. Si on se donne £ > 0, il existe un rang K pour lequel
k=0
+o00 c
Z lax| < 7 Si E est une partie finie de l'intervalle [K + 1, 4o0[, alors
k=K+1 oo
€
ar| < | < < —.
P EDN T SRS
kEE kEE k=K+1
Posons N = max {¢~"(0),---,0 ' (K)}.Sin > N, alors o(n) ¢ [0, K], donc o(n) > K +1.
N/
Si enfin N’ est un entier strictement plus grand que N, alors la somme Z g (n) contient
n=0
N’ K
les termes ag, ---, ax et on peut donc écrire Z Ug(n) = Zak + Z ar, ou E est une
n=0 k=0 kEE

partie finie de [K + 1, +oo[. Alors, par inégalités triangulaires,

v
’S =D to(m)
n=0

’S— iak — Zak‘
k=0

kEE
K
< ‘S—Zak’—k‘Zak‘
k=0 kEE
—+oo
< Y |ak|+)Zak‘
k=K+1 keE
13 13 -
5 + 5 = €.

Les sommes partielles de la série Z g (n) convergent aussi vers S, ce qu'il fallait démontrer.

28. Soit (a,) une suite de réels non nuls. On dit que “le produit infini H a, converge” si la

n

suite (P,) définie par P, = H ar admet une limite réelle non nulle. Dans ce cas, on

k=0
+o0
note alors Hak: lim P,.
Pl n—-+4oo

a. Calculer, apres avoir justifié leur existence, les produits infinis

+o0 _1;€+1 +o00 1
PkH1<1+(]z> : anz(lkz).



b. Soit (uy) une suite de réels positifs. Montrer que le produit infini H(l + u,) converge si

et seulement si la série g Uy, converge.

1" 1
(=1) + —. Montrer que la série Zun diverge, mais que

Vn 2n
le produit infini H(l + uy) converge.

c. Pour n € IN*, on pose u, =

a. Posons ap =1+ . Calculons d’abord les “produits partiels” d’indices pairs, ce

qui permet de regrouper les facteurs deux par deux (et silence dans les rangs, merci!) :

wen (P[0 D0 D] o e )0

[2 1} [4 3} { 2n 2n—1}
= |=X=|X|=X~—-| XX X
1 2 2n —1 2n

P2n

= 1.

On peut formaliser un peu plus ce calcul :

P =11 (1+2k1—1)<1_21k:)] :k (2k2§1x2k2;1)21£[11:1'

— =1

Par ailleurs, Poy11 = aont1 Pon = m P, = hr—? P51 =1, donc
n—-4+0oo

. li
27’L + 1 n—1>+oo

too (_1)k+1
lim P, =1 : le produit infini t P— (1 7)21.
n_lgfoo e prodult 1nfini kl;[lak converge € kli[l + A

Rappelons en effet qu’une suite (uy,) telle que les deux suites extraites (ugy) et (ugni1)
convergent vers une méme limite [ converge elle aussi vers l.

1
e On recommence en posant by =1 — — et en notant @, le produit partiel d’ordre n :

(k—l) (k+1)
e ey (D60) (M)

@n = 2 :H 2 - n 2
k=2 k=2
k=2
<n—1 ><n+1
) (1)
Done @, = he1 Ee3 :1><2><n><(n+1):n+1

1

— =

n 2 22 x n? 2n n—+oo 2
k=2

+oo
1 1
Le produit infini ]}:[2 by est donc convergent, et ) = ]}:[2 (1 — ﬁ) =3



b. e Si la série E uy, converge, alors la suite (u,) tend vers zéro et on a alors I’équivalence
n
In(1 + up) ~ uy, ; la série g In(1 + u,) converge donc (comparaison de séries & termes

n
+oo

positifs), notons S = Z In(1 + u,) sa somme. Alors
n=0

n

n
— — S *
P, = ,H)(l + ug) = exp (ko In(1+ uk)> n_}—:OO e” € RY

donc le produit infini H(l + uy,) est convergent.

n

e Si, par contre, la série Zun diverge, il en est de méme de la série Zln(l + up)
n n
(en effet, si lif}rl u, = 0, on a toujours "équivalence In(1 + u,) ~ w, et le critére des
n—-+0oo

équivalents permet de conclure, et si (up)ne tend pas vers zéro, alors la suite (In(1 + uy))
ne tend pas non plus vers zéro et les deux séries sont grossiérement divergentes); les sommes
partielles S,, de cette derniere série tendent alors vers +oo (série divergente a termes

positifs), donc P, = e°» — 400, et le produit infini I I(l + uy) est divergent.
n——+00
n

n
c. e La série Z (=1) converge (critére spécial des séries alternées), et la série Z S diverge,
n>1 \/ﬁ o1 2n
donc la série Z uy, est divergente.
n>1

e Développons In(1 + u,,) :

e R AL CORE L )

donc la série de terme général In(1 + wu,) converge (somme de deux séries convergentes).
n

Si on note S sa somme, alors les produits partiels P, = H(l + ug) tendent vers le réel
k=1
strictement positif e, donc le produit infini H(l + u,) est convergent. Cela montre que
n>1
le résultat du b. n’est plus valable st I’on supprime ’hypothése u, > 0.

j (=D
29. Soit P, = 1+ pour n > 2.
11 ()

1
a. Montrer qu’il existe un réel a tel que In(P,) = ~5 In(n) + a + o(1).



a.On a In(P, ki ( ) ki?( 7 1 ),avecrkZO(kBlﬂ).
Laserlez

k>2

est convergente, par le critere des séries alternées, notons S sa somme.

La série g ), est (absolument) convergente, notons R sa somme.
k>2

Par ailleurs, on connait le développement asymptotique H, Z r = )+ v+ o(1).
De tout cela, on déduit le développement

n(P,) = (S +o(1)) - % (1n(n) + 7 — 1+ o(1)) + (R + o(1)) = _% In(n) + a + o(1)
avec a:S+Rf%(7fl).

eOé
b. Immédiatement, P, = e™(") = —_ ¢°() e facteur M) est I'exponentielle d’une expres-
n

sion tendant vers 0, il tend donc vers 1 et peut se mettre sous la forme 1 + o(1). Il reste
donc, en posant K = e* > 0:

(1+0(1)), ie. P, ~ K .

K
Pn = n——+oo \/ﬁ

vn

Exercices avec Python.

30. On rappelle le développement asymptotique H,, Z r = )+ v+ o(1).

Pour tout p € IN*, on note n, le plus petit entier naturel n pour lequel H,, > p:
n, =min{n € IN* | H, > p} .

a. Justifier I'existence de n, et montrer que hm ny = +00.
— 400

b. En utilisant Python, faire afficher les valeurs de n, inférieures a 10°, ainsi que leurs
logarithmes.

c. En utilisant le développement asymptotique donné en préambule, montrer que
In(n,) =p—~v+o(1) .
d. Comparer le résultat du c. avec les valeurs expérimentales. En déduire une valeur approchée
de la constante d’Euler .

e. Déduire du c. la limite de , puis vérifier expérimentalement.

a. Comme lim H, = 400 (sommes partielles d’une série divergente & termes positifs), pour
n—-+oo

tout p entier naturel non nul, 'ensemble A, = {n € IN* | H,, > p} est une partie de IN
non vide, donc il admet un plus petit élément, d’ou l'existence de n, = min(A4,).



n

Ona H, < Z 1 = n, en particulier H,,6 < n,, et comme n, € Ay, on a aussi H,, > p,

k=1
donc par transitivité n, > p, ce qui entraine lim n, = +oo.
p——+00
b. cf. script.
1 1
c. On a H,, > p, mais aussi H,,1 < p, donc H,, = Hp,-1+— <p+ —. Comme
np np
1
lim n, = 400, on a donc lim — = 0, d’out I'on déduit que H,,, = p + o(1) lorsque
p—+00 P—+00 Ny

p — +oo. Par ailleurs, H,,, = In(n,) 4+ + o(1). En comparant ces deux développements
asymptotiques, on obtient In(n,) =p—~v+ o(1).
d. On a donc vy = lirf (p —In(ny)). Le script joint fait donc afficher les valeurs successives
p—+oo

de p —In(n,). On obtient v voisin de 0,577215.

e.On a
n
In (;—H) =In(npy1) —In(ny) = (p +1—7+ 0(1)) — (p — v+ 0(1)) =1+0(1),
D
donc lim ol e. Le script joint affiche les valeurs successives de M.
p=too My Np

Z (_1)k+1

31. On étudie la série e

E>1 vk

a. Quelle est sa nature ?

n (_l)k_;’_l
b. On note S la somme de la série, et on note .S,, = Z

~———— ses sommes partielles. Montrer
= vk

que, pour tout n € IN*, on a Sy, < S < S9,11.
c. Avec Python, trouver n tel que S, <5< S, + 1074

d. Représenter les points de coordonnées (n, S,) pour n < 200.

1 1 1 1 1
e. On permute les termes: T, =1 — — — — —+--- (n termes), en alternant

un terme positif, deux termes négatifs, dans I'ordre. Représenter les points (n,T,) avec
n < 200.

f. Méme question avec deux termes positifs puis un négatif.



