EXERCICES CORRIGES: SUITES et SERIES de FONCTIONS PSI2 2024-2025

Suites de fonctions. Etudes d’exemples.
1. a. Etudier la convergence (simple, uniforme) de la suite de fonctions (f,,) définie par

VYneIN Vze {O, g} falx)=(n+1) cos" x sinz .

™

b. Comparer lim /2 fu(x)do et /2 lim f,(x)dz.
0 0

n—-+o0o n—-+oo

. ™ . . . R
a. e Sion fixe x € {O, 5], on montre facilement que 1151’_1 fn(x) = 0 (en traitant & part le
n——+0o0
cas = 0), donc la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur

I:{O,g]

e Etudions les variations de la fonction fnsur I :ona
fi(x)=—n(n+1)sin’z cos" Pz + (n+1) cos"tx=(n41) cos" 'z (cos’x —n sinx) .

T us 1
La dérivée f/(z) s’annule au point 5 et au point o, € }0, 5{ tel que tan® a,, = —, soit
n

1
a, = arctan —. Des relations trigonométriques — = 1 + tan? et cos® +sin® = 1, on
N cos?
1
déduit cos® a,, = et sin? a, = ——. La fonction f, est positive, s’anuule en 0 et
+1 n+1

™ . P ™ . L
en o, est croissante sur [0, a,] et décroissante sur |, 5 (faire un tableau de variations),

donc

n ! 1 1 -3
ke = s0p 10 = o) = 0+ (7 ) A =vF T (142)

1
donc ||fnllee = VR +1 exp < — g In (1 + )> ~ \/f (Dargument de l’exponentielle

n n—-+o0o

tend vers —=). On a donc lim |[follee = +o0 et la suite (f,) ne converge pas
2 n—+4oo

uniformément sur I.

b. On observe la situation de “bosse grimpante”, le lecteur vérifiera que / fn =1 pour tout n
I

(Paire sous la courbe est constante), alors que / lim f, =0.
I n—-+4oo




2. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) définies sur IR par

RO =

T
Pour z € Ry et n € IN*, on a 0 < f,(z) < = donc, par encadrement, lim f,(z) = 0:
n n—-+oo

la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R .

1—(n—-1)z"
Chaque fonction f,, est dérivable sur R4 avec f} (z) = # Pour n > 2, en posant
n (14 2m™)?
Ty = T la fonction f,, est nulle en 0, croissante sur [0, z,,], décroissante sur [z,,, +00]
n—

et de limite nulle en +oco. Elle est donc bornée sur IRy avec || fn|lco = xHEl]%)i (@) = frlxy).

On calcule
= 11
n—1 n —
fn(xn) = = 3 - .
n (1 + Til) n n—1
" %ln(nfl) 1 )

Comme ¥Vn—1=e — lLionalfulle ~ —,donc lim |ful]le =0,

n—-+oo n—+oo n n—-+oo

ce qui caractérise la convergence uniforme sur IR de la suite (f,,) vers la fonction nulle.
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3. Soit (fn)new- la suite de fonctions définies sur I =] — m, 7| par
.2
_sin“(nx) _ B
fn(m)_nsm(x) S1 ‘T#O ’ fn(o)_o

Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur I vers la fonction nulle.
Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment de la forme J = [a, 7 — a],

avec a € }07 g [ La convergence est-elle uniforme sur I 7 On calculera f, (21)
n



e On a bien sir lim f,(0) = 0 et, si # €] — m, «w[\{0}, alors la majoration

n—-+oo
|fn(2z)] < montre (théoréme d’encadrement) que ngrfoo fn(z) = 0. On a donc

n | sin z|

convergence simple de la suite de fonctions (f,,) vers la fonction nulle sur I.
T 1
e Fixons a avec 0 < a < 5 Pour z € [a,7—a],ona sinz > sina > 0, d’ou | f,,(z)] < —
n sina

pour tout n € IN*. Comme lim . = 0, on déduit la convergence uniforme de la
n—+oo 1 Sina

suite de fonctions (f,) vers la fonction nulle sur Uintervalle J, = [a, 7 — a]. En effet, on a

max | fn(z)] < : donc lim <||fn\|ooJa) = 0 ce qui est une caractérisation de la
TE€Jq n sina n——+o00
convergence uniforme.
T 1 2 . .. .
e On a fn(—> = — — — (en utilisant 1’équivalent sin€ ~ 6 lorsque 6
2n nsin(g5)  notee T

tend vers 0). La suite de fonctions (f,,) ne converge donc pas uniformément vers la fonction

v
nulle sur I : en effet, on a max |fn(z)] > fn > donc ce mazimum ne tend pas vers zéro
re n

lorsque n tend vers +oo. (On note sur le graphique que des “bosses” dont la hauteur ne
semble pas se réduire existent au voisinage des points —m, 0 et 7).
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4%*. Pour tout n € IN*, on définit la fonction P, sur IR par P,(z) = H cos (2%)
k=1

sinx

.
2 sin (5)
Sin on

b. Démontrer la convergence simple sur IR de la suite de fonctions (P,). On notera P la
fonction limite simple.

a. Soit z € IR* fixé. Montrer que, pour n assez grand, on a P, (z) =

c. Calculer P, (2"7). La convergence est-elle uniforme sur IR ? Montrer que la convergence est
uniforme sur tout segment de IR.



a. e Si le réel x est un multiple de 7, soit z = mm avec m € Z*, alors on peut écrire I’entier
relatif m sous la forme m = 2P r avec p € IN et r entier relatif impair (I’exposant p est
la 2-valuation de |m|, ¢’est-a-dire I'exposant du facteur 2 dans la décomposition de U'entier
|m| en produit de facteurs premiers) ; alors, si n est un entier tel que n > p + 1, le produit

Po(z) = kl_[lCOS;k contient le facteur cos% = cos (r g) = 0, donc P,(z) est nul.

D’autre part, sinx = 0 et, toujours pour n > p+ 1, sin on est non nul puisque o n’est pas

sinx
2™ sin (£>
27L

x
e Si x n’est pas multiple de 7, alors sin on est non nul pour tout n entier naturel et, de la

multiple de 7w, donc ’expression est bien définie et vaut zéro. Pour n assez

grand, on a donc I’égalité voulue.

relation sin(2a) =2 sina cosa, on tire
x

- T oS ok—1 sin x
P”(x):HCOSQT:H T T T T
k=1 k=1 2 Slnﬁ n 81n27
apres “télescopage”.
_ . sinx -
b. Fixons z € IR", alors pour n assez grand, on a P,(r) = —————, et en utilisant
2™ sin —
2n
i . . s . sinx
Péquivalent classique sinu ~ u lorsque u tend vers 0, on déduit lim P,(z) = .
n—-+oo x

Par ailleurs, P,(0) = 1 pour tout n € IN* donc lirf P,(0) = 1. La suite de fonctions
n—-+0o0
(P,) converge donc simplement sur IR vers la fonction sinc (sinus cardinal) définie par

sinz .
si x#0

sinc(z) = x
1 si z=0

c.eOna
P, (2" 7) = H cos(2"F 1) = cos(2" 7t 1) - - - cos(27) cosm = —1
k=1
(tous les facteurs valent 1, sauf le dernier qui vaut —1), alors que P(2" 7) = 0. On a donc
|P = Pulloo = sup |Po(z) = P(z)| > |P.(2"7) — P(2"7)| =1,
x€

donc ||P — P,]|eo ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oo : la convergence n’est pas
uniforme sur RR.

e La derniere question est plus difficile. Soit @ > 0, montrons que la convergence est uniforme

sur le segment S = [—a,a]. Si n est un entier naturel tel que ;in < g, c’est-a-dire n > N
In(2a) —1 i
avec N = {WJ +1, ona Py(z) = i pour tout x € S\ {0}, puis,
n

2™ sin (i)
27’L

pour tout € S\ {0} et tout n > N, on a



sinx sinx

z
on & ( ) x
sin ( 5

)

o G <

#(z)

u
. Or, h(u) ~ s lorsque u tend vers zéro (petit développement

1

1
en posant h(u) = ——

limité facile), donc h est prolongeable en une fonction continue donc bornée sur le segment

E4f

IMEeR, Vue [*gg} |h(u)| < M .
Pour n > N, on aura Vr € S ‘h(%)‘SM, donc
Yn>N Vel |Po(z) — P(x)| < 2%"

pour z = 0, on a P,(0) = P(0) pour tout n). Il y a donc convergence uniforme sur
S = [—a,a], donc sur tout segment de IR.

5. Pour tout ¢ € [—1,1], on pose fo(t) = 2¢ puis, pour tout n € IN, fry41(¢) = /2 + fu(t).
Etudier la convergence de la suite de fonctions (f,,) sur [—1, 1]. Déterminer les limites des

suites (I,), (Jn) et (K,), avec

1 n
I, = fn In :/ —_— K, = / .
[1.1] (~1,1] fn (—1.1] frt1
Introduisons la fonction ¢ :  — V2 + 2. On a D, = [-2,+o0[ et l'intervalle I = [-2,2]

(dans lequel se trouve fy(t)) est stable par ¢, ce qui garantit la bonne définition de f,(t)
pour tout n: en effet, en fixant ¢ € [—1,1] et en posant z,, = f,(t) pour tout n, on a
xo € [-2,2] et xpy1 = @(xy). Plus précisément, la fonction ¢ étant croissante sur son
ensemble de définition, son itérée k-eme o* = po---0p (k facteurs) est aussi croissante,
donc I'image par ¢* de l'intervalle I est ¢*(I) = gok([—Q, 2]) = [g@k(—Q), 2], puisque 2 est
un point fixe de .

Une étude classique de suite récurrente montre que kli:r_l ©*(=2) = 2 : en posant
— 100
up = ©*(=2), on a ug = —2 et upy1 = p(uy) ; Uintervalle I étant stable par ¢, on a

u € I pour tout k. Comme ¢(x) > = sur I, la suite (uy) est croissante ; comme elle est

aussi majorée par 2, elle converge. Enfin, le seul point fixe de ¢ est 2, donc . liT up = 2.
—+00

Soit maintenant ¢ € [—1,1], on a —2 < fo(t) = 2t < 2 et, la fonction ¢ étant croissante,
ona

VEeIN  ¢f(=2) < filt) = ¢" (fot) < ¥"(2)=2.
On en déduit, par le théoréeme d’encadrement que klirf fx(t) = 2, soit la convergence
—r+00

simple sur [—1,1] de la suite de fonctions (f;) vers la fonction constante 2. Mais en fait
cette convergence est uniforme sur [—1, 1] puisqu’on a la majoration uniforme



Vie[-1,1]VkeIN  |fi(t)—2] = 2— fa(t) < 2—¢*(-2),
avec lim (2 — <pk(—2)) = 0. Autrement dit, || fr — 2[00, -1, < 2 — ©*(=2) — 0.
k—+o0 ’

k— 400

Par une application directe du théoréme d’interversion limite-intégrale (avec convergence
uniforme, sur un segment), on déduit que

1
lim I, = lim fn:/ lim fn:/ 2dt=14.
n——+o0o n—-+oo [-1,1] [—1,1] n—-+oo 1

1
La suite de fonctions ¢, = 7 (définie sur [—1, 1] & partir du rang 2) converge uniformément
n

1
sur [—1,1] vers la fonction constante 3 puisque, pour n > 2, on a, pour tout ¢t € [—1,1],
©*(—2) = V2 < f2(t) < fu(t) <2, donc

Vi e [-1,1]

fa(t) 2

1
< n — 2|loo — 0.
M)l = ava oy e T2

1 1’ _ 2= £ _ 2 fult)

1
1
On peut donc aussi intervertir limite et intégrale, d’ou  lim J, = / —dt=1.
n—+4o00 1

Enfin, la suite (h,,) définie (& partir du rang 1) par h,, =

converge uniformément sur

n+1
[—1,1] vers la fonction constante 1, puisque
n(l n(t) — fna1(t 2— fa(t 1
fult) | _ 1fal®) f+1()|S f()S o2l — 0.
fra(t) | fus1(t)] 2v2 2V2 n—-+00
et lim K, =2.
n—+oo

———

Suites de fonctions. Exercices théoriques.

6. Soient (f,,) et (g,) deux suites de fonctions convergeant uniformément vers des fonctions f et g
supposées bornées. Montrer que la suite de fonctions (f,g,) converge uniformément vers la
fonction fg.



n—-+oo

Comme |fp(2)| < [fu(z) = f(2)|+[f (2)] < [[fo— flloo + [ f]loc, pour n assez grand (n > N),
la fonction f,, est bornée et vérifie || fn|loo < || flloo + 1.

Pour n € IN, écrivons  frngn — fg9 = fn(gn —g9) — g(f — fn), d’olt pour tout x € [ et n > N,

| f(2)gn(@) = f(2)g(z)| |[fa(@)] |gn(@) = g(2)| + [g(@)] | ful@) — f(2)]
[fnlloo lgn = glloe + 1lglloc [1fn = Fllo
(14 11fll0) llgn = gllso + lglloo l1fn = flloo -

Sur lintervalle I considéré, on a ||fn — flloo — 0 et |lgn — 9lloo — 0.
n—-+oo

IA A IA

Cette majoration étant valable pour tout x € I, on déduit
angn_ngooS (1+||fHoo) ||gn_g||oo+‘|g||oo ||fn_f||oo - 0,

n—-+oo

ce qui montre bien la convergence uniforme de la suite (f,gn) vers la fonction fg sur I.

7. On suppose qu’une suite de fonctions (f,) de [a,b] vers IR converge uniformément vers
f : [a,b] — R continue, et on considére une suite (z,) d’éléments de [a,b] convergeant
vers x. Montrer que lim f,(z,) = f(z).
n—+00

L’inégalité triangulaire donne
|falan) = f@)] < |falzn) = flan)| + [ fza) = f(2)] -
Si on se donne € > 0, comme lixf Ifn— flloo = 0, il existe un rang N & partir duquel on a
n—-+0oo
1frn = flloo < g Pour n > N, on a alors | fn(zy) — f(2,)| < g Par ailleurs, ’application
f étant continue au point z, on a lir}rl f(x,) = f(x), donc il existe un rang N’ au-dela
n—-+oo
duquel on a |f(xn) - f(m)| < % Pour n > max{N,N'}, on a alors |f,(z,) — f(x)| <,

ce qui prouve que lim f,(z,) = f(z).
n—+00

8. Soit f : IR — IR une fonction de classe C?, de dérivée seconde bornée. Pour z € R et n € IN*,
on pose

i) =n |10+ ) - 1(0)].

Etudier la convergence simple, puis uniforme, de la suite de fonctions (g,).

On reconnait dans g,(z) I'expression d'un taux d’accroissement, on en déduit que, pour
tout z réel, 11111 gn(z) = f'(x), la suite de fonctions (g,,) converge donc simplement sur
n—-+0oo

IR vers la fonction f’.

Ensuite, en posant M = || ||, 'inégalité de Taylor-Lagrange donne



o)~ @) = n|f(+ )~ f@) -~ @)
<y () = o

d’out lirJIrl llgn — f'llec = 0: la convergence de (g,,) vers f’ est uniforme sur IR.
n——+0o0

9. Soit f : [0,1] — IR une fonction continue, positive et non identiquement nulle, telle que

f(0) = f(1) = 0. Pour tout n entier naturel non nul, on définit f, : [0,1] — IR par
1
n f(nx) si 0<z<—

fn(z) = n

0 sinon.

a. Etudier la convergence simple de la suite (fn) sur [0, 1]. Cette convergence est-elle uniforme ?

b.

Montrer que la convergence est uniforme sur [a, 1] pour tout a tel que 0 < a < 1.

1 1
c. Comparer lim / fu(z)do et / ( lim fn(m)) dz.
0 0

n—-+oo n—-+oo

a. On a f,(0) = 0 pour tout n, et si > 0, il existe un rang N (dépendant de x) & partir duquel
1

— <z ;pourn > N, on a alors f,(z) =0, la suite (fn(a:))ne]N* est donc stationnaire de
valeur nulle & partir du rang N, donc hI}} fn(xz) = 0. Ily a donc convergence simple de
n—-+0oo

la suite de fonctions (fy,) vers la fonction nulle sur [0, 1].

La fonction f n’étant pas la fonction nulle, et étant par ailleurs continue sur un segment,

elle est bornée et atteint ses bornes, d’ou l'existence de M = || f]|oo = m[ax] |f(x)] et on a
z€[0,1

1

M > 0. L’expression f(nz) prend, lorsque x décrit le segment [O, }, les mémes valeurs
n

que f(z) lorsque x décrit [0,1], on en déduit que || fp]lo = nM oy ~+00, donc la
n—-+0oo

convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

1
. Soit le segment S = [a, 1] avec 0 < a < 1. Deés que lentier n vérifie — < a (c’est bien vrai &

n
partir d’un certain rang), alors la fonction f,, est nulle sur S. On a donc || fy,|co,s = 0 pour
n assez grand, d’ou la convergence uniforme de la suite (f,,) vers la fonction nulle sur S.

1
. Il résulte du théoreme de stricte positivité que lintégrale J = / f(z) dz  est un réel
0

strictement positif. Le changement de variable ¢t = nx donne

1 1 1
fn(x) dzz/ n f(nz) dx = fOydt=Jg — J,
0 0

0 n—+4o00

1 1
alors que / ( lim fn(x)) dx = / 0dx =0, il n’y a donc pas égalité entre limite de
0 0

n—-+oo
I'intégrale et intégrale de la limite.



Interprétation. L’aire sous la courbe reste constante, on peut le retrouver par des
considérations géométriques. En effet, la région sous la courbe de f, se déduit de celle

T
sous la courbe de f par la transformation u : (z,y) — (7, ny) Cette transformation u est
n

linéaire (endomorphisme de 1’espace vectoriel IR2), elle est représentée canoniquement par

la matrice diagonale A = | n , dont le déterminant vaut 1, ce qui signifie que la trans-
0 n
formation u conserve les aires. Faire un dessin, en choisissant par exemple f : x — x(1—x).

Séries de fonctions.

10. Soit o > 0 fixé. Pour n € IN* et € IR}, on pose u,(z) = z* e~™"*_On posera u,(0) = 0.

a.

b.

. On calcule u,(x) = 2% " e

. a
. Notons maintenant ||uy|lcc = max lun(z)] = un(—) = (
+

Montrer que la série de fonctions Z up, converge simplement sur IR.

n>1
Etudier les variations de la fonction u,, sur IR, . En déduire que la convergence de la série
est normale sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 0.

. Pour quelles valeurs de « la convergence est-elle normale sur IR, ?

. Pour z = 0, la série de terme général u,,(0) = 0 est évidemment convergente. Pour z > 0,

on a0 < u,(z) < z%e™ et la série de terme général = e™"* converge (c’est une série

géométrique de raison e~* € ]0, 1[). Cela prouve la convergence simple sur IR de la série
de fonctions Z T
n>1

2
ol emn™® (o — n? x) donc, pour tout n € IN* donné, la fonc-

. . . . . «
tion w, est continue sur IR, croissante sur [0, }, décroissante sur {—2,—1—00[ ;on a
n

a

n?

un(0) = lirf un(z) = 0 (dresser un tableau de variations). Si on fixe a > 0, il existe un
Tr—r+00

@ [
rang N a partir duquel 3 < a (choisir N =1+ { o J pour ceux qui aiment les calculs

explicites). Pour n > N, la fonction u, est décroissante sur I = [a,4o00[ et on a donc
lunlloo,r = max |uy(z)| = up(a) ; comme la série Zun(a) converge (cf. étude de la
’ z€la,+oo| 1

convergence simple), cela prouve la convergence normale de la série de fonctions E Uy, SUT
lintervalle [a, +ool.

[6% (6%
5 —2) e “. On a donc
TE n n

C s
ltnlloo = e ou C' est une constante (nombre indépendant de n) strictement positive. La

série de fonctions E Uy, converge normalement sur IR si et seulement si la série numérique

1 . .
E |lun]|oo converge, c’est-a-dire si et seulement si o > 3 (c’est une série de Riemann).
n>1




1
11. Pour z € R et n € IN*, on pose u,(z) =

n+n2 2’
+oo
a. Ensemble de définition de f = Z u, 7 Etudier le mode de convergence de la série.
n=1

b. Donner un équivalent de f(z) lorsque x tend vers +oo.

1

1
a. Si z = 0, la série de terme général u,,(0) = — est divergente ; si x € R*, u,(x) ~ ——
n n—+oo x2n?
(a termes positifs), donc la série E un(x) converge. Finalement, Dy = IR*.

n>1

Il y a donc pour le moment convergence simple de la série de fonctions Z u, sur IR*. La
n>1

convergence n’est pas uniforme sur IR*, sinon le théoréme de la double limite, appliqué en 0

(point adhérent & 'ensemble de définition) permettrait de conclure a la convergence de la

série de terme général lir% un(x) = —, ce qui est réputé faux.
T— n

Si on veut espérer une convergence uniforme (ou méme normale, soyons fous!), il faut

certainement s’écarter de 0. Fixons donc a > 0, sur la demi-droite I = [a,+oo|, on a

ltn|lco,r = max |un(2)] = upn(a) et la série de terme général u, (a) converge, cf. étude de la
re

convergence simple. On a donc prouvé la convergence normale de la série sur la demi-droite
[a, +0o[. Par parité, on a le méme résultat sur | — co, —a]. On en déduit que la série de

fonctions E uy, converge normalement (donc uniformément) sur tout segment inclus dans
Dy =1R". Les fonctions u,, étant continues sur Dy, la fonction somme f l'est aussi.

b. On peut étre tenté de sommer les équivalents (méme si aucun théoréme du cours n’autorise

a le fairel) : comme, pour n € IN* fixé, on a wu,(x) ~ ——, cela donnerait alors
T—r+00 Tl2$2
=X1y1 oaw? ™
r) o~ — )= = —. Celareviendrait en fait & prouver que lim z?f(z) = —
f( ) T—+00 (Z n2) 2 622 p 4 r—+00 f( ) 6’

et ce résultat peut étre obtenu par une interversion somme-limite. Posons donc

2
T 1
vp(x) = 22 up(z) = ———— pourn € N" et z € R, on a 0 < v,(z) < —;, donc la
n+n°x n
série de fonctions E v, converge normalement sur IR (on a trouvé une “série majorante”

n>1
qui converge). On peut donc effectivement intervenir somme et limite en 400, ce qui donne

+oo +oo +oo 2
A )=t (@) =3 (i, (o) :gnl -z

+oo

12. On pose f(x) = Z e T lorsque la série est convergente. On notera u, (x) = e T,

n=0
a. Quel est ’ensemble de définition de la fonction f ?



[¢]

C.

. Montrer que f est de classe C* sur IR’ et, pour tout entier naturel k, exprimer F (x)

comme somme d’une série.

. Montrer que f est décroissante sur R}, .
. Déterminer lim f(x).
T—+00

z—0t z—01

. Posons s, (x) = Zuk(x) Calculer lim sy (z), en déduire lim f(z).

. @ Pour x <0, la série est grossierement divergente.

j— 2 j— — ya
ePour x >0,ona 0<e™? <e™ = (e")" pour tout n, donc la série converge
(comparaison & une série géométrique convergente).

On a donc Dy =R}

. La série Z u, converge normalement sur [a,+oo[ pour tout a > 0 (en effet, sur un tel

n>0
intervalle, on a ||up|lco = un(a), et la série de terme général u,(a) est convergente), donc f
est continue sur [a, +o00[ puisque chaque u, 'est, puis f est continue sur R} .

Chaque fonction u,, est de classe C°O sur RY et ul® (z) = (=1)kn2* e Sia> 0 est fixé,

pour tout z € [a,+oo[, on a |ulf)(z)| < |u(k)( )|, et la série de terme général |u) (a)| =
n2*e=""® converge (on vérifie par exemple que n?ul*) (a)| = e~ at(2k+2)Inn - 0).
n—r+00
La série de fonctions Z un converge donc normalement sur [a,4o00[, et ceci pour tout
n>0
k € IN*, on en déduit que f est de classe C*™ sur [a, +oo]. Comme ceci est vrai pour tout
a > 0, la fonction f est C* sur IR’} et ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation

terme a terme, a savoir

+oo
VzeR, VkeIN  fR(z) Z ulP) () = (=1)F Y nPF e
+oo )
Ona f'(z)=— Z n* e ™ * <0, donc f est strictement décroissante sur IR .
n=1

T—>+00 0 sinon

. 1 sin=0 . .
.Ona lim u,(z)= , et la série de fonctions Z uy, converge normalement,

n>0
donc uniformément sur [1, +00[, on peut donc intervertir somme et limite en 4+o00. Ainsi,

10 = i (o) = 3 (o)1

. Pour tout £ € IN, on a lir% ug(z) = ug(0) = 1 (chaque fonction uy est continue en 0), donc
T—

Vn € IN lim sp(z) =5,(0)=n+1.
z—0+t

Par ailleurs, on a Vo € R}, Vn € IN f(x) > s,(z). On en déduit que lirglJr f(z) = +o0.
r—

En effet, si on se donne A > 0, soit n un entier tel que n+1 > A ; comme lin%) Sn(x) =n+1,
z—



il existe a > 0 tel que 0 < z < a => s,(x) > A : pour z tel que 0 < z < «, on aura alors
a fortiori f(z) > A.

Remarque. En encadrant par des intégrales, les 5/2 qui se souviennent de la valeur de

[
I'intégrale de Gauss chercheront & démontrer que f(x) ~ % lorsque z — 0.
x

—+o0

1
13. On pose ((x) = z — (fonction zéta de Riemann). Quel est 'ensemble de définition
nft

n=1
de ¢ ? Variations de la fonction ¢. Limite en +oo. Equivalent en 17,

L’ensemble de définition est D = D =|1,+o00[ (cours sur les séries de Riemann).

x

1
Chaque fonction u,, :  — u,(x) = — =n"" est strictement décroissante sur D, donc ¢

est strictement décroissante sur D par addition d’inégalités.

La série de fonctions Z u,, définissant ¢ est normalement convergente sur [a, +o0o[ pour
n>1
tout @ > 1 fixé : en effet, sur un tel intervalle, on a |jup|lcc = sup |up(z)] = uy(a)
z€[a,+oo|
terme général d’une série convergente. On peut donc intervertir somme et limite en 4oco.
La fonction u; est constante de valeur 1, les autres fonctions w,, (n > 2) tendent vers 0 en
400, donc

6=t (o) =3 (o)1

Pour tout & > 1 fixé, la fonction t — = est décroissante sur IR’ , ce qui autorise a utiliser

"t 1 "odt
la comparaison série-intégrale : on obtient ’encadrement / — < — < / —,

la premiere inégalité étant valable pour n > 1, la deuxieme pour n > 2. En sommant
ces inégalités pour n de 1 a +oo (les séries et intégrales généralisées entrant en jeu sont
convergentes), on obtient ’encadrement

1 oo dt oo qt 1
A D = — < <1 — =1
ve x—1 /1 tx ¢@) +/1 te te o1

1

~ .
z—1+t x —1

d’ott {(x)

14%*

a.

b.

. Pour & > 0, on pose () = Z

+oo (_1)n+1

ne
n=1

Montrer que la fonction ¢ est bien définie et de classe C! sur R .

1 1
(2t—1)=  (2t)*
donner un encadrement de (), et déterminer zhj& &(x).

En considérant, pour x €]0, 1] fixé, la fonction g, : t — pour t € [1,400],



a. Posons u, () = ~————. Pour z > 0, la suite (un(z)) est alternée, sa valeur absolue

n>1
est décroissante et tend vers zéro. Le théoreme des séries alternées permet d’affirmer la
convergence de la série E un(x), donc la fonction & est bien définie sur RY .

n>1

Les fonctions u,, sont de classe C* sur IR, on vient de prouver la convergence simple sur

—1)" In(n
IR’ de la série de fonctions Zun On a u,,(x) = #
In(n)

n.’E

. Si on fixe a et b tels que

0 < a < b, pour tout x € S = [a,b], la suite ( ) tend vers 0 par croissances
n>2

1
comparées, et elle est décroissante a partir du rang N = 1 + {eaJ : en effet, si on pose

In(t 1—xz In(¢ i
g(t) = % =t In(t), on a ¢'(t) = xin()’ donc ¢'(t) est négatif dés que t > e” |

tw—i—l
ce qui est bien vrai si on prend t > e¢®. Par le théoreme des séries alternées, on déduit la
convergence de la série E ul, (z) et, a partir du rang N, la majoration du reste

- oo / ) _ In(n) In(n)
|rn(z)| = ’k—Z:nHUk(x)‘ < g (@) = (n+1)° < (n+ 1)

In(n) ) In(n)
———— et, comme lim ———
(n+ 1) n—+oo (n + 1)@
comparées, on a obtenu la convergence uniforme sur le segment S de la suite de fonctions
(rn,) vers la fonction nulle, ¢’est-a-dire la convergence uniforme sur S de la série de fonctions

On a donc obtenu ||7p]|co,s < = 0 par croissances

—+o0
E u!,. Les fonctions u, étant de classe C', la somme E uy est aussi de classe C' par
n>N n=N

théoreme du cours. On ajoute enfin une somme finie de fonctions de classe C', & savoir
N—1

Z Uy, donc € est de classe C* sur [a,b]. Comme elle est C' sur tout segment de RY,
n=1
finalement ¢ est de classe C! sur R’ , avec

= " In(n
Vo e R g/(x)zz(_l)nij().
n=1

+00 too
1 1
b. En regroupant les termes deux par deux, on a £(x) = Z ( —— x) = Zgz (p).
—\@p-1)* (2p) =

La fonction g, est continue, positive, décroissante sur [1, +oo[ puisque
1\ —z—1
g,(t)=—227° [(t - 5) - t—x—l} <0.

On peut donc envisager une comparaison série-intégrale: pour p > 2, on a

p+1 14
/ %@ﬁé%@S/A%@&,



I'inégalité de gauche étant vraie aussi pour p = 1. La série ng(p) étant convergente,
p>1

+o0
on déduit la convergence de l'intégrale généralisée / g:(t) dt (i.e. Vintégrabilité de la
1

fonction g, sur [1,400[), ainsi il est licite de sommer les inégalités obtenues ci-dessus pour
p allant de 2 a l'infini, on obtient

400 —+o0 +oo
| @< am -0 <o+ [ atar

(2t — 1)t — (2t)

Or, un calcul de primitive donne / g (t)dt = , cette expression a une

limite nulle lorsque ¢ tend vers 400 car

(2t—1)1_””—(2t)1_“”:(21&)1_”6{(1_1)1x_l] I St 0.

2t t—+oo  (2t)T  t—+oo
il reste d /Ho war-2 =L ., Lg (1)=1-27% — o0
il reste donc =—" —. Comme =1- on
, 2(1—12) w50 2 9z 0
1
déduit du théoreme d’encadrement que limo &(x) = 3
z—
15. Pour z € R et n € IN, on pose up,(z) = e~ *V7".
+o0
a. Ensemble de définition de f = Z u, 7 Etudier le mode de convergence de la série.
n=0

b. Etudier les variations de f sur son ensemble de définition. Déterminer lirf f).
Tr—r+00

c. Donner un équivalent de f(x) lorsque z tend vers 0% (on pourra encadrer f(x) par des
intégrales).

a. La série E un(x) est grossierement divergente pour x < 0 et, si > 0, on a
n20 2 2 21
n°u,(x) =n e VN = g2lnn—ayn — 0
n—-+o0o

1
donc la série Z un(x) est convergente : on a en effet u,(z) = o(—2> lorsque n — +o0.
n
n>0
On a donc Dy = 1R’ (il y a convergence simple de la série de fonctions sur IR?, ).
On ne peut espérer une convergence uniforme sur IR’ (sinon, le théoreme de la double limite
s’appliquerait au point 0 adhérent a l'intervalle, et la série de terme général lir% un(x) =
r—
u, (0) = 1 serait convergente!).
Fixons a > 0 et montrons la convergence normale sur J, = [a,+oo[ . Les fonctions w,
sont toutes positives et décroissantes sur R donc |up|oo, s, = m&}}x|un(x)| = up(a)
: LIS PY

et la série de terme général u,(a) converge (d’aprés l'étude de la convergence simple ci-
dessus), donc il y a convergence normale de la série sur J, = [a,+00] pour tout a > 0. En



conséquence, il y a convergence normale (donc uniforme) sur tout segment inclus dans IR .

b. Les fonctions u, sont toutes strictement décroissantes sur IR, il en est donc de méme de

leur somme f (évident). Ona lim w,(x) =0 pour tout n € N* et ug(z) =1 — 1.
r—+00 r—+00

La série de fonctions E uy, converge uniformément sur U'intervalle [1, +o00[ donc le théoréme
n>0

de la double limite s’applique au point adhérent 400 : on en déduit que la série Z ( lim un(x)>

r——+o0
n>0

converge (ga, ce n’est pas un scoop/) et surtout que
+oo

i 10 = (3 0) =3 (i ) <14 01

c. Pour tout x > 0 fixé, la fonction ¢t — e ~2V% gt continue et décroissante sur R, on a donc

n+1
pour tout n entier naturel Pencadrement e~ *vV"H! < / eVt ¢ < e*””‘/ﬁ, puis

n

n+1 n
/ eVt < eV < / e~Viat

n—1

la deuxieme inégalité étant valable seulement a partir du rang 1. Par addition de ces
inégalités, on obtient

+oo +oo
vz e RE / e~ Viat < f(x) Zun <1+/ eVt .
0 0

—zVt

Remarque. La fonction g 1t — e est intégrable sur IR’ car continue sur cet intervalle

avec | ligrn tzg(t) = 0. Il ne reste plus qu’a calculer cette intégrale. Pour cela, posons u = v/,
—+o00

puis intégrons par parties:

+o00 +oo u—+00 1 +oo 2
/ emoVidL =2 / we ™ du =2 ([— Ee‘”} + - / e ™ d“) =2
0 0 T u=0 x Jo X

2 2
On a donc obtenu, pour tout x > 0, 'encadrement — < f(x) < 1+— Comme 1 = o( 2)
x x

2

lorsque  — 0T, on a donc f(z) ~ — au voisinage de 0. On en déduit notamment que
x

lim f(z) = 4oc.

z—0t

16%*. Soit a € ] — 1,1[. Montrer que 'on définit une fonction f de classe C* sur IR en posant

Démontrer la majoration Vp € IN* Vz e IR ‘f(”) ()] <



FO)

+o0
En déduire que f est somme, sur IR, de sa série de Taylor en zéro: f(x) = E
n=0

e Pour n € IN et z € IR, posons f,(x) = sin(a" z). De |sin(a" z)| < |a™ |, on déduit

la convergence simple sur IR de la série de fonctions Z fn- En fait, il y a convergence
n>0

normale sur tout segment de IR puisque, si x € [-M, M], on a |f,(x)]| < |a|™ M, et la série

Z la|™ M converge (“série majorante”). On en déduit déja la continuité de f sur IR.

n>0

e Soit p € IN*, alors f)(x) = a" sin (a" T+p g), donc

VeeR YnelN [P () <lal™ = (|aP)" .

On en déduit, pour tout p € IN*, la convergence normale sur IR de la série Z f,(f). On
n>0

peut donc appliquer autant de fois que 'on veut le théoreme de dérivation des séries de

fonctions : il en résulte que la fonction f est de classe C* sur IR, et que ses dérivées a tout

ordre se calculent par dérivation terme a terme, ce qui donne

—+oo
(p) — np n m
VpelN VreR P (x) ;a sm(a x+p2).

e On a facilement une majoration uniforme des dérivées de f : pour tout p € IN* et z € IR,

+o0o
’f(p)($)| < Z (|a‘p)n _ 1 1
n=0

< :
L—lalP = 1 —|al

e Appliquons maintenant I'inégalité de Taylor-Lagrange:

— /™ (0) k‘ .
- — S Myy1 ———
‘f(x) ;.cz:o I e PR T
1
avec M, 41 = sup |f("+1)(t)‘. Or, M;,+1 < ———, on obtient donc
te[0,2] 1 —|al

|n+1

~ f®0) 1|z
‘f(x)kz_() Ko ‘S 1—Ja n+ 1)~

Comme  lim L 0, on en déduit que  lim (z”:f(k)(o) .%'k) = f(z), soit
noteo (n+ 1) RN -

S~ S(0)
flz) = Z p z". La fonction f est donc somme de sa série de Taylor, autrement
n=0 ’

dit f est développable en série entiére sur IR, soit



y R _+oo sin <ng) n_+oo (_Uk .
re f("”)_zmu—an)x _§(2k+1)!(1—a2k+1)x '

n=0

17. Pour z > 0, on pose s(z) = Z

oo

[¢]

+oo n
(-1)
nt+z

n=0

. Montrer que s est définie et de classe C? sur R .

. Préciser le sens de variation et la convexité de la fonction s.

1
. Montrer que s(x + 1) + s(z) = — pour tout z > 0.
T

d. Donner un équivalent de s en 0.

1
. Pour z > 0, la suite (
n

. Pour z > 0, la suite (

. Donner un équivalent de s en +o0.

) est décroissante et tend vers zéro, on en déduit par le
nelN

(=D"

n+x

+x

théoreme des séries alternées la convergence de la série E un(x) avec u,(x) =
n>0

série de fonctions E u,, converge donc simplement sur IRy, la fonction s est donc bien

-1 n+1
définie sur cet intervalle. De plus, les fonctions u,, sont de classe C* avec ., (x) = EJr))Z
n+zx
" _2><(_1)7l O / _ 1 L4 1d7 400
et u,(z) = NCFTER n a [|up oo,y = 3 terme général d’une série convergente, on

a ainsi prouvé la convergence normale (donc uniforme) de la série de fonctions g u,, sur

too too (_1)n+1
IR’. Ainsi la fonction s est de classe C' sur R, avec s'(z) = Z u, (z) = Z SR
n=0 n=0
A 2 .
De méme, HUZHOOJRQ = 5 terme général d’une série convergente, d’olt la convergence

normale de la série de fonctions E u; sur IRY. Donc s est de classe C? sur IR’ avec
+oo +oo (_1)n
" "
s (x) = U, () =2 —_— .
@)= @ =23 o
n=0 n=0

7) est aussi décroissante de limite nulle. Le théoreme des
(n+ )2/ neN

+oo
séries alternées s’applique de nouveau pour montrer que s'(z) = E u, (z) est du méme
n=0

signe que son premier terme, donc s'(z) < 0, et la fonction s est décroissante sur R .
Le méme raisonnement montre que s” > 0, donc s est convexe sur R .

Remarque. Le théoreme des séries alternées entraine aussi que la somme s(z) est de méme
signe que son premier terme, autrement dit s(z) > 0 sur IR .



c. On calcule (toutes les séries entrant en jeu sont convergentes):

+oo +oo
= =
—n+ 1+ + EZ:O n+x
n—1 too n
(-1 + Z (-1

nr+x n T
1 + n=0 +

1% L0

s(zx+1)+ s(x)

H\Hﬁ

d. La fonction s est C' sur R’ elle est donc continue au point 1, soit lir% s(x+1) = s(1)
T—r

1 1
(qui vaut In(2), mais ce n’est pas utile), donc s(z) = — —s(z +1) ~o puisque le terme
x =0

s(z 4 1), qui est borné au voisinage de zéro, est négligeable devant le terme —.
x
e. La décroissance de la fonction s sur IR}, permet d’écrire

Vo e RY s(x+1)+s(x) <2s(x) <s(z)+s(x—1),

1 1 1
soit — < s(z) < ——, donc s(z) ~ —.
2x 2(x—1) z—+400 2x
+oo 1
18. On étudi = E —_.
n étudie f(x) 2 R

a. Montrer que f est définie et de classe C* sur IR.

b. A l'aide d’une comparaison série-intégrale, donner un équivalent de f(x) en +oo.

=1 w2 =1 m
c. On donne — = — et — = —. Donner le développement limité a ’ordre 2 de
; n? 6 n; nt = 90 PP f
au voisinage de 0.
a. Posons uy(z) = PUECR les fonctions u, sont de classe C' sur R, on a la majoration
n?+x
0 < u,(r) < — qui montre la convergence simple (et méme normale sur IR) de la série de
n
—2z
. / _ : _
fonctions Zun De plus, u,,(z) = 7@2 ) et, si on fixe a > 0, pour tout z € [—a,al,

on a |u,(z)| < ce qui prouve la convergence normale, donc uniforme, de la série de

4
n
fonctions Z u,, sur tout segment de IR. Par théoréme du cours, la fonction f est de classe
C! sur RR.

1
b. Pour x > 0 fixé, la fonction t — ———
2+

5 est continue, positive, décroissante sur IR, on a
x

donc pour tout n € IN*, 'encadrement

/”“ d_ 1 </” dt
n  t24x? T nZ4a? T f 2422




puis, en sommant,

+oo too +o0
JEE Dl A
1 t2 + .’11'2 — TL2 + ZCQ 0 t2 + .TL'Q

m T 1 1 1
soit — — — Arctan( ) < f(z) < —. Comme le terme — Arctan( ) équivalent a —;,
2x / 2z x o\ x?
est négligeable devant — lorsque x — +oo0, il reste f(z) ~ —.
2z z—+oo 2%
. 2 7 n2 - 3LE2 .
. La fonction f est de classe C* sur IR: en effet, on a u, () = —2-———— et, si x € [—a,a]
(n? 4 x2)3
" 2 6 2
avec a > 0, alors |up(z)] < — + —, terme général d’'une série convergente, donc la

série de fonctions E up converge normalement sur tout segment de IR. Donc f admet un

1
développement limité & 1’ordre deux en zéro qui est f(z) = f(0) —i—f’(O)x ! ( ) 2 2 +o(z?).
=1 2 7r4
Il reste & calculer f(0) = nz::l 3= g F(0)=0et f'(0) = -2 Z F =~ Finalement,
2 4
f(z) = % - g—o 2?2 + o(z?) au voisinage de 0 .

19%*.

Soit z € C. Par une interversion somme-limite, montrer que

lim (1—|—i)n:ez.
n

n—-+4oo

VA n
Retrouver le résultat en considérant module et argument de (1 + 7) .
n

Attention a ne pas introduire de logarithme d’un nombre complexe!

e Par la formule du binéme, on a

0+ -5 () () -t iR

k=0

1D (z—k4+1) 2F
o(z ) (@ +1) z si >k .
en posant wug(z) = xk k! . Chaque fonction wuy,

0 sio<z<k
k

admet une limite en +oo0, a savoir  lim wug(z) = D’autre part, la série de fonctions

T—r+00 k}'
Z uy, converge normalement sur IR, puisque
k
z
veeRy VkeIN  |u(z)| < % ,

terme général d’une série convergente (indépendant de z). Le théoréme de la double limite
s’applique donc, et permet d’affirmer que



. z z .
i (12) = i (S ww) =3 e i =3 5=
P . , z a )
o Autre méthode. Posons z = a + b avec a et b réels. Alors 1+ — = (1 + 7) + 17 —, donc
n n n

2 b2 n
‘1+Z‘ <1+E) + — , et le module de (1+E> est
n n n n n

(2| = (e oy - B

Or, tout nombre complexe de la forme = + iy avec x réel strictement positif et

y réel quelconque, admet pour argument le réel § = Arctan g.
z z
Sin > —a, alors Re (1 + *) > 0 et ce qui précede s’applique: un argument de 1 + — est
n n
b Z\"™
alors Arctan (T) Un argument du nombre complexe (1 + 7) est alors
n+a n

0,, = n Arctan (ni—z|)—a> .

n
On a donc (1 + E) = rp e pour n assez grand, avec les notations introduites ci-dessus.
n
De léquivalent classique Arctan(x) ~ 2z, on déduit facilement que hm 0, = b. De plus,
x—0 n—-+oo
2 24+ b2 2 1
ln(rn)zﬁln 1+—a+a+ =2 fa-i-O(*) — a.
2 n n? 2\ n n n—+oo
: a : : Z\™ a b a—+1ib z
Donc lim 7, =% puis lim (l—i—f) =e%e” =e = e”.

n—-+oo n—-+oo n

Exercices avec Python.

20. Soit (P,) la suite de fonctions polynomiales définies sur [0, 1] par

o

a o

= 0

1
Py(t)=0 et VnelN Vie[0,1] Pori(t)=P,(t)+ =

5 (t — Pu(t)?) .

. On suppose que la suite de fonctions (P, ) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f.

Déterminer la fonction f.

. Sur le méme schéma, représenter sur [0, 1] les fonctions P,,, pour n de 0 a 10, ainsi que la

fonction f.

. Montrer que Vn € IN V¢ € [0,1] 0 < P,(t) < V.

Vit

. Montrer que ¥n € IN Vit € [0,1] ng/i—Pn(t)g\/iO—?).

. En déduire que la suite de fonctions (P,) converge uniformément sur [0, 1] vers f.

En déduire que la fonction x — |z| est limite uniforme sur [—1, 1] d’une suite de fonctions
polynomiales. Illustrer avec Python.



f.

On procede par récurrence sur n : c’est évident si m = 0. Supposons les inégalités
0 < P, (t) < v/t vraies pour un n donné, on a alors t— Py, (t)? > 0, donc Py, 41 (t) > P, (t) > 0,
et

Vi—Poa(t) = \/ian(t)f%(\/f—Pn(t)) (Vt+ P,(t))
= (Wi-P) (1-5 (Vi+ Patt))) *)

De I’hypothese de récurrence, on déduit alors v/t + Py (t) < 2Vt < 2, puis Vt— P, 1(t) >0
(les deux facteurs de (*) sont positifs), ce qui achéve la récurrence.

. En reprenant U'inégalité (*) ci-dessus, on a facilement

Vee[0,1] YnelN  0<Vi—Poa(t) < (Vi— Pa(t) (1—%) .

Par une récurrence immeédiate, on déduit alors

Vte[0,1] VnelN ng/f—Pn(t)gx/f(l—g)n.

. Pour u € [0,1] et n € IN, posons fp(u) = u (1 - %)n ; alors la suite de fonctions (f},)

converge uniformément sur [0,1] vers la fonction nulle car une étude de fonction montre

que
2 2 1\ 2
e = S 2 ]
Hf ” f(n—l—l) n+1(+ en n—4oo

2 1\
Donc max ‘\/f - Pn(t)’ < — (1 + 7) — 0, ce qui montre que la suite de
t€[0,1] n+1 n n—+o0

fonctions (P,) converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction ¢ — V2.

Pour z € [-1,1], on a |z| = Va2, avec 22 € [0, 1]. Posons Q,,(x) = P,(x*) pour n € IN et
x € [=1,1] ; alors les fonctions @,, sont polynomiales sur [—1, 1] et la suite de fonctions Q,,
converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction valeur absolue.

21%*,

Si f:[0,1] — IR est une fonction continue, on définit une suite de fonctions f,, : [0,1] = R
par fo = f et .
VnelN Voel0,1]  falz) = / Fu(t) dt .
0

. On supposera dans cette question que la variable 1v contient les valeurs d’une fonction

continue f en des points régulierement espacés de lintervalle [0, 1]. Si la liste 1v est de

k
longueur p, alors pour k € [0,p — 1], 'élément 1v[k] contient donc la valeur f (71)
p—

Ecrire une fonction trapezes (1v), qui prend comme argument une liste de valeurs 1v, et
x
qui retourne la liste des valeurs en les mémes points de la fonction F : x +— f(t) dt,

0
primitive de f s’annulant en 0. Comme son nom l'indique, le calcul des valeurs de F sera
fait par la méthode des trapézes.
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b. En prenant f(t) = ¢, utiliser Python pour représenter sur [0, 1] la fonction g0 = Z fr, ou

k=1
les fi ont été définis en préambule. On pourra choisir un pas de calcul de 0,01.

c. Représenter, sur [0, 1], la fonction gj, — g10- Que peut-on conjecturer ?

—+oo
d. Dans le cas général (f : [0,1] — IR continue), montrer 'existence de g(z) = an(x)
n=1

Montrer que g est de classe C* sur [0, 1] et chercher une équation différentielle vérifiée par g.



