EXERCICES CORRIGES sur les DETERMINANTS PSI2 2024-2025

Calculs de déterminants.

1. Soit (ej,---,e,) une famille libre de vecteurs d'un espace vectoriel E. Soit le vecteur
n

T = E Ai €;. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les \; pour que la famille
i=1
(e1 +x, -, e, + ) soit libre.

La famille de vecteurs B = (eq, - - -, e, ) constitue une base du sous-espace F' = Vect(eq, - -, ey)
qui est de dimension n. Comme z € F, la famille X = (e; +x,-- -, €, + ) est constituée de
vecteurs de F', et X est libre si et seulement si c’est une base de F', c’est-a-dire si et seule-

ment si detg(X’) # 0. Calculons donc ce déterminant : on effectuera d’abord l'opération
n

élémentaire Ly < Ly + (Lo + -+ + Ly,), on “sortira” le facteur 1 + Z A; de la premiere
i=1

ligne, puis on effectuera les opérations C; <— C; — Cy (2 < j < mn). On est alors ramené au

déterminant d’une matrice triangulaire inférieure.
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On en déduit que la famille X est libre si et seulement si Z A # —1.
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2. Par récurrence, calculer D, =| =~ ) et A, =
. . . 1
~1 ~1 0l 1 (0) Ll
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ensuite un développement par rapport a la premiére ligne, puis par rapport a la premiere
colonne, donnent D,, = (—1)"*! (1) (71)("*1)+1 D, _o=D, o Avec D =0¢et Dy =1,
1+ (=)™
5 .
b. Un développement par rapport & la deuxieme ligne donne A,, = -1+ A,,_1. De Ay =1,
on tire A, =2 —n.

on conclut D,, =




3. Soient a1, as, ..., a,, b, c des réels avec b # c¢. Montrer que le déterminant

a1 +x cH+x c+x
D(x) = b—|.—x as +x
: . c+x
b+ b+x an + 2 ()

est une fonction affine du réel . En déduire la valeur de D(0).

Transformons D(z) en effectuant les opérations élémentaires L; < L; — L1 (2 < i <n). On

a1 +xr c+x ... c+=x
) Qg1 Qg2 -+ Q2p . . .
obtient alors D(x) = ] ] . youlesa;; (2<i<mn,1<j<n)sont
Q1 Qp2 0 Qpp

des scalaires (indépendants de la variable ). En développant ce déterminant par rapport a
la premiere ligne, on obtient alors

D(z) = (a1 +2)y1,1+ (c+2) Z’Yl,j ,

=2

ou les cofacteurs 71 ; (1 < j < n) sont indépendants de x. On voit alors que D(zx) peut se
mettre sous la forme Az + B, ou A et B sont des constantes, c’est donc une fonction affine
de la variable x.

Remarquons que, pour les valeurs x = —b et x = —c¢, les matrices obtenues sont triangu-
laires, d’ou le systeme
n

H(ai —b)

D(~b) = —b A +B

D(-¢c) = —c A +B

I
=
—
E
|
°

qui conduit a

D(O):B:bic lb~ (ai—c)—c-H(ai—b)] .

i=1

4. Soit la matrice A = (ai j)o<ij<n € Mnt1(IR), avec a;; = (Z _;j ) Calculer det(A).



)
()

()

On a det(A) = D,y1 =
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On développe alors par rapport a la premiére ligne, puis on effectue les opérations
L; « L; — L;_1 pour ¢ allant de n & 1 en décroissant. De nouveau avec la formule de

)

(n)

Comme les coefficients de la premiere ligne valent tous 1, on a finalement D,y = D,.
Avec Dy = 1, on conclut que D,, = 1 pour tout n.




5. Calculer le déterminant

a+b ab
1 a+b ab (0)
(0) ab

Sans trop détailler les calculs, un développement par rapport a la premiere ligne, puis par
rapport a la premiere colonne, donnent la relation de récurrence linéaire d’ordre deux

Dn = (a + b) Dn,1 —ab Dn72 .

L’équation caractéristique se factorise en (r —a)(r —b) = 0, donc si a # b, on obtiendra une
expression de la forme D, = Aa™ 4+ pb", ol A et u restent a déterminer en considérant D,
a

et Dy. On trouve A = — et 4 = ——, donc

b—a b—a’

bn+1 _ an—i—l
Dp=——=b"+b"ta+ - +ba"" +a".
b—a
Le déterminant étant multilinéaire en dimension finie, il est continu par rapport aux
variables (les n vecteurs-colonnes de la matrice), on en déduit que, pour n donné, I'application
(a,b) — Dy(a,b) est continue sur IK?. L’expression obtenue ci-dessus, valable pour a # b,
donne, pour tout réel a,

2a  a®
1 2a d? (0)
D,(a,a) = 1 . :giir}an(a,b):(n+1)a”.
0) ) ) o2
1 2a (n)
6. Soient a1, ---, a, des nombres complexes. Soit B = (b; ;) € My (C), avec b;; = Gmax{i,j}-

Calculer det(B). En déduire A,, = det ((max{i,j})1<ij<n) et 6, = det ((min{i,j})1<ij<n).

ay a2 as 425
az G2 as 2%
On adet(B)= |93 as as @n |. Les opérations C; <= C; — Cj_1, effectuées pour j

Gp  Ap  Gp ctt Qp



ay a2 —aq p—1 — Ap—2 Gp — Ap-1
as 0 Ay — Gp—1
de n & 2 dans le sens décroissant, conduisent a det(B) = as 0
: : 0 Ay — Gy 1
an 0 .. 0

Un développement par rapport a la derniere ligne donne enfin

det(B) = (=1)"a,(as — a1)(as — az) - - -

k=2
1 2 3 n
2 2 3 n
Avec a; =i (1 <4 <n), on obtient A, = |3 3 3 nl=(-n""1n
n n n n
1 1 n n—1 n-—2 1
2 - 2 n—1 n—1 n—-2 1
Enfin, 6, = |: 3 3| = n—2 n-2 n-2 L1 en effectuant une
1 2 3 n 1 1 1 1

permutation-miroir sur les lignes et aussi les colonnes (ce qui revient & chaque fois a faire
n Ve . . ’ .
LEJ échanges de lignes ou colonnes, donc au final ne modifie pas le déterminant), on se

retrouve dans une situation analogue avec a; =n+1—1i (1 <i <n), donc J,, = 1.

7. Soient X = (zq,---,x,) et Y = (y1,---

,yn) dans IK" identifiés & des matrices-colonnes
de M,, 1(IK). Montrer que det(,, + XY ) =1+ X"Y.

T1Y1 LnYn
Soit la matrice M = XY T = : : . Cette matrice M est de rang 1 au plus
TnYi TnlYn
(les vecteurs-colonnes sont tous proportionnels), donc M est semblable & une matrice R de
0 -+ 0 a
la forme R = | : .. ], ie. une matrice dont les n — 1 premieres colonnes sont
0 -~ 0 ay

nulles. En effet, ’endomorphisme u de IK™ canoniquement associé & M est de rang 1 au plus,
donc dim(Keru) > n — 1, il suffit de se placer dans une base de IK™ adaptée & Keru pour
que u soit représenté par une matrice de la forme R. Posons donc M = XY T = PRP™!
avec P € GL,(K). Alors A=1,+M =1I,+ PRP ' = P(I, + R)P~!, donc

1 (0) al
det(A) = det(I, + R) = ' =1+an.
1 Gnp—1
(0) 1+a,




Mais a,, = tr(R) = tr(M) = Zajiyi = X"Y. Finalement, det(l,, + XY ") =1+ X"Y.
i=1

% » . .
8*. Déterminant de Hurwitz a+ (a)
Soient a, x1, - - -, n des nombres complexes. Calculer D = .
(a) a+ x,
Notons By = (E4,---, E,) la base canonique de M, 1(C) ~ C". Soit le vecteur-colonne
1 n
U=1|:]= ZEj. Si I'on note C; le j-éme vecteur-colonne de la matrice dont on veut
1 j=1

calculer le déterminant, on a C; = aU + x; E;. Ainsi,
D = detp, (Cy,---,Cy) = detg, (aU +x1E1,aU + 29 Es, -+ ,aU + z, E,) .

Le déterminant d’une famille de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n rap-
porté a une base est n-linéaire, i.e. est linéaire par rapport & chacun des vecteurs. Un
développement par multilinéarité donne alors, en tenant compte du fait que le déterminant
d’une famille dans lequel deux vecteurs sont égaux est nul,

D = detp,(x1E1, -+, anBy) + Y detp, (11 B, 2 1B 1,aU, 251 Ejp1, - 20 Ey)
j=1
= (ij) detp, (F1,- -+, Ep) +Za(Hmk) Aj
j=1 J=1  k#j

Enfin, detg,(E1, -, E,) = detp,(By) = 1 et , pour tout j € [1,n],

A] = detBo(Ela" '7Ej717U>Ej+17"'7E’rL> = detBo(Ela' "7Ej71an7Ej+17' aEn) =1

(on retranche au vecteur U la somme Z E}, ce qui revient a faire 'opération élémentaire
ey
sur les colonnes C; + C; — Z C% qui ne modifie pas le déterminant). Finalement,
Py

D—f[lszraXn:(H:rk).

j=1 k#j

Exercices théoriques.

9. Soient A € M, (R) et B € M, (IR) deux matrices réelles. On suppose que A et B sont

semblables sur C:
3P € GL,(C) PA=BP.



En décomposant P en P = Q + iR, ou (Q et R sont des matrices réelles, et en considérant
Papplication f : A — det(Q + AR), montrer que A et B sont semblables sur IR.

En prenant parties réelle et imaginaire de la relation PA = BP (qui est équivalente &
A = P7'BP), on obtient respectivement (1): QA = BQ et (2): RA = BR. La combinaison
linéaire (1) + A x (2) donne alors (Q + AR)A = B(Q + AR) pour tout réel A.

Si z € C, la matrice Q + 2R a des coeflicients ¢; ;4 27; ; qui sont des fonctions polynomiales
(en fait, affines, i.e. polynomiales de degré au plus 1) de la variable z. On sait qu’alors
lapplication z — det(Q + zR) est aussi polynomiale, i.e.

JF e C[X] VzeC det(Q + zR) = F(z) .

Ce polynéme F n’est pas le polynome nul puisque, la matrice P = @ + iR étant supposée
inversible, on a F'(i) = det(P) # 0. Le polynéme F a donc un nombre fini de racines, il
existe donc au moins un réel A (et méme une infinité de tels A) pour lequel F(A) # 0, i.e.
la matrice réelle S = @ 4+ AR est inversible. La relation SA = BS, écrite plus haut, peut
alors s’écrire sous la forme A = S™'BS, avec S = Q + AR € GL,(IR), et cela prouve que
les matrices A et B sont semblables sur IR.

a b c d

. b a —-d c
10. Soit A = e d a -bl€ My(R).
—d —c¢ b a

a. Calculer AAT. En déduire det(A).

b*. Soient n et p deux entiers naturels. On suppose que n et p peuvent chacun s’écrire comme
une somme de quatre carrés d’entiers naturels. Montrer que ’entier np est aussi somme de
quatre carrés d’entiers naturels.

a. On calcule AA" = (a® +b? + ¢ + d?) I,. On a donc
det(AAT) = det(A) det(AT) = (det A)? = (a® +b* + 2 + d*)* .
Donc det(A) = #(a® + b* + ¢ + d*)?. Par ailleurs, les réels b, ¢, d étant fixés, on voit que
0 b —c —d

det(A) = det(aly — M) = xn(a), avec M = b 0 d -—c

c —d 0 b
d ¢ =b 0
Le cours sur le polynéme caractéristique indique alors que a +— det(A) est une fonction

polynomiale de degré 4, unitaire, donc det(A) = (a? + b + ¢ + d*)%.

b. Supposons n=a?+b>+c? +d* et p=e*+ f24+ g +h? aveca, b, ¢, d, e, f, g, h entiers
naturels. On a alors n? = det(A) et p* = det(B), avec

a b c d e f g h
| -b a —-d ¢ | -f e —-h g
A= —-c d a —b ot B= -9 h e ~—f

—d —c b a —-h —g f e



T Y z t
‘o — —1
Le lecteur courageux vérifiera que AB = C, avec C' = _ZZ/ f . , en posant

= ae—bf —cg—dh

af +be+ch—dg

ag —bh +ce+df

= ah+bg —cf + de

Donc (np)? = n?p? = det(A) - det(B) = det(AB) = (2 +y* + 2% + %) et, en considérant
les signes, on voit que np = z? + y* + 2% + t>. Les nombres x, y, z, t étant des entiers
relatifs, on conclut que np est la somme des carrés des quatre entiers naturels |x|, |y], |z], |t|-

RalE S BN
Il

11.a. Soit C € M, (IR), on suppose que
VM € M, (IR) det(C+ M) = det(M) .
Montrer que C = 0. En supposant C # 0, en s’aidant des colonnes de C, on pourra
construire une matrice M inversible telle que C + M ne soit pas inversible.
b. Que dire de deux matrices A € M, (IR), B € M,(IR), telles que
VM e M,(R) det(A+ M) =det(B+ M) ?

a. Par contraposition, supposons C # 0, alors au moins une de ses colonnes C; n’est pas
nulle, donc le vecteur (—Cj) forme, & lui tout seul, une famille libre dans IR™, que I’on peut
compléter en une base (Xi,---,X,;-1,—Cj, X341, -+, Xy) de R". Soit alors M € M, (IR)
la matrice dont les colonnes sont Xy, ---, X;_1, =Cj, Xj11, - -+, X;,. On a alors det(M) # 0
(les colonnes de la matrice M sont linéairement indépendantes) alors que det(C + M) =0
(la j-iéme colonne de cette matrice est nulle).

b. Posons N = B+ M, alors A+ M = (A — B) + N, on a donc par hypothese
VN € M,(R) det ((A— B)+ N) = det(N) .

En effet, lorsque M décrit I’ensemble M,,(IR), alors N = B + M décrit aussi 'ensemble
M., (IR). De la question a., on déduit A — B =0 donc A = B.

Déterminants de Vandermonde ou assimilés.

12. Soient ag, ai, ..., a, des éléments de IK deux a deux distincts. Montrer que la famille de
polynémes (Py, P, ..., P,) o, pour tout i € [0,n], P;(X) = (X + a;)", est une base de
K, [X]. On pourra utiliser un déterminant de Vandermonde.

La famille P = (Fy, - -, P,) est de cardinal n + 1 dans 'espace K, [X] de dimension n + 1.
Soit X = (X™, X" ! ..., X,1) la base canonique de K" (dans un ordre inversé pour que
ga soit plus joli), on va montrer que le déterminant de la famille de vecteurs P relativement
a la base X" est non nul. Pour cela, développons les polynémes P; par la formule du binéme
de Newton :



n n
n n n—i i n n—iyi
P; = (X +a,) :E (i)aj X:E (n—i)aj X'

i=0 i=0
On voit ainsi que

(6)

()0 (D)o (3)r ”
0 1o n n
dety(P) = | \1 1 1 = [H (k> Vasi(ao, a1, -+, an) ,
. . : k=0
n\ n n\ n n\
ao a/l DY ( ) a
( n ) ( n ) n) " s
ou Voii(ag,ay,---,a,) = H (a; —a;) est le déterminant de Vandermonde des n + 1
0<i<j<n
nombres ag, - - +, a,. Ces n+1 nombres étant deux a deux distincts, les coefficients binomiaux

(Z) étant par ailleurs non nuls, on a dety(P) # 0, et la famille P est une base de K, [X].

k—1
13*. Pour z réel et k entier naturel, on pose (z); = H(x —4). Ainsi (x)g = 1 et, si k est non
i=0
nul, () =x(x—1)---(z — k+1). Soient x1, - -+, x,, des nombres réels, montrer que
1 1 1
.’1:1 x2 ... l‘n
det (((xj)i*1)1<i,j<n) = : : : = H (@j—xi) = Va(21, -+, 2n)
T : : . 1<i<j<n
(@1)n-1 (T2)n-1 - (Tn)n-1

ou V,, représente le déterminant de Vandermonde d’ordre n.

Notons Dy, (z1,- -, x,) le déterminant d’ordre n & calculer. On peut procéder par récurrence
comme pour le déterminant de Vandermonde.
1 1
Pour n =2, on a Da(x1,x2) = =x9 — a1 = Va(z1, 22).
r1T X2
Soit n > 2, supposons vraie I'égalité D, (z1, -, x,) = Vy(x1,---,2,) pour tout n-uplet
(z1,- -, 2n) de réels. Posons alors
1 1 e 1 1
T T2 tee In T
f(x):DnJrl(xla"'axnvx): . . .
(xl)n—l (1:2)n—1 et (ajn)n—l (x)n—l

(‘rl)n (:L'Q)n t (3777,)n (x)n



- siles z; (1 < j < n) ne sont pas tous distincts, alors f(x) =0 = V,q1(z1,- -+, n, ) car
le déterminant considéré comporte deux colonnes identiques.

-sixy, -+, T, sont distincts, comme x +— (z) est, pour tout k, une application polynomiale
de degré k unitaire, un développement par rapport a la derniére colonne montre que f est
une application polynomiale de degré au plus n, et méme de degré n exactement puisque le
coefficient de z" est le cofacteur d’indices (n+ 1,n 4 1), qui n’est autre que le déterminant
D, (z1, -, x,) = Vy(x1, -+, x,), non nul, par 'hypothese de récurrence. Ce polyndéme de

degré n admet par ailleurs pour racines les n nombres distincts x1, -+, x, (si ¢ = z; avec
n

1 <4 <n, on a encore deux colonnes identiques), donc f(x) = Vi, (x1, -+, 2p) H(m —X),
k=1
soit f(x) = Dpa1(x1, -+, @n,x) = Vg1 (1, -+, 2, ), ce qu'il fallait démontrer.

Déterminants de matrices par blocs.
14. Soient A, B, C, D des matrices de M,,(IK). On suppose que CD = DC et que D est

inversible. On pose M = (é g) € Ma, (K). Montrer que det M = det(AD — BC).

On a la relation

A B D 0 _ (AD-BC BD™!

¢ D)\-C D')~ 0n I,
(bon, c’est sir, fallait y penser!!). En prenant les déterminants (puisque le déterminant du
produit de deux matrices est égal au produit des déterminants), on obtient

det(M) x det(D) x det(D~') = det(AD — BC) , soit det(M) = det(AD — BC) .

. . A B A -B
15. Soient A, B € M,,(IR), soient M = (B A) € My, (R), N = (B A > € My, (R).

a. Montrer que det(M) = det(A + B) det(A — B).
b. Montrer que det(N) > 0.

a. Les opérations de transvection L; < L; — L,4;, 1 < ¢ < n, transforment M en
A—-B B-A . .
M = ( > Ensuite, les transvections sur les colonnes C; + C; + Cj_y,

B A
A-B 0,

B At B)' Comme M" est triangu-

n+1 < j < 2n, transforment M’ en M" = <
laire inférieure par blocs, on a
det(M) = det(M') = det(M") = det(A + B) det(A — B) .
b. Les opérations de transvection C, < Cp, + i Cpyp, 1 < p < n, transforment N en

N' = (g;ii _AB>. Ensuite, les transvections Ly <~ Lg — i Lg_pn, n+1 < g < 2n,



A—1iB -B

} ! " __
transforment N' en N = ( 0, A+iB

). Comme N est triangulaire supérieure par
blocs, on a
det(N) = det(N') = det(N") = det(A + iB) det(A —iB) .

Mais, les matrices A et B étant réelles, les matrices A +iB et A —iB sont conjuguées 'une
de lautre (coefficients conjugués), donc leurs déterminants sont conjugués aussi (se montre
par exemple par récurrence sur la taille de la matrice en utilisant un développement par

rapport & une ligne ou une colonne), finalement det(N) = | det(A + iB)‘Q > 0.



