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PARTIE A

A.1l.a. Le vecteur-colonne V = AU a pour i-éme élément v; = Zai,juj = Zam (1<i<p).

L’équivalence demandée en résulte aussitot.

. Si A et B sont deux matrices stochastiques, alors tous les coefficients de la matrice produit
P

C = AB sont positifs ou nuls puisque ¢;, = Zai’jbjyk ; d’autre part, de AU = U et
j=1

BU = U, on déduit ABU = AU = U (condition (ii)). L’ensemble S, est donc stable par
produit.

Si A et B sont strictement stochastiques, alors AB est stochastique d’apres ce qui précede et,

P
pour tout (i, k) € [1,p]?, le coefficient c; , = Z a; ;b; 1 est une somme de réels strictement
j=1
positifs, donc est strictement positif. L’ensemble S; est donc stable par produit.

A.2.a. D’apres A.l.a., le nombre 1 est valeur propre de A, et U est un vecteur propre associé.

b.

C.

Par récurrence immédiate sur n puisque S, est stable par produit (et A = I, est bien
stochastique).

Les matrices A™ sont toutes stochastiques, on a donc 0 < a g 1 et Za =1 pour

) 5 i (n) _
tout n ; en passant a la limite (en notant b; ; = nll)rJIrloo a; ), onal<b; <let Zl bij =1,
j:
donc B est stochastique. Remarque pour les 5/2 : on a ainsi montré que l’ensemble S, est
fermé (par caractérisation séquentielle) dans ’espace vectoriel normé M,(IR). Il est vrai

qu’aucune norme n’a été ici introduite, mais l'espace vectoriel M,(IR) étant de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes et définissent donc la méme topologie.

Soit m un entier naturel fixé ; par combinaisons linéaires de suites réelles convergentes, on
voit que le coefficient d’indices (i, k) de la matrice produit A" B est

p p
(n)p (n) : (m ) _ n) (m)\ _ (m+n) _ 3
2 iy b = 2 lim i) —mlfﬂoo(Z% ) = lm ali " = b

ce qui montre que A" B = B. De fagon analogue, BA"™ = B. Remarque pour les 5/2 : cette
propriété se déduit aussi de la continuité du produit matriciel, c¢’est-a-dire de 'application
P : M,(R) x My(R) - M,(R), (M,N) — MN qui est bilinéaire entre des espaces
vectoriels de dimension finie donc continue. Ainsi,
A"B = A"( lim A™)= lim A"A™ = lim A""" =B.
m——+oo m——+oo m—+o00

Le coefficient d’indices (4, k) de la matrice B? est

szjbjk—zbm hm a(k) ZHETOO<ZbL]ajk}):nEToobi7k:bi7ki

(en utlhsant BA™ = B). Ainsi, B? = B et B est une matrice de projecteur. Remarque pour
les 5/2 : ici aussi, par continuité du produit matriciel,

B>=B( lim A")= lim (BA")= lim B=B.
n—-+4o0o n—-4o0o

n—-+oo



p

A.3. On a y, = E ax,;x;. Si I'on avait y, = 0, en isolant le terme d’indice k, on écrirait
j=1
Qg KTk = — E ar,;; et, en prenant le module,
ik

el = | > angas| < D lagl sl < (3 lawgl) lowl < lansl i)

i#k ik i#k

|,k

puisque |zi| est strictement positif et que 'on a I'inégalité stricte Z lak,;| < |agkl|, on a
ik

donc obtenu une contradiction. Donc y # 0.
On a ainsi prouvé que X # 0 = AX # 0 soit, par contraposition, que AX =0 = X =0,
c’est-a-dire Ker A = {0} : toute matrice & diagonale strictement dominante est
inversible (théoréeme d’Hadamard).

A.4. Soit A € C un nombre complexe tel que |A| > 1, il faut montrer que A & Sp(A) c’est-a-
dire que la matrice A — Al est inversible. Or, cette matrice est a diagonale strictement
dominante puisque, la matrice A étant stochastique, on a pour tout ¢ € [1, p],

|am- — >\| > |‘ai77;| — |/\‘| = |>\| — Q55 > 1— ;5 = Zaiyj = Z |G,7;7j| .
J#i J#i

Les valeurs propres (complexes) de A sont donc toutes de module inférieur ou égal a 1.

Démonstration plus directe. Si A € Sp(A) et si X = (z1,---,2,) € C? est un vecteur
P
propre associé, alors A\z; = Zamxj pour tout ¢ € [1,p] et, si Pon choisit un indice
j=1
k € [1,p] tel que |xg| = || X ]| = max |z;|, alors
1<i<p

p k k
Azl = el = | Y angas| < 3 lanswil < (D any) loal = foul |
j=1 j=1 j=1

donc |A\| < 1 puisque |xg| est strictement positif.

PARTIE B
B.1. Il s’agit de montrer que, pour tout ¢ € [l,p — 1], on a |n;;| > Z |n;. 5], soit
1<j<p—1
lai =11> > laiyl. Or, ~ii
1<j<p—-1
J#i
jaii =1 =1—ai= Y ay= Y agtap> Y ag= Y |,
1<j<p 1<j<p—1 1<j<p—1 1<j<p—1
J#i JFi JF#i J#i

puisque a; , est strictement positif.



B.2.

B.3.

La matrice N est donc inversible. Les p — 1 premieres colonnes de la matrice M = A — I,
sont donc linéairement indépendantes (une relation de dépendance linéaire entre ces colonnes
donnerait immédiatement une relation de dépendance linéaire entre les colonnes de la ma-
trice extraite N, ce qui est impossible). Donc rg(A — I,) > p — 1, mais rg(A — I,) < p
puisqu’on sait que 1 est valeur propre de A. Finalement, rg(A — I,,) = p — 1, ce qui signifie
que le sous-espace propre Ej(A) = Ker(A—I,) est de dimension 1, donc E;(A) = Vect(U).
Si z et u sont deux nombres complexes non nuls, on a |z — u| > |[z| — |u|| (c’est le coté
obscuddr de l'inégalité triangulaire!), I'égalité étant réalisée si et seulement si z et u sont
“colinéaires et de méme sens”, c’est-a-dire s’il existe o € IR, tel que u = az.

Ainsi, si A est un nombre complexe de module 1, mais différent de 1, on a, pour tout
i € [1,p] (puisque a;; est un réel strictement positif et que A n’en est pas un) :

jaii = Al > [lasil = M| = laii =1 =1—ai; =Y ai; =Y |aiyl.
JFi JFi
La matrice A — A, est & diagonale strictement dominante, donc est inversible, et A n’est

pas valeur propre de A. On sait par ailleurs que, si |A| > 1, alors A n’est pas valeur propre
de A (question A.4.), ce qui répond complétement a la question.

PARTIE C

Remarque. @ Pour a = b =1, on a A = I et la suite (A™) est constante, donc converge :
n—-+oo

0 1
1 0

APRTY — A £ [, la suite (A™) ne converge pas.

e Poura =b =0, 0onaA = ( ) ; on vérifie que A2 = I, donc A** = I, et

Désormais, on suppose le couple (a, ) différent de (0,0) et de (1,1) (la matrice A n’est donc
pas toujours strictement stochastique, lorsque (a,b) = (1,0) ou (0,1)).

. On calcule

P(A) = (A- L) (A~ (a+b-1)) = (‘i_i 2_;’) (}_Z 1_2) ~0,.

Ainsi, P est un polynéme annulateur de la matrice A.

. Remarquons que a +b — 1 # 1, autrement dit a + b — 2 # 0 puisque a < 1, b < 1 et

(a,b) # (1,1). On éerit X" = (X —1) (X — (a+b—1)) Q(X)+aX + 3 puisqu’on sait que le
reste R de cette division euclidienne est de degré au plus égal a 1. En évaluant pour X =1
. o a+ f=1 .
et X =a+0b— 1, on obtient le systeme linéaire s d’olt
(a+b—1)a + B = (a+b—1)
les valeurs de « et 3 et le reste
(a+b-1)"—-1 X4 a+b—1—(a+b-1)"

R(X) =
(X) a+b—2 a+b—2

. L’application IR[X] — M3(IR), F — F(A) est linéaire et conserve le produit (c’est un

“morphisme d’algébres”, vocabulaire hors programme), ce qui permet de substituer la ma-
trice A a l'indéterminée X dans l'identité polynomiale X™ = PQ + R. Comme P(A) = 0o,
on obtient ainsi



A" = R(A) = aAtBl = — ((‘)““’—I)"H—l (l-a)a+b—1)"+a—1

(
a+b—2\(1-ba+b—1)"+b-1 b-—1D(a+b-—1)"4+a-1
(O

d.Ona0<a<1,0<b<1et (a,b)#(0,0), (a,b) # (1,1) donc 0 < a + b < 2 (inégalités
strictes), donc |la+b—1| < 1 et hrJr: (a +b—1)" =0 (suite géométrique). On voit ainsi
n——+0oo

que la suite (A™) converge vers la matrice B, avec

1 b—1 a-1
— 3 n __
B_nll)I-&I-looA _a+b72 (b—l a—l)'

PARTIE D
D.1. On a € > 0 puisque tous les coefficients de la matrice sont strictement positifs ; si on avait
. . oy .3 .
€ > 2 alors la somme des éléments d’une ligne serait au moins égale a 7 Or elle est censée

valoir 1.

D.2. On a a("+1) Zaz k ak]) puisque A"t = A4 A",
k=1

(n) (n) _ (n+1)

D.3. 1l existe un indice kg € [1,p] tel que Ui = 1%1]?2( a ;= ﬂ(") Dans I'expression de a;
Zp ks
(n)

donnée ci-dessus, isolons le terme pour k = k¢ et minorons a,, ; par aj ™) dans les autres
termes. Cela donne

az('j;'Jrl) = @y kg + Z Qj K ak ) > @ik ﬂ( ™) + a(n) ( Z ai,k) = Qj,ko ﬁj(n) + (1 - ai7ko) agn) s
k#ko k#ko

c’est-a-dire

0D > o 4 gy (B — o) = ol +aig P >l 4 eq(

ce qui est bien la premiere inégalité demandée.

(W — min a,in'? = a(-n), on a la

De méme, en utilisant un indice k1 € [1,p] tel que e i :

majoration

al" =i, oV + > aigal) < aig, ol + 8 ( > ai,k) = i o+ (1 —air,) B
k#kq k#k1

c’est-a-dire

(34—1) < /8(71) + Qi ky (a§7l) - Bj(n)) = B](n) Qi ky fYJn) < 6(n) 5’75’”) )

ce qui donne la deuxieme inégalité désirée.

(n+1) ol () 5 o
Q;

(n)

D.4. Pour tout ¢ € [1,p], on a a; +ev; ; cette inégalité vraie pour tout 4

reste vraie pour le minimum, a savoir a( n+1) > Q;

On a, de la méme facon, a(”+1) < 6(" 57j”) < ﬁj(» pour tout i, d’oul ﬁj(»"ﬂ) < ﬁj(.n).

)



D.6.
D.7.

Enfin, ag.nﬂ) < B](."H) résulte de la définition méme, donc o™ < oty < ,Bj(nﬂ) < BJ(-n).

J J

Par ailleurs, 'encadrement ozg»n) + E’y](n) < aE;H_l) < 5](»”) - s'yj(»"), vrai pour tout ¢ € 1, p],

montre que ’on a a§"+1) > ag-n) + s'y](-") et ﬁ;n'+1) < 51(»") — E'y](."). De ces deux inégalités,
on tire
n+1 n+1 n+1 n n n n
'yj(- +):B§ +)—0¢§ +)§ﬂ§ )—oz; )—28’)/]( ):(1—25)73( )
. Il résulte de la question précédente que, pour tout j € [1,p], les suites (agn))n Nl

n . e . RN 4 .
(ﬁ]( ))n ey sont adjacentes : en effet, la premiere est croissante, la deuxieme décroissante,

et leur différence 'yj(") vérifie 0 < 7§"> < (1-2)" ’yj(o) avec 0 < 1 — 2¢ < 1, donc tend
vers zéro. Posons alors A\; = lim a§n) = lim B<n). Comme on a, pour tout i € [1,p],
n—-+oo n——too J
(

I’encadrement a§n) < a;) < BJ(-"), le théoreme d’encadrement permet d’affirmer que, pour
tout couple (4,5) € [1,p]?, on a ngr—i{loo al(-;l) = )\;. La suite de matrices (A"),en converge
donc vers la matrice B = (b; ;) telle que ¥(i,5) € [1,p]? bij = Aj.

On constate que chaque ligne de la matrice B contient les mémes coefficients Ay, - -+, Ap.

Remarquons que, si une matrice M quelconque de M, (IR) est constituée des vecteurs-
lignes Ly, - -, L, (appartenant & M ,(IR)) et si N est une autre matrice de M, (IR), alors
la matrice produit M N est constituée des vecteurs lignes L1 N, ---, L,N.

Ici, on a la relation BA = B (c¢f. question A.2.c.), la matrice B étant constituée de p
fois la ligne L. La matrice produit BA est alors constituée de p fois la ligne LA, mais de
BA = B, on déduit LA = L. En transposant cette égalité matricielle, on a ATLT = LT,
soit AT X = X : le vecteur-colonne X = L est non nul (la somme de ses coefficients vaut 1
puisque B est stochastique d’apres A.2.c.), il est donc vecteur propre de AT pour la valeur
propre 1.

Variante: Le fait que les p lignes de B soient L se traduit aussi par la relation B = UL.
La relation BA = B devient alors ULA = UL. On multiplie maintenant a gauche par le
vecteur-ligne U, cela donne U'ULA = UTUL. Mais U'U = ||U||3 = n est un scalaire
(non nul), on a donc nLA =nL, donc LA=L,puis ATL" =L".

. On sait que la suite (A™) converge vers une matrice B dont toutes lignes sont égales & une

certaine ligne L € M 3(IR) ayant les particularités suivantes :
- la somme des coefficients de L vaut 1 ;

- le vecteur-colonne X = L vérifie AT X = X.

N S
IR T
“ 1 2 1
Le systtme A'X = X, avec X = [ y | s’écrit ~x ——=y +- z =0 etapour
e 2 3 )
TR S
40 T3 Y Ty T

solutions (z,y, z) = (12a, 15a,20a) avec « réel. Il y a une seule valeur de « pour que la



1 1
somme des coefficients soit égale a 1, c’est a = T Finalement, L = 4—7 (12 15 20)et

12 15 20
B= lm A"=UL=_ (12 15 20
norhee 12 15 20



