EXERCICES sur les SERIES ENTIERES PSI2 2024-2025

Rayon de convergence.

1. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres E anpz", avec
n" n

! .
a an= - . b oa,=nV" . c an:(2n> ; d. a, = |10"7]—-10x[10" x|

(dans le d., le coefficient a,, est la n-éme décimale du nombre 7).

An+41
a. On a |2+

n n 1\~ 1 .
:a+1:( i ) :(1—1—7) — —, donc R = e par la regle de
an, n——+00 e
d’Alembert.

an n+1

. . 1. . . 1
b. On a a,, = n si n est pair, a,, = — si n est impair. Dans les deux cas, — < a,, < n pour tout
n n

n
n > 1. Les séries entieres E nz" et E — ayant toutes deux pour rayon de convergence 1
n

n>1
(par application immédiate de la régle de d’Alembert), on déduit, par comparaison, que
R=1.
<2n + 2)
n+1 2 2)! 1?2 2 1)(2 2 2(2 1
c. dntl _ = (2n + )2 (n!) = (2n +1)( n2+ ) = @n+1) apres quelques
an, 2n (n+1)) (2n)! (n+1) n+1
n
1
simplifications. Donc  lim Il _ 4, puis R = —.
n—-+oo an 4

d. La suite (a,,) est bornée puisque 0 < a,, <9, donc R > 1 en revenant a la définition du rayon
de convergence. La série Z an diverge grossierement car il est bien connu que le nombre 7

n’est pas décimal (il est méme irrationnel), donc les a,, ne peuvent étre tous nuls a partir
d’un certain rang, on trouve donc dans la suite (a,) une infinité de termes plus grands que 1,
cette suite ne peut donc tendre vers zéro. On en déduit que R < 1. Finalement R = 1.

2. Soit E anz" une série entiere de rayon de convergence R € [0, +00].
n>0
a. Soit P un polynéme non nul. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

Z P(n) a, 2".

n>0

b. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres g anz®" et g aiz”.
n>0 n>0
a. Allons-y par petites touches : d’abord, si deux séries entieres E an2" et E b, 2" sont telles
que a, ~ by, alors elles ont le méme rayon de convergence, c’est du cours.

n

Si P est un polynéme constant non nul, la série entiere g P(n)a,z" aaussi pour rayon de

convergence R (évident). Si P est un polynéme de degré d > 0, on a

P(n) a, ~ Cna,, ot C est une constante non nulle (le coefficient dominant du polynéme

P), il suffit donc de montrer que la série entiere E n? a, 2"

n>0

a le méme rayon de con-

vergence que Z a,2". Je pourrais bien sir rédiger une solution détaillée, mais je préfere
n>0

aller me promener dans la forét (il parait qu'il y a des champignons!), puisqu’il suffit en

fait de reprendre la démonstration du cours sur les séries dérivées : on a vu en effet que la



" puisque c’est

série Zn a, 2" ale méme rayon de convergence R que la série Z anz
(presque) sa série dérivée, il suffit donc d’itérer d fois ce raisonnement.

b. On sait que R = sup(J), avec J = {r € R; | la suite (a,7") est bornée }. Le rayon de con-
vergence R de Z anz®" est R =sup(J'),avec J' = {r € R, |la suite (a,r*") est bornée }.
Or,r € J <= r? e J, donc lintervalle J' est constitué exactement des racines carrées
des éléments de J, puis R’ = V/R.

De méme, le rayon de convergence R” de g a? 2" est R = sup(J"), avec

J" = {r € Ry | la suite (a} r") est bornée } = {r € R, |la suite (a, (v/r)") est bornée } .

En effet, une suite est bornée si et seulement si la suite des carrés est bornée. Donc

recJ' <<= +r c J, lintervalle J est constitué exactement des carrés des éléments

de J, dou R" = R%.

Attention! Il aurait été faux de commencer la démonstration par : “la série entiere
an+1 1 ”

Zanz" a pour rayon de convergence R, donc lim = — 7.1 Je rappelle qu’il
n—+o0o  Qp R

a
n’y a pas de réciproque a la regle de d’Alembert, le quotient ol pouvant tres bien ne pas
a

n
avoir de limite, ou tout simplement ne pas étre défini pour de nombreuses valeurs de n si
la série entiere comporte des coefficients nuls!

3. Soit une série entiere E a, 2" de rayon de convergence non nul. Montrer que la série entiere

n>0
>
n

n>0

n

a un rayon de convergence infini.

Puisque la premiere série entiere a un rayon de convergence non nul, il existe un r > 0 tel
que la suite (a,r") soit bornée : |a,|r™ < M. On en déduit une majoration des coefficients

par une suite géométrique : |a,| < —, avec M > 0 et 7 > 0. Il en résulte la majoration
r

n

(7% L, N z" . .
—| < et, comme la série enticre E a un rayon de convergence infini (c’est
n! n!rn Ly
n>0
- . . L . an 2" .
une série exponentielle), par comparaison, la série entiere E — a aussi un rayon de
n!

n>0
convergence infini.

4. Soit Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence R.
an
1+ |an| .

a. Montrer que R’ > max{1, R}.
b. Lorsque R’ > 1, montrer que R’ = R.
c. En déduire que R’ = max{1, R}.

On pose b, = Soit R’ le rayon de convergence de Z b,z".



. On a |b,| =

.Si R’ > 1, alors la série Z b, converge, donc b, — 0, puis |a,| =
n——+00

|an|
1+ |ay]
la série géométrique Z 12" est 1). Mais on a aussi |b,| < |a,| donc, par comparaison,
R’ > R. Finalement, R’ > max{1, R}.

< 1, donc R’ > 1 par comparaison (car le rayon de convergence de

[bn|
_— ~
1 —|bp| no+oo
et d’apres le cours, les deux séries entieres ont alors le méme rayon de convergence.

[bnl

. Lorsque R’ > 1, alors R = R’ > 1, donc max{1, R} = R et on a bien R’ = max{1, R}.

Lorsque R’ < 1, on a nécessairement R = 1 d’apres le a., puis max{1,R} < 1, donc
max{1l,R} =1=R'.

n n
. Montrer, pour tout n € IN*, les inégalités (7) <n!<n".
e

. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la série entiere E nla, 2™ ait

1 n>0
un rayon de convergence non nul est que 1/ |an| =0 ( .
n

.Onanl=1x2x--xn<nxnx---xn=n" (méme nombre de facteurs).

L’autre inégalité est moins facile : la fonction In étant croissante sur IR, on a, pour tout
k
entier k > 2, I'inégalité Ink > / Inx dx. En sommant ces inégalités pour k de 2 a n,
k—1
cela donne
n
1

ln(n!):ZInkE/ Inzdr=nlnon—n+1>nlnn—mn,
k=2

n n
puis en prenant ’exponentielle (fonction croissante), on obtient n! > (7) .
e

. Procédons par double implication :

e Si le rayon de convergence R de la série entiere Z nla, z" est strictement positif, alors il

existe r > 0 tel que la suite (n!|a,|[r"),en soit bornée, soit n!la,|r™ < M pour tout entier n.

On en déduit, pour tout n, la majoration 3V/|a,| < T puis en utilisant 1'inégalité
r Vn!
n\"™ € 5 . n .
nl > <7) obtenue en a., on déduit +/|a,| < — VM. Comme lim VM =1, la suite
€ : rn n—-+oo
(VM) est bornée, puis {/|an| = O(f).

n

1
e Réciproquement, si V/|a,| = O(f>, autrement dit sl existe M > 0 tel que n Y/ |a,| < M
n
pour tout entier n, alors pour tout » > 0, on a
Mr

n! |an| r* < nl (7)n < (M?“)”

(la deuxieme inégalité en utilisant n! < n"). La série géométrique Z(M r)™ converge pour



1 (s 1 .
r < —, donc la série E nlla,|r™ converge pour tout 7 tel que 0 < r < 77 Par comparaison
de séries a termes positifs, donc la série entiere E nla,z™ a un rayon de convergence au

S
moins égal a U donc non nul.

Expression de la somme d’une série entiere.

1 . .
o sl n est pair
6. On pose a, = 1 . Déterminer le rayon de convergence de la série
30 Sl n est lmpailr
entiere E anz” et calculer sa somme.

n>0

a. Remarquons d’abord que la regle de d’Alembert ne peut étre ici d’aucun secours, la suite

a
(n—ﬂ) nayant pas de limite (ses termes d’indice pair tendent vers 0 et ses termes d’indice
Qn
impair tendent vers +00).
2P
Utilisons la relation R = sup{r € IRy | la suite (a,r™) est bornée}. On a ag,r* = (5)

2P+l . o .
et agyir?Pt! = (—) , la suite (v,) = (anr™) est bornée si et seulement si les deux

suites extraites (vgp) et (vap+1) sont bornées, c’est-a-dire si et seulement si (r < 2 et r < 3),
autrement dit si r < 2. Le rayon de convergence de la série entiere est donc R = 2.

b. Soit z € C tel que |z| < 2 (appartenant au disque de convergence), on a alors

+oo +oo +o0
f(z) = a,z" = Zagp,ZQp + Za2p+122p+1
n=0 p=0 p=0
I op X 2p+1
Z\ “P 2\ 4P
- X6 +26)
p=0 p=
+o00 2. p +o0 20 p
- 2 (7) 52 (5)
p=0 p=0
- 1 Jrz 1 736+12274227323
N 1_5 31_5_ (4 — 22)(9 — 22)
4 9

Remarquons que, dans cet exemple, l’ensemble de définition de la fonction somme f est
exactement le disque de convergence (disque ouvert de rayon 2) : en effet, si z est un

nombre complexe de module 2, alors la série g a2p22p diverge et la série E a2p+122p+1
p=>0 p>0

" est divergente (somme d’une série divergente et d’une série

converge, donc la série E anz
n>0

convergente).



n

1
7. Pour tout entier naturel n, on pose a, = Z w
k=0 )

a. Montrer que la suite (a,) converge et donner sa limite.

b. Rayon de convergence de la série entiere E ap x™ 7

+o0
c. On pose f(z) = Z anz™. Calculer (1 — ) f(x). En déduire 'expression de f(x).
n=0

1
a. La série de terme général —— est convergente (évident), et (a,,) est la suite de ses sommes

(2k)!
R | 1 1
partielles. Donc la suite (a,) converge et ngl}rloo an = ,; @)l =ch(l) = 3 (e + 2)
b.Ona lim a, =ch(l) €]1,2[, donc I'inégalité 1 < a,, < 2 est vraie pour n assez grand ;

n——+00

n

on en déduit que le rayon de convergence de la série entiere E an x" est au moins égal a

celui de la série Z 22", et au plus égal a celui de la série Z x™, donc il est égal a 1.

c. Pour z €] — 1, 1] (intervalle de convergence), on a
—+oo —+oo +oo
1-2z)f(z) = (1-2) Zan;v" = Zan " — Zanaz"H
n=0 n=0 n=0
“+o0 —+oo
= Zanx” - Zan_l z"
n=0 n=1

“+o0o
= ap+ Z(an —ap_1)z".
n=1

1 =X

Or,aqp=1= 0l et, pour n > 1, ay, — ap_1 = @)l donc (1—=z) f(z) = T;OW pour

S~ (VD)
tout © €] — 1, 1[. Pour « € [0, 1], on peut alors écrire (1 —x) f(z) = Z = ch(V/z),

— (2n)!

too n 2n
1 /=

tandis que, pour z € ] — 1,0], on écrira (1 — z) f(z) = Z ()(én)'x) = cos(v—1).

n=0
On a finalement

cos(v/—x)

1—=x

ch(v/7)

1—2

si ze]—-1,0];

si oz e [0,1] ;




—1)» 2n
8. Rayon de convergence et somme de Z )"z

2n(2n -1)
(—1)ra? wn@)|  2En-1) )
P =" P 0 = — a2
osons un(v) = 5 5 gy Powra A0, ona | = e = o e+ )Y o ©

Par la regle de d’Alembert sur les séries numériques a termes positifs, on déduit que la série
Z un(x) converge absolument lorsque |z| < 1 et diverge grossiérement lorsque |z| > 1.

Le rayon de convergence de la série entiere est donc 1. Posons f(z Zun pour
n 2n 1
x € I =] —1,1] (intervalle de convergence). On a alors, sur I, ,
] [ ( gence). f(x Z:: 2n —
puis . +oo roo X
" n, 2n—2 n—1,2n 2\n
€T) = —1 = —1 = — — = ——F .
T T SO o SIS P S —
n=1 n=0 n=0
Comme f'(0) = 0 (pas de terme constant dans le développement en série entiere de f’(x)),
on obtient f’(z) sur I en primitivant terme a terme: f'(z) = — Arctan(z), que I'on aurait
d’ailleurs pu reconnaitre directement puisque c’est un des developpements en série entiere
xr
au programme. Comme f(0) = 0, on a ensuite f(z / ft)dt = / Arctan(t) dt.
0

Par une intégration par parties, on obtient

Ve el flx) =— [t Arctan(t)]: +/O % = %ln(l + 2?) —  Arctan(z) .

Remarque. Les fonctions u,, sont continues sur [—1, 1], et la série de fonctions E Uy, converge

normalement sur [—1, 1] puisque ||t ||oo,[—1,1] = est le terme général d’une série

1
2n(2n — 1)
convergente. On en déduit que la fonction somme f est définie et continue sur [—1,1], ce
qui permet de calculer une somme de série numérique:

f(_l)n ~ (1) = lim f(z) = lim (ZIn(1+2?) — 2 Arct =2
> Gy~ W = i f@) = Jim (5m(1+2%) —2 Arctan(z)) =

(27’),— 1) r—1— r—1—

2 L e
9. Rayon de convergence et calcul de Z ( :) x" (on cherchera une équation différentielle
n>0
vérifiée par la fonction somme de cette série).

! ' (n))?
Posons a, = <2n> @, alors a, > 0et 2+ (2n + 2)‘2 (n)” _ 2(2n+1) .
n (n!)2 ap ((n + 1)[) (2n)! n+1 notoo

De la regle de d’Alembert, on déduit que le rayon de convergence est R = 1



+o00 +00
Pour x € I =] — R,R[,on a S(x) = Zanz" et S'(z) = Z(n + Daypy12™. Or, on vient
n=0 n=0
d’obtenir entre les coefficients a,, la relation (n + 1)a,+1 = 2(2n + 1)a,. En multipliant
cette relation par 2", et en sommant ensuite pour n de 0 a l'infini (toutes les séries entiéres

entrant en jeu ont le méme rayon de convergence R = 1), on obtient

+oo +oo +oo
Veel Z(n + 1apg12” =4 Z napx” + 2 Z anx™
n=0 n=0 n=0

soit S'(x) = 4z S’(x) + 2 S(x), autrement dit la fonction S est solution sur I'intervalle de
convergence I de 'équation différentielle linéaire du premier ordre (E) : (1—4xz)y’ —2y = 0.

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions = ————. Avec la
d Y V1 —dx
condition initiale S(0) = 1, on obtient
11

Vwe}—4,4[ S(x) = !

N

10. Une suite réelle u = (up)nen est définie par
ug =1 ; u =1 ; Vn>2 Up=—Up_1+2U,_o+3".
a. Montrer que Vn € IN 0<u, <3t

b. Rayon de convergence et calcul de la somme de la série entiere E Upz".
n>0

a. Par récurrence “double” sur n : c’est vrai pour n = 0 et n = 1. Soit n > 2, si l'inégalité est
vraie aux rangs n — 2 et n — 1, autrement dit si 0 < u,_o < 3" 1 et 0 < Up_1 < 3", alors
—3" < —uy_1 <0 et, par addition d’inégalités de méme sens :

=3 +2x0+3" Sup = —Up-1 4+ 22 +3" <O+2x 3" 43",

donce
0<u, <5x3"1<9gx3nt=3gtl,

et I'inégalité reste donc vraie au rang n.
1
b. De u, < 3"“7 on tire R > 3 : en effet, le rayon de convergence R de la série entiere
Zunz" est au moins égal a celui de la série géométrique 23”“2" =3 Z(?;z)"
n>0 n>0 n>0
373

relation de récurrence vérifiée par (u,), on multiplie par ", on somme, et on assaisonne
avant de servir :

+oo +oo +oo +oo
Z Uy = — Zun_l " + 2 Zun_g " + Z 3"z"
n=2 n=2 n=2 n=2

+oo
1
Calculons donc  f(x) = Zunx” pour x € I = }— - [ Pour z € I, on reprend la
n=0



soit
+oo +o00 400
fl@)—(x4+1)=—=x Z Unx™ + 222 Z Up T + 2(333)" ,
n=1 n=0 n=2

soit encore

2
fl@)—(x+1)=—z (f(z) — 1) + 227 f(z) + 1%337 )
ou encore
(142 —222) f(z) =22+ 1+ 92°
1—-3x
donc finalement
3x2 —x+1

Ve el flx) = Br—1)Q2x+1)(z—1)"

Notons enfin que  lim f(x) = 400, on ne peut donc pas prolonger f en une fonction
m%(%)f

continue sur un intervalle | — r, r[, avec r > 3’ ce qui montre que le rayon de convergence

de la série entiere est exactement R = 3

Remarque. On pouvait aussi traiter I’exercice en cherchant une expression explicite de u,, :
les suites solutions de [’équation de récurrence linéaire sans second membre
Up + Up—1 — 2Up—2 = 0 sont de la forme u,, = A+ B - (—2)", car I'’équation caractéristique
r? + r — 2 admet pour racines 1 et —2, on ajoute une solution particuliere de I’équation

avec second membre par exemple u, = - 3", et on détermine les constantes grace aux

10
“conditions initiales”, on obtient

1 3 9
== = (=2)" 4 — 3",
“ SRR AT
d’ou, pour tout x € I,

+o00 +o0 +oo
1 3 9 11 .3 1 .9 1
- _ - n hd —92)" 7 n_ _ - e 7
fle) 2;x+5;( O g LB = T Y T T 0T

ce qui, avec un peu de chance, donne le méme résultat.

+oo (_1 k+1

11. Pour tout n € IN, on pose R, = Z . Déterminer le rayon de convergence et la

k=n-+1
somme de la série entiere E R,z"™.
n>0
(71 n+1
On sait que la série harmonique alternée E ————— converge et a pour somme In 2.
n>1
n (_1 k+1

Notons S, la somme partielle d’ordre n : .S,, = Z + Ainsi, R, =In2—5,,. Comme

k=1



lim R, = 0, la suite (R,) est bornée et le rayon de convergence R de la série entiere

n—-+oo
+oo
Z R, x"™ est au moins égal & 1. La somme f(z) = Z R, x" est donc définie (au moins) sur
n>0 n=0
I'intervalle | — 1, 1[. Calculons f(z) pour z €] — 1,1[, nous montrerons ensuite que R = 1.

Pour z €] — 1, 1], on peut écrire (toutes les séries mentionnées sont alors convergentes) :

+oo +oo +oo
flx) = Z(ln2 = Sp)z" = (In2) Z " — Z Spa”
n=0 n=0 n=0
too  n k+1
In2 (-1) n
- X ()
n= k=1
On reconnait maintenant l'expression d’un produit de Cauchy : en posant ag = 0,
-1 n+1
ap = L pour n > 1, et b, = 1 pour tout n € IN, les séries entieres Zanx” et
n

n>0
Z bpz™ ont toutes deux pour rayon de convergence 1 donc, pour x €] — 1, 1], on a

n>0

—+o00 n (_1)k+1 +o0 n +oo —+o0 1
n __ n __ n ny\ __
Z (ZT> T *Z( akbn_k)x = (Zanx )(an:ﬂ ) =1In(1+2z) x .-
n=0 k=1 n=0 k=0 n=0 n=0
In2 —1In(1
Pour z €] — 1,1[, on a donc f(x) = W On voit alors que lim1 f(x) = 400,
— s —
cela montre que le rayon de convergence R de la série entiére est exactement 1 (si on avait
R > 1, la fonction f serait définie et continue sur un intervalle | — R, R[ contenant —1

comme point intérieur, donc f serait bornée au voisinage du point —1).

12. Pour tout entier naturel n, on note a,, le nombre de couples (p, q) € IN? vérifiant p+ 5¢ = n.

Calculer le rayon de convergence et la somme de la série entiere E anx™. Donner une
n>0
expression de a,, en fonction de n en utilisant une partie entiere.

Soit R le rayon de convergence ; on a a, > 1 puisque le couple (p,q) = (n,0) convient
manifestement donc, par comparaison a la série entiére Z 2" de rayon de convergence 1,

on déduit R < 1 ; par ailleurs, a,, < n donc, par comparaison a la série entiere Z nx™ qui
a aussi pour rayon de convergence 1, on déduit R > 1. Finalement, R = 1.
1 si 5]l

En notant b = 1 pour tout k entier naturel, puis ¢; = { . , on constate que
0 sinon

n
an est le nombre de multiples de 5 inférieurs ou égaux a n, soit a, = E ¢y, soit encore
1=0

n
a, = E bre = E brcn_k, autrement dit que la série entiere E anx™ est le produit
k+l=n k=0 n>0



de Cauchy des séries entieres E bpx® et E ciz!. Ces séries entieres ont toutes pour

k>0 1>0
+oo +o0o 1
rayon de convergence 1, et on a, pour tout €] — 1,1], Zbkxk = Zxk =1 et
k=0 k=0 -
“+oo +o0 1
1 _ 5m __ .
chx = Z ™" = T Finalement,
=0 m=0

400 400 . 400 ) 1
Vee]—1,1] nz%anx":(kz_obkm)(;clx):(l_x)(l_ﬁ).

On observe facilement que a, =1+ LgJ
+o0o
. (=™
13. Soit = ——"
Soit  f(x) 7,2::2 (= 1):10
a. Ensemble de définition de f 7
b. Exprimer f(x) & laide de fonctions usuelles sur | — 1,1].

c. Calculer f(1) et f(—1).

a. On reconnait une série entiere de rayon de convergence 1 (par exemple par la regle de
d’Alembert). D’autre part, cette série entiére converge normalement sur [—1, 1] puisque la

série a termes positifs est convergente. Donc Dy = [—1,1].
p > =) verg =11
n>2
too (_1)n—1mn
b. En décomposant en éléments simples, et en utilisant le fait que Z =In(1+x)
n
n=1

pour z €] — 1,1[, on obtient, toujours pour z €] —1,1[:

+o0 +oo n pn—1 too n gn
fla) = Y (- a) e = X S Y

+oo -1 —+oo -1
B (_1)n q;” (_1)n ZC”
n=1

= zhn(l4+2)+ (In(l+2z)—z) = (1+z) n(l+z)—=.

c. Comme la série définissant f converge normalement sur [—1, 1] et que chacune des fonctions
est continue, la somme f est continue sur [—1,1]. On a donc

f(1) = xllgl* fx)=21n(2) -1 et f(=1)= lim f(z)=1.

z—(—1)*t




Propriétés de la fonction somme.

14. On pose f(x Z pour tout réel x tel que la série converge.

a.

=2

[¢]

o

&

C.

Quel est I’ ensemble de définition de f 7

. Montrer que f est continue sur [—1,1].
. Quelle est la limite de fen 17 7

. La fonction f est la somme d’une série entiere de rayon de convergence 1 (évident, par

exemple par la régle de d’Alembert), donc | — 1,1 C Dy C [—1,1]. Or, la série diverge

pour = 1 (série de Riemann d’exposant 5)7 et elle converge pour © = —1 (série alternée

1

vérifiant les hypotheses du théoreme spécial, puisque la suite (7) est décroissante et tend
n

vers 0). Ainsi, Dy = [—1,1].

D’apres le cours sur les séries entieres, la fonction somme f est continue sur U'intervalle de

convergence | — 1, 1], il reste donc & prouver la continuité (a droite) au point —1. Pour cela,
n

. e s . z
montrons en fait la continuité de f sur le segment [—1,0]. Si on pose u,(x) = —= pour
n

o

\/771 )nEJN*
décroissante et tend vers zéro. Le théoréme spécial permet donc d’affirmer que le reste
+oo

ro(x) = E ug(x) est majoré, en valeur absolue, par le premier terme négligé, i.e.
k=n-+1
|x|n+l

vVn+1l = Vn+1

|z["

n € IN*, pour z € [—1,0], on peut écrire u,(z) = (—=1)" 7, et la suite ( est
n

. La derniére majoration est “uniforme” et permet d’écrire

rn ()| <

— 0. On a donc prouvé la convergence uniforme, sur

1
<
we rallsof-10 < 2= S0
[—1,0], de la série de fonctions Z up,. Comme chaque fonction u, est continue sur [—1, 0],
n>1
la fonction somme f 'est aussi par théoréme, ce qui permet de conclure.

La fonction f est croissante sur [0, 1] (comme somme de fonctions croissantes). D’apres le
théoreme de la limite monotone, elle admet donc une limite au point 1 dans IR.

Si cette limite était finie, disons lim f(z) =1 € IR, on aurait alors, par croissance de f,
r—1—

Yz € [0,1] Z — < [. Comme on travaille sur une série a termes positifs, toute

somme partielle est majoree par la somme globale, donc cela impliquerait

.’I}

vn € IN*  Vz e [0,1] Z
f

n
En fixant n, on pourrait faire tendre x vers 1 dans cette inégalité, soit ¥n € IN* Z —

f



. ”» 1 . . .
Mézalor, la série a termes positifs E T, dont les sommes partielles seraient majorées,
n

serait convergente, ce qui n’est pas. On a obtenu une contradiction.

On conclut que lim f(z) = 4o0.
Tz—1-

oo Vi = .
15. On admet / et dt = 5 Donner un équivalent, lorsque © — 17, de f(z) = E ™.
0 n=1

Tout d’abord, en posant wu,(x) = x”2, on a ’ , qui tend vers 0 lorsque
n

|z] < 1 et vers linfini lorsque |z| > 1, donc le rayon de convergence de la série entiére

Un+1($)‘ _ |x‘2n+1
(2)

Zx"z vaut 1, et la fonction somme f est définie sur Dy =] — 1,1[ (série grossierement
divergente pour x = +1).

. . . 2 2 7 .
Fixons maintenant = €]0, 1], alors la fonction t + ' = e'" % est décroissante sur IR, .

Donc, pour tout n € IN*, on a les inégalités

n+1 R R n R
/ 2 dt <z < / 2 dt .
n n—1

En sommant ces inégalités pour n de 1 a U'infini (la série est convergente, donc les intégrales
impropres sont aussi convergentes par le théoréme de comparaison série-intégrale), on ob-

tient
+oo 5 +oo R
/ zt dtgf(a:)g/ o dt .
1 0

+oo +oo
Posons g(z) = / 2 dt = / e~ lnal gy ; le changement de variable u = ¢ y/|In |
0 0

d (z) : /+oo 0 du =2 /" On a bien st /%o * d (z)
onne Tr) = —F/—— e U = = —_. 1 a blen sur X ~ X
g VIlnz| Jo 2V [Inz| 1 so1- 7
1

puisque la différence 2t dt est majorée par 1, elle est donc négligeable devant g(z) qui

0
tend vers l'infini lorsque = tend vers 1. Finalement, par le théoréme d’encadrement, on

conclut que
1 T 1 s
/(@) o1 9(x) = 2\ |Inz| es1- 2\ 1=2"

16. Soit (an)new une suite numérique, non nulle, et N-périodique avec N € IN*.

a. Quel est le rayon de convergence R de la série entiere E anz" ?
n>0

b. Montrer que la fonction somme de cette série entiére est une fonction rationnelle.



a. La suite (a,) ne tend pas vers zéro: en effet, il y a au moins un coefficient non nul a,,,, et on
a alors an,+xN = an, pour tout k entier naturel. Donc la série E an diverge grossierement,
et cela entraine R < 1.

D’autre part la suite (a,) est périodique, donc bornée, et cela entraine R > 1: en effet, si
lan| < M, le rayon de convergence R est au mooins égal & celui de la série géométrique

ZM;E", qui vaut 1.
Finalement, R = 1.

b. Pour z € C tel que |z] < 1, on a

+o00 N-1 N-1 N-1
E a2t = E anz” + anz" N + E apz" 2V 4.
n=0 n=0 n=0 n=0

[

n=0

- <Z_:anz") (1+ZN+22N+-~)

-1

et la somme est une fonction rationnelle (quotient de deux fonctions polynomiales).

Développement en série entiere.
1
-0z
17. Soit la fonction f: IR — IR définie par f(z) =e * six #0et f(0) =0.
a. Montrer que f est de classe C* sur IR* et que, pour tout m, on peut écrire, sur IR*,
1
R (z) =P, <7> f(x), ou P, est une fonction polynomiale.
x
b. En déduire que f est de classe C*™ sur IR et que f(")(()) = 0 pour tout entier naturel n.
c. La fonction f est-elle développable en série entiere au voisinage de zéro ?

a. La fonction f est de classe C°° sur R” et IR’ comme composée de fonctions de classe C*°.

Montrons que, sur IR*, f (”)(x) est de la forme demandée par récurrence sur n.

La propriété est vraie pour n = 0 avec Py = 1 (polyndéme constant).

1 1
Supposons que, pour n donné, f(™ () =P, (x) exp <_:r2> Alors

o = [ L e (D) 2 p (2] ew (<)

donc, en posant P, 1(X) = —X? P/ (X) +2X® P,(X), nous avons

FUD (@) = Posa (als) exXP (_1:12)



et P,y1 est une fonction polynomiale, ce qui acheve la démonstration.

Plus précisément deg(Pp4+1) = deg(P,)+3 et deg(Py) = 0 donc, pour tout n, deg(P,) = 3n.
De plus, si a, est le coefficient dominant de P,, nous avons
i1 = 2ay, et ag = 1 donc pour tout n € IN, a,, = 2". Enfin en écrivant

z2 ¢(n 1

et en remarquant que, f étant paire, f(”) a la méme parité que n, nous voyons que P, a la
méme parité que n.
b. Le probleme se situe en 0. Commencons par montrer que pour tout polynéme P,
1 1
lim P —-— ] =0.
o0 ( ) o ( xz)
o1 1 1
Il suffit de montrer que pour tout n € IN, lim —exp | —— | = 0. Or, en posant t = —
z—0 ™ 2 x2
1
ou x = —= pour ¢t > 0, nous avons effectivement (on utilise ensuite la parité) :

Vit

1 1 5
lim — exp (—) =0 car  lim t%et=0.

z—0+ ™ x? t—+o0
On en déduit donc que, pour tout n entier naturel, on a hn}) f(")(m) =0.
xr—r

Montrons alors par récurrence que, pour tout n € IN*, la fonction f est de classe C" sur IR.

1

La fonction f est continue sur IR car lir% exp (—2) = 0. De plus, elle est de classe C! sur

Tr—r X
IR* et, d’apres ce qui précede, li(I)Il ' = 0 donc (théoreme de la limite de la dérivée) f est
de classe C' sur IR avec f'(0) = li(I)Il f' = 0. La propriété est donc vraie pour n = 1.
Supposons la propriété vraie pour n fixé et montrons-la pour n + 1.
D’apres ’hypothese de récurrence; ) est continue sur IR ; comme elle est de class;e Ct sur
IR* et que lim FOtD = lim (f™)" =0, alors f™ est de classe C* sur R avec (f™)'(0) =0,
c’est-a-dire f est de classe ¢t sur R avec f(*Y) (O) = 0, ce qui acheve la preuve.

La fonction f est donc de classe C* sur IR et f(" (0) = 0 pour tout n.

n
c. La série de Taylor de f en zéro est Z f( © Z 0 2" (elle a donc un rayon de
n>0 n>0
convergence infini), et le seul point en lequel f s’annule est 0, c’est donc le seul point en
lequel f coincide avec la somme de sa série de Taylor. Donc f n’est développable en série
entiere dans aucun intervalle | — r, 7 avec 7 > 0.

= cos(2"x)
18. On pose f(z) = Z -
n=0 ’

a. Montrer que f est définie, et de classe C* sur IR.



b. Montrer que sa série de Taylor en 0 a un rayon de convergence nul.

2
a. Posons wu,(z) = M. Alors les fonctions wu, sont de classe C> sur IR avec
n!
2nk 2k n
ulF) (z) = — cos (2”36 + k;r) Ainsi, [P = (n') , la série Z||u£f)||oo converge

n>0
pour tout k € IN (c’est une série exponentielle), il y a donc pour tout k convergence nor-

male de la série Z uﬁf), on peut donc affirmer que f est de classe C*™ sur IR et que, pour

n
tout k entier naturel,
+oo an

fore (k) ( 2 <2n ki) .
Zu nZ:O ol cos T+ B
(k) AR 2r) (g ~ »
b. En particulier, f'*/(0) = cos (k§> X Z:: o soit f(2P nz% o —1)Pe
et f(2”+1)(0) = 0. La série de Taylor de f en 0 est Z%x%. En posant
= (@)
(_1)pe4p 2p
vp(x) = —=——2a*P, alors pour tout « non nul, on a
(2p)!
p+1 P
(e _ e @ Op e,
vp(x) (2p+2)! e*z?r  (2p+1)(2p+2) p—+o0

donc la série de Taylor de f a un rayon de convergence nul. Autrement dit, la fonction f
n’est développable en série entiére sur aucun voisinage de zéro.

19. Développer en série entiere f(z) =In+/1 — 2z cha + 22, avec a > 0 fixé.

Factorisons d’abord : 1—2z ch a+? = (z—e®)(z—e~*). On adonc Dy =]—o00,e [ U Je*, +ocl.
Comme 0 < e™® < €%, le plus grand intervalle centré en zéro sur lequel f est définie est
I=]—e % e *[. Nous allons montrer que f est développable en série entiere sur cet inter-
valle, et expliciter son développement.

Pour z € I, on peut écrire (les facteurs x —e® et © — e™* sont tous deux négatifs!):

flx) = [In(e® — z) + In(e™* — z)]

DN = N =

l[a+In(l—ze®) —a+In(l —ze?)]

too " ena
+> )
n

n=1

1 T n _—na

T e
= ‘z(; .




oo 5

en utilisant le développement In(1 —u) = — Z %, valable pour u €] — 1,1[. Finalement,
n=1
+oo
—a - ch(na)
Vrel=]—e e - "
rel=]—e e 9 f(x) ; —

1 3
20. Développer en série entiere la fonction f : z — f(z) = ( + ac) .

Pour tout z réel, on a (1 + x)® =1+ 3z 4 32% 4+ 2* (formule du binéme de Newton, tout
simplement). Pour z €] — 1, 1[, du développement de (1 + )%, on déduit le développement
en série entiere
+oo
(n+1(n+2) , B (n+1)(n+2)
5 T+ = Z 5

(1—2)2 =143z +62>+102> +--- + z" .
n=0

On multiplie les deux développements tout bétement (I'un des deux est une somme finie),
puis on effectue les translations d’indices nécessaires pour avoir partout des termes en ",

on obtient

f@) = (1+30+30% +2%) (D 5

n=0

+oo too
1 2
n=0

avec, pour n > 3,

1
an =3 [(n+1)(n+2)+3n(n+1)+3(n—1)n+(n—2)(n—1)} =4n? +2.
Par ailleurs, ag = 1, a; = 6, as = 18, d’ou
1423 =
Vee]—1,1] f(m)z( —i—x) :1+Z(4n2+2)x”.

1—=z
n=1

21. Soit la fonction f : IR — IR définie par f(x) = cosz chz.
a. Ecrire la fonction f comme combinaison linéaire de quatre fonctions de la forme x +— ™%,
ou m est un coefficient complexe.
b. En déduire que f est développable en série entiere sur IR, et expliciter son développement

en série entiere.
c*. Retrouver ce développement en utilisant un produit de Cauchy.

1T —ix x —x 1 . . R X
e —1—26 . € +2€ _ Z(e(1+z)z L ell=ie 4 (—1+i)e +€(—1—z)w).

a.Ona f(z) =

—+o0
b. On en déduit que f est développable en série entiere sur IR, sous la forme f(z) = Z Q"
n=0

avec



an
s N
On transforme: (14 ¢)" = (\/i)n elT, on proceéde de méme pour les autres, ainsi
2 n jnm _;nm 3T _g3;nm
a, = (:Lfn)' <€T+6 TJreTJre )

(\/ﬁ)n ( nmw 3n7r)

CcOS — -+ cos ——
4

2n! 4
\@ " nm nm
- B e () o ()

nm . L . .
Or, cos (—) est nul si n est un entier impair, il ne reste donc que les termes pairs, pour

lesquels on pose n = 2p:

2p
2 op
agp = (v2) cos(pm) cos (p—ﬂ) = (—1)? cos (p£> .
(2p)! 2/ (2p) 2
De nouveau, il ne reste que les termes pour lesquels p = 2¢q, soit
44 44
Qaq = el cos(2qm) cos(gm) = ) (=1)?

S~ (4

Ainsi, pour tout x réel, f(z) = cos(z) ch(z) = Z ' 4q
= (49)!

. Les fonctions cos et ch sont toutes deux développables en série entiere sur IR (rayons de

convergence infinis), donc la fonction produit est aussi développable en série entiére sur IR,

son développement est alors fourni par le produit de Cauchy des deux précédents. Assez

baratiné, allons-y :

+oo “+o0
e - (S Dy (3R e
cosechr = (; (2p)! )(;(2@!)

+o00 —+o0 n

_ (—L)p a2l (DY) e

B ;}L;n (2p)! (2q)! ];(ko (2k)!(2n—2k)!>
+oo n 2n

_ k() ) 2

= ;(;f 2 <2k)> @n)l

n
. e 2
Petit calcul auxiliaire : pour tout z € C et n € IN, posons u,(z) = E (22) 22k et
k=0

n—1
vp(2) = Z < 2n ) 22k+1 On a alors (formule du binéme de Newton) :



W@ =3 (M) 2=

p=0
un(2) — vn(2) = i (2]:‘) (—1)PzP = (1 —z)>",

d'olt un(z) = = ((1+2)*" + (1 — 2)*"). En particulier,

N

- 2n _ . _1 \2n N\ 2n _1 AN An\ (_4)17 Si n:2p
];)(—1)1@ (%) = up (i) = 5((1+z) +(1-9)*") = 5((21) +(=20)") = {0 Sine2p4l’
+oo
: _ _ N (Pt
On conclut : Vz € R f(x)—cosx~chx_ZTp)!

p=0

Autres exercices.
22. Soit f : IR — IR une fonction de classe C*°. On suppose qu’il existe un réel positif M tel que
VnelN VrelR |f(”)(x)|§M.

Avec l'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que f est développable en série entiere sur IR.

L’inégalité de Taylor-Lagrange donne
~ f#(0) 4
-y %
k=0

et le majorant, pour x réel fixé, tend vers zéro lorsque n tend vers +oo. Cela prouve que,

)

pour tout x réel, la série Z ~——x" converge et a pour somme f(x). Donc f est, sur
n!
n>0
IR tout entier, somme de sa série de Taylor en zéro ; autrement dit, f est développable en

série entiere sur IR.

‘m|n+1

(n+1)!

<M

23. Rechercher les solutions développables en série entiere de 1’équation différentielle

(E) : dry’ +2y —y=0.

+oo
Posons y(z) = E anz", somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0. Sur
n=0

I=]-R,R[,ona
+oo +oo

Y(@) =Y (n+Daga” ;5 wy’(2) =) nln+agia” .

n=0 n=0



En reportant dans (E), cela donne
—+oo
Voe]-RR[ Y [@n+1)2n+2)ani1 —an| 2" =0.
n=0
L’unicité du développement en série entiere permet d’écrire
(2%
2n+1)(2n+2) "

Vn € IN 2n+1)(2n+2)ap41 —an =0, soit api1 =

n

—+oo
. 0 . . ..
On en tire a, = T le coefficient ag restant arbitraire, ainsi y(x) = ag g
n=0

a x
— —. L
(2n)! L 2n)l
rayon de convergence est infini donc I = IR.

Pour exprimer y a I’aide de fonctions usuelles, distinguons deux cas:

+o0  Lon
t
- pour z > 0, posons x = ¢, soit t = v/, alors y(z) = ag E i = ag ch(t) = agch (V) ;
n)!
n=0
+oo (_1)nt2n
- pour z < 0, posons & = —t2, soit t = v/—x, alors y(z) = ag E W = qpcos(t) =
n)!
n=0

ag Cos (\/Tx) .

Les solutions de (E) développables en série entiere (sur IR) sont les fonctions de la forme
cos (\/jl‘) si <0

ch (V) siox>0

Au passage, cela montre que la fonction yg introduite ci-dessus est de classe C*° sur IR, ce
qui n’avait rien d’évident a priori.

y = C yg, ou C est une constante arbitraire et yg : x +—> {

24*. Soit A un réel tel que |A| < 1. Soit f : IR — IR une fonction dérivable telle que
VeeR f'(z)=f(\z).
a. Montrer que f est de classe C*™ sur IR.

b. Montrer que f est développable en série entiére sur RR.

a. La fonction x — f(\z) est dérivable, donc f est D? (deux fois dérivable) et
fll@)=xf'(Aa) = A f(N ).
Puis f” est dérivable, donc f est D3 et
FO2) = N2 () = 2 f (W2 a) = A (M )
Par récurrence, on obtient que, pour tout n entier naturel, f est n fois dérivable et

n(n—1)
VeeR VnelN  f(g)= T2t pxngy — X 2 fAm ).

Finalement, f est indéfiniment dérivable (de classe C*°) sur IR.

b. Soit A un réel strictement positif ; alors f est bornée sur le segment [—A, A] car elle est
continue sur ce segment :



IMeR, Vrel[-AA |f@x)| <M.
Comme |A| < 1, on déduit de I'expression de f™) obtenue ci-dessus que
Ve e [-A,A] VnelN  |f™(z)] < M.

Pour z € [—A, A] toujours, I'inégalité de Taylor-Lagrange donne alors

n f(k)(o) k’ Antl
_ < M-
‘f(x) ,;0 Mo sMeT S O
donc Vx € [—A, 4] ™. Et ceci étant vrai pour tout A > 0, la fonction
n=0

f est en fait somme de sa série de Taylor sur IR tout entier, donc f est développable en
série entiere sur IR, et son développement s’écrit

+o0 /\n n2_1
Ve e R f(x):f(O)z;JTa:"
25. Soit Zanz une série entiere de rayon de convergence R > 0. On pose f(z Z an?
pour |z| < R.
a. Soit 7 tel que 0 < r < R. Montrer que Vp € IN q,r? = % 027f fre™) e~ dt.
En déduire que |a,| < ]\47;7“)7 oun M(r)= fﬂi}i |f(2)]-

b. Application. Soit f la somme d’une série entiere de rayon de convergence infini. On suppose
que f est bornée sur C. Montrer que f est constante.

2m , +00
a. Porp e Net 0 < r < R, on a flretye P dt = / (Zanrnei(”_p)t) dt.
0 0 n=0

Or, la série numérique a termes positifs E |an|r™ converge puisque 0 < r < R, ce qui
n>0
entraine la convergence normale sur le segment [0, 27| de la série de fonctions g U, aAVEC

n>0
Un(t) = apr™ ¢! "=P)t . on peut donc intégrer terme & terme, ce qui donne
27 ™
flretye P dt = Z anr / Pt At = 21y 1P
. o S 1 osi k=0 o
En effet, si k est un entier relatif, on a e dt = . . On obtient ainsi la
0 0 sinon

formule intégrale de Cauchy qui permet de déterminer les coefficients a, d’une série



entiére a partir de I’expression de la fonction somme sur le cercle de centre O et de rayon r,

1 2 X X
avec r € ]0, R[ donné : a, = f(re™) e " dt. Comme

21 rP

2m ) ) 27 )
flre®)e dt’ < / |f(re™)| dt <2m M(r),
0

M(r)

rp

0

on déduit une majoration des coefficients : |a,| < pour tout p € IN et r €]0, R][.

M
. On suppose R = +oo et V2 € C |f(z)] < M, alors |a,| < — bour tout p € IN et tout
T

r € IR’}.. Fixons p entier naturel non nul ; en passant & la limite (1 — +o00) dans I'inégalité
ci-dessus, on obtient |a,| < 0. Donc a, = 0 pour tout p € IN*, et f(z) = ap : f est une
fonction constante.

26*.

On veut montrer que la fonction f:z +— admet un développement en série entiere

cosx
400

au voisinage de 0. On raisonne par analyse-synthése : supposons que f(z) = g a, "
n=0

sur | — R, R[. Quelles relations doivent vérifier les coefficients a,, ? Préciser ag, a1 et as.
Montrer que |a,| < 1 pour tout n. Que peut-on en déduire sur le rayon de convergence ?

Notons d’abord que la fonction f étant paire, il est logique de rechercher un éventuel
développement ne comportant que des termes de degrés pairs. Supposons donc (analyse)

+oo too
—1)
que f(z) = E ap ¥ sur | — R R[, avec R > 0. Comme cosz = g ((2 ))' x2
q)!
p=0

q=0
(développement valable sur IR tout entier), de la relation Vo € I f(x) cosx = 1, on tire

“+oo
—1)4 '
Ve el Z < Z ((Qq))!ap) =1 (produit de Cauchy) ,

n=0 p+qg=n
donc, en identifiant les coefficients (unicité du développement en série entiere) : ag = 1, puis

vn e N GOV P Sl
n e Z 29 ap, =0, soit encore Z (2h)! Ap_1 =0.

p+g=n

Ainsi, a1 — % ag = 0 et, comme ag = 1, on tire a; = % Ensuite, as — % ay + 2—14 ap = 0, d’ou
5

=50

Remarque. Le lecteur pourra vérifier que le développement limité a ’ordre quatre au voisi-
nage de 0 de f est bien

ag

1 1 5
=1+ =224+ — 2%+ o(z?) .
cosT 2 24 ()
On obtient ainsi les a,, de proche en proche puisque, si ag, a1, - -+, a,_1 ont été déterminés,
no k41
, . (-1 . . .y
on a nécessairement a,, = E ~———— a,_g. Les coefficients a,, ainsi obtenus sont majorés

(2k)!

k=1



par 1 en valeur absolue ; c’est vrai pour n = 0, n = 1, n = 2, et si c’est vrai pour tout
k € [0,n — 1] (récurrence forte), alors

n —+o0
Ian|<Z‘a" k'SZ Zi—ch(l)—lgL
k=1 ’ k=1 k:(k)

Synthése : Considérons maintenant la suite de coefficients a,, définis par la récurrence
(forte) :

n n—1

_ B I = Ve s

apg=1 et Vn € IN an—kz_lwanfk_pgom%

On a alors |a,| < 1 pour tout n, donc la série entiére E a,z?" aun rayon de convergence
n>0

R au moins égal & 1 (par comparaison avec la série entiere “géométrique” g 22" dont le
n>0

rayon de convergence est 1). Posons alors g(z Z an 2" pour tout x €] — R, R[. Comme

: (=D*

les coefficients a,, vérifient les relations ag = 1 et Z ~—— a,_r =0 pour tout n € IN*,
= (2k)!
on en déduit (produit de Cauchy) que, pour tout = €] — R, R[, on a g¢(x) - cosz = 1, donc
Ve e]—-R,R[ g(x)= = f(x). Notons que cela entraine R < T
cos T 2

On a en fait R = g, mais la preuwve est plus difficile.

27. Soit g a,x™ une série entiere de rayon de convergence 1, les coefficients a,, étant des réels

“+o0
positifs. On pose s(z) = Z anz™ pour z €] —1,1[. On suppose que la fonction s est bornée
=0
n +OO
sur [0, 1[. Montrer que la série Z ap, est convergente, et que Z an, = lim s(x).
n>0 n=0 o=l

e La fonction s est positive sur [0,1[, on la suppose bornée, soit M > 0 tel que

Ve € [0,1] 0 < s(z) < M. Introduisons les sommes partielles s, (z) = Zakxk. Pour
€ [0,1[, on a 0 < s,(z) < s(z) < M. L’inégalité s,(x) < M passe a la limite lorsque

xr — 1 et donne Vn € IN Z ar < M. La série Z ay, est donc convergente (série a termes

k=0 n>0
+oo
positifs dont les sommes partielles sont majorées). On posera maintenant S = g Q.
n=0

e La fonction s est croissante et majorée sur [0, 1], elle admet donc une limite finie lorsque

x tend vers 1 par valeurs inférieures, posons [ = hm s(x).
e



Pour tout = € [0,1], on a s,(z) < s(x), on passe & la limite (z — 17 avec n fixé), cela
n

donne s, (1) = Z ar < 1. On passe de nouveau a la limite (n — +00), on obtient l'inégalité
k=0

+o0
S:Zangl.
n=0

“+o0 +oo
Pour tout = € [0,1[, on a s(z) = Zanaz" < Zan = 5. On passe a la limite (z — 17),
n=0 n=0

cela donne [ < S.

Finalement, [ = S, c’est ce que ’on voulait démontrer.

Remarque. On pouvait traiter autrement la deuxieéme partie. En fait, la série de fonctions
Z Un, avec Uy () = a,a”, converge normalement sur [0, 1] puisque ||uy,|lco = @y, et la série
Zan converge d’apreés la premieére partie. Les fonctions w, étant continues sur [0, 1], on
en déduit que la fonction somme s est continue sur cet intervalle, en particulier au point 1,
cela donne

+o0
lim s(z) =s(1) = Zan =S5.
n=0

r—1—

28. Soient Zanm" et anx" deux séries entieres de sommes respectives f(x) et g(x), avec
b, > 0 pour tout n. On suppose que le rayon de convergence de anx" est R € IRY,
et que cette série diverge pour z = R.
a. On suppose a, = o(b,). Montrer que f(z) = o(g(x)) lorsque z — R™.
b. On suppose a,, ~ b,. Montrer que f(z) ~ g(x) lorsque x — R™.

a. Il ’agit de montrer que, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que, pour tout z € [R — a, R],
on ait | f(z)| < e g(x).
a €
Soit donc e > 0, comme lim — = 0, il existe alors N € IN tel que n > N = |a,| < §b"'

n—-+o0o n
Pour z € [0, R[, on a alors

N—-1 “+o0
E apx"™ + E anpz"
n=0

n=N

+oo
@] = |3 anen
n=0

N-1 400 N-1 c 400
< Z an,x"| + Z lan] 2" < Z anx™| + 3 Z b,z
n=0 n=N n=0 n=N
N-1 c “+o0 N-1 c
< Z apx™| + 3 Z bpa" = Z anx™| + 3 g(x)
n=0 n=0 n=0

Par ailleurs, lim g(z) = 4o00: en effet, la fonction g est croissante sur [0, R[ donc elle
z—R~



admet une limite dans IR en R~ et, si on avait lim g(x) = | < 400, on aurait alors

N +oo TR~

anx" < anx” = g(x) <l pour tout N € IN et tout x € [0, R[, et en passant a la

n=0 n=0 N

limite (v — R~ ) dans l'inégalité entre les termes extrémes, on obtiendrait Z b,R" <1

n=0

pour tout N, ce qui entrainerait la convergence de la série Z b, R", série a termes positifs
N—1

dont les sommes partielles sont majorées, et ceci est absurde. Donc le terme Z anx”
n=0

(fonction polynomiale), qui reste borné au voisinage de R, est négligeable devant g(x)

lorsque x — R™. Pour x proche de R, disons si R — a < z < R ou « est un certain réel
N-1

§ :anmn

n=0
on a bien |f(z)| < e g(x), ce que I'on voulait obtenir.

€
strictement positif, on a donc < 3 g(x). Finalement, pour tout = € [R — «, R|,

b. Si a, N+ by, alors a,, — b, = o(b,) quand n — +oo. De la question a., il résulte alors
n——+0oo

que f(z) — g(z) = o(g(x)) lorsque  — R™, ce qui signifie que f(z) e g(z).

sin(x
29. Montrer que la fonction f : x — 17(1 se prolonge en une fonction de classe C* sur IR.
T —

Posons déja f(0) = lir% f(x) =1, ainsi prolongée la fonction f est continue sur IR.
Tr—

Soient maintenant ¢ : IR' = IR et & : R — IR définies par g(0) = h(0) = 1 et, pour
) z_ 1
x#0, glx) = sin(z) et h(z) = € 77 Les fonctions g et h sont toutes deux de classe C*
x x
foo n..2n
. - s (=) =z
sur IR car elles sont développables en série entiere sur IR. En effet, g(z) = E

|
— (2n+1)!
T n—1 +oo n
x T .. .. foa
et h(z) = E T g m L’improbable lecteur vérifiera que ces égalités restent
n=1 n=0

vraies pour x = 0. Par ailleurs, la fonction h ne s’annule pas, et f = % est alors de classe

C® sur R comme quotient de deux fonctions de classe C*°, le dénominateur ne s’annulant
pas.




30. Soit Z anz™ le développement en série entiere de v1+ z pour x €] — 1, 1[. Pour n entier

n=0
n

naturel, on considere le polynome S,, = Z apX*.
k=0
a. Montrer que le polynome T,, = S,QL —1— X est divisible par X"
b. Soit A € M4(IR) une matrice carrée d’ordre d, supposée nilpotente (AP = 0). Montrer que
la matrice Iy + A admet une “racine carrée”.

—

a. On sait que la fonction z — V1 + 2z = (1 +x)? est développable en série entiere sur ]-1,1],

—+oo
donc v1+4+2x = Zan:v" pour €] — 1,1[. Le cours sur les produits de Cauchy permet
n=0
“+00 k
d’affirmer que, sur cet intervalle, on a 1 4+ x = chxk, avec ¢ = Z ajar—;. Par unicité
k=0 §=0

du développement en série entiere, on a donc cg = c¢; =1, et ¢, = 0 pour k > 2.

n
2
Si on fixe un entier naturel n, les coefficients du polynéome S? = (Z apX k) se calculent
k=0

par la méme formule jusqu’au rang n (pas au-deld puisque la série entiere Zanx" a été
tronquée a lordre n pour générer le polyndme Sy ). Le polynéme STQL (de degré au plus 2n)
2n
s’écrit donc sous la forme S2 =1+ X + Z ¢ X" ottles ¢, (n+1 < k < 2n), sont des
k=n-+1

coefficients. Le polynéme S2 — 1 — X est bien multiple de X",

b. Soit p un entier naturel tel que A? = 0. Dans I'identité polynomiale 5’271 —1-X=XPR
(ot R est un certain polynéme), on substitue la matrice A & 'indéterminée X, cela donne
S,—1(A)* — I; — A= AP R(A) = 0. Donc la matrice M = S,_1(A) vérifie M? = I, + A.

(2K (2n — 2k
31. Démontrer la relation kZ,O ( A > < S ) = 4" pour n entier naturel.

+oo
N . 2
Hum hum cela ressemble & un produit de Cauchy! Posons f(z) = Z ( :) " et allons
n=0
faire un tour du coté de 'exercice 9! On y apprend que cette série entiere a pour rayon de

1
convergence R = 1 et que, sur | — R, R[, on a f(x) = . Du coup, pour = €] — R, R|,

V1—dz
o= 2S5 (o)
+00

Mais comme, sur le méme intervalle, on a aussi = E 4"z", unicité du développement
n=0

1—4x



en série entiere donne la relation

W¥n e N Z(%f) (22:21“) — g

k=0

Exercices avec Python.

32. Pour z €] — 1,1], on pose f(x) = —(1 — 333)1(1 —5)
a. Montrer que f est développable en série entiére sur | — 1,1].
+oo
b. On note f(x) = Z cnx” ce développement en série entiére. Ecrire une fonction en langage
n=0

Python qui calcule ¢, prenant n comme argument. Calculer ¢, pour n € [0,199].
c. Avec Python, comparer ¢, et ¢,415 pour n € [0, 184].
d. Pour tout n entier naturel, on pose D,, = {(p, q) € IN? |3p +5¢ = n}7 et d,, = Card(D,,).

Ecrire une fonction Python prenant comme argument un entier naturel n et retournant la
liste des éléments de ’ensemble D,,.

e. Vérifier expérimentalement la relation ¢, = d,,, puis la démontrer.

f. Prouver alors la relation liant ¢,, et ¢,415.

g. Représenter sur un méme graphique, sur l'intervalle [0 ; 0,95], la fonction f et la somme
partielle d’indice 20 de la série entiere Z cpa™.

33. La suite de Fibonacci (a,) est définie par

ap =0 ;o a1 = 1 5 Vn € IN Ap+2 = Gpy1 + Ay -
a. Ecrire une fonction retournant an, prenant n comme argument.
—+oo
b. On pose f(z) = Z a,x" pour tout x tel que cette série entiere converge. Représenter la
n=0
somme partielle d’indice 20 de cette série entiere dans l'intervalle [0 ; 0, 6].
c. Montrer que, pour tout x € ] — R,R[, oi R est le rayon de convergence, on a
x
r)=-———"6#H+.
f@)=1—"—n2

d. Représenter sur le méme graphique la fonction x — 1 5 sur l'intervalle [0; 0,6].
—x—z



