DEVOIR SURVEILLE de MATHEMATIQUES numéro 4
PSI2 2024-2025 le 07/12/2024

PROBLEME 1
Etude de matrices tridiagonales
Les trois parties sont indépendantes

PARTIE A. 0 1 0o .- 0
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Dans cette partie, pour n € IN, n > 2, on pose A,= 0 n—2
0 e 0 1 0
C’est la matrice carrée d’ordre n de coefficients a; ; tous nuls exceptés:

art1r=n—Fk et apri1 =k 1<k<n-1).

A.1. Exemples de n =2 et n = 3.
a. La matrice A; est-elle diagonalisable ? Est-elle inversible 7
b. Mémes questions pour la matrice As.

A.2. Exemple de n = 4.

Dans cette question, on considére la matrice Ay =

donne le polynome Q = (X2 —1)(X? —9).

, notée simplement A, et on
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a. Calculer les matrices A% et Q(A).
b. Justifier que A est diagonalisable.

c. Déterminer une matrice A € My(IR), & coefficients entiers, inversible, telle que D = A™' 4 A
soit une matrice diagonale, D = diag(a,b,c,d) avec a > b > ¢ > d.

d. Montrer que ® : M — A M A~! est un automorphisme de ’espace vectoriel My(R).
e. Montrer qu'une matrice N € M4(IR) commute avec D si et seulement si N est diagonale.

f. Montrer que I'ensemble C4 = {M € My(IR) | AM = M A} est un sous-espace vectoriel de
My (IR), et préciser sa dimension.

g. Montrer que (I, A, A%, A3) est une base de Cy4.

A.3. Cas général.
On note ici E = IR,,—1[X] l'espace vectoriel des polynomes de degré au plus n — 1, on le munit
de sa base canonique B = (1, X,---, X" 1).
a. Justifier que I'application ¢ : P — (1 — X?)P' + (n — 1)X P définit un endomorphisme de
I’espace vectoriel E, et calculer o(X*) pour k € [0,n — 1].
b. Vérifier que Matg(p) = A,,.
c. Pour k € [0,n — 1], on définit le polynéome Py = (X — 1)*(X + 1)"*~%. Montrer que Py
est vecteur propre de ¢ associé a une valeur propre Ay que 'on déterminera.
d. En déduire que la matrice A,, est diagonalisable.

e. La matrice A,, est-elle inversible ? On discutera selon ’entier n.



PARTIE B. 1 0 :

Dans cette partie, pour n € IN, n > 2, onposera B, =09 1 0 0| € M, (R).
s . o1
0o --- 0 1 0

C’est la matrice carrée d’ordre n dont le coefficient d’indices (i, 7) vaut 1 si |i —j| = 1, et O sinon.

Pour tout n entier naturel, n > 2, on note x,, le polynome caractéristique de la matrice B,, et,
pour z réel, on pose

2cosx -1 0 0
-1 2cosx -1 :
Dn(x) = xn(2 cosz) = | 0 -1 2cosz 0
: . -
0 0 —1 2cosx (n)

B.1. Pour n € IN, n > 4, déterminer une relation entre D,,(z), Dp—_1(z) et D,_2(x).
sin ((n + 1))

B;2.
’ sin(x)

En déduire que, pour n > 2 et  €]0, [, on a D, (z) =

B.3.
B.4.
B.5.

En déduire les valeurs de D,,(0) et de D, () pour n > 2.
En déduire que la matrice B,, admet n valeurs propres distinctes, que I'on explicitera.

Montrer que la matrice B,, est diagonalisable. En déduire des expressions simplifiées du
produit et de la somme ci-dessous:
L km = km
_ . _ 2
Pn—kglcos(n+l) ) Sn_;cos (TL+1)

Pour le produit P,,, on pourra discuter suivant la parité de l’entier n.

PARTIE C.
Dans cette partie, on considere un entier naturel n, n > 2, deux réels strictement positifs a et b,
0O a 0 --- 0
b 0 a :
et la matrice M de M,,(IR) suivante: M=o p» 0o . 0
Lo e g
o --- 0 b 0

On note Sp(M) 'ensemble des valeurs propres réelles de la matrice M. Pour tout réel A, on pose
Cy\ = M — \I,,. Le but de cette partie est de localiser les valeurs propres réelles de M, c’est-a-dire
de trouver un intervalle I de IR tel que Sp(M) C I.

1
C.1. Soit A € Sp(M), soit X = € M,,1(IR) un vecteur propre associé. Soit k € [1,n] un
Tn
indice tel que |zx| = max {|z1],-- -, |zn|}.

a. En examinant la k-ieme ligne du systeéme linéaire C\ X = 0, montrer que |A| < a + b.

b. En déduire un premier intervalle I tel que Sp(M) C 1.



C.2. Ici, A est un réel quelconque. On dira qu’une suite réelle (uy)rew vérifie (R) si on a

R) : VkeIN bup— Augy1 +augra=0.

T1
Soit X =1 : | € M, 1(IR). On pose xg = Tp41 = 0.
Tn
Montrer que X vérifie C) X = 0 si et seulement si zg, x1, -+, Tp, Tpe1 sont les n + 2

premiers termes d’une suite () vérifiant (R).
C.3. On suppose dans cette question que A\? > 4ab.
a. Déterminer ’ensemble des suites vérifiant (R).
b. Montrer que Ker(Cy) = {0}.
C.4. On suppose dans cette question que \? = 4ab.
a. Déterminer ’ensemble des suites vérifiant (R).
b. Montrer encore que Ker(Cy) = {0}.

C.5. Des questions C.3. et C.4. ci-dessus, déduire un intervalle J de IR tel que Sp(M) C J.
Le résultat obtenu est-il meilleur que celui de la question C.1. ?

PROBLEME 2
PARTIE A.

Pour tout n € IN, on note IR,,[X] I'espace vectoriel des polynémes de IR[X] de degré inférieur ou
égal & n. On considere 'application A : IR[X] — IR[X] définie par

VPeR[X] AP)(X)=P(X+1)-P(X).

On définit une suite (Ng)genw de polyndomes par
k—1

. 1 XX -1 (X —k+1)
No=1 et VkeNN Nk:mH(X—Z): o ,
i=0
1.a. Montrer que, pour tout n entier naturel, la famille (N, ---, N,,) est une base de IR,,[X].

b. Calculer A(Ny) pour k € IN.

2.a. Montrer que A est un endomorphisme de IR[X] et que, pour tout n entier naturel, le
sous-espace IR, [X] est stable par A.

On notera A,, 'endomorphisme de IR,,[X] induit par A.
b. Préciser I'image et le noyau de A,,.
c. Quelle est la matrice de ’endomorphisme A,, relativement & la base (Ng, -+ -, NV,,) de R, [X] ?
d. Etudier si A,, est diagonalisable.

3. Préciser I'image et le noyau de ’endomorphisme A de R[X].



PARTIE B.
1
4. Pour tout k € IN, on pose [ = / Ni(t) dt.
0

a. Calculer Iy, Iy et I5.

b. Quel est le signe de I, pour k € IN* ?

c. Soit k € IN, avec k > 2. Prouver ’encadrement

t(1—1)
’ .

vt € [0,1] m < [Nk(t)] <

d. En déduire le rayon de convergence R de la série entiere Z Ix®.

400 k>0
Pour z € ] — R, R[, on posera p(z) = Zlka:k.
k=0
e. Prouver que, pour = €] — 1,1[\{0}, on a
1
T
= 1 At = ——— .
w(z) /0 (1+2) In(1+ z)

f. Montrer que la série entiere Z I,z®  converge uniformément sur le segment [0, 1].
k>0
On pourra utiliser le théoréme spécial des séries alternées.
+oo
g. En déduire la valeur de Z I.
k=0
400 I
P k+1
In(1 —x)
6. Pour x €] — 1,1, on pose () = ——= siz # 0, et ¥(0) = —1.
)= 1,11, om pose ti(x) = T s £ 0, et v(0)
Montrer que la fonction v est développable en série entiére sur | — 1, 1], le rayon de conver-
gence de son développement valant 1. On pourra utiliser .

1
5. Justifier 1’égalité / p(r)de =
0



