EQUATIONS DIFFERENTIELLES et FONCTIONS VECTORIELLES
CORRIGES PSI2 2024-2025

Equations linéaires scalaires d’ordre un.
1. Soit I’équation différentielle (E) : x(1 +z)y' + (1 +z)y=1.
a. Résoudre I’équation (E) sur chacun des intervalles | — oo, —1[, | — 1,0[ et ]0,+oo].
b. Montrer que (E) n’admet pas de solution sur IR, mais qu’il existe une et une seule solution
sur | — 1, 4o0].
c. Préciser le lieu des points & tangente horizontale sur les courbes intégrales de (E).

a. Sur chacun des intervalles mentionnés, 'équation (E) s’écrit zy’ +y = , soit encore

d 1 In |1 11:_ !
—(xy) = ——, et a donc pour solutions les fonctions x +— M,
dx 1+ T

une constante.

ouk € IR est

b. L’équation (E), évaluée pour x = —1, donne 0 = 1 absurde : il n’y a donc pas de solution
sur IR tout entier, ni sur aucun intervalle contenant le point —1.

Si y est une solution de (E) sur | — 1,4o00[, alors son expression est de la forme
In(1+x)+k In(1+ x) + ko
ylzg) = ————— ———— sur

10, 400[. Pour qu’une telle fonction soit prolongeable par continuité en 0, il est nécessaire
In(1+ )

sur | — 1,0[, et elle est de la forme y(z) =

que k1 = ko = 0. Réciproquement, la fonction = — , prolongée par 0 — 1, est

bien dérivable sur | — 1, +o0[ (on vérifie facilement qu’elle admet un développement limité a
l’ordre un en 0, donc qu’elle est dérivable en ce point ; on peut méme montrer qu’elle est de
classe C* car elle est développable en série entiére sur | —1,1]), et elle est donc (la seule)
solution de (E) sur | — 1, +0o0[.

1
c. On fait ¥’ = 0 dans I’équation (E), il reste alors y = 172 : tous les points a tangente
T
horizontale (y" = 0) sur les courbes intégrales de (E) se situent donc sur I'’hyperbole (H)
1
d’équation y = 112 Réciproquement, en tout point (z,y) de cette hyperbole (H), sauf
x

le point (0,1), d’apres le théoréme de Cauchy, il passe une courbe intégrale de (E) pour
laquelle on a x(1 + )y’ = 0, donc y' = 0, c’est-a-dire présence d’une tangente horizontale.

On observera sur le schéma Uhyperbole (H), en rouge, lieu des points & tangente horizontale.
On notera aussi la courbe intégrale de 'unique fonction solution sur ] —1,+o00|, elle croise
Uhyperbole (H) en le point de coordonnées (0,1), ot elle n’admet d’ailleurs pas de tangente
horizontale.
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2. Résondre, s | -2,
esoudre, sur 979

—sin(x)

On peut commencer par résoudre 1’équation homogene associée y' = tan(z)-y = — Y,

cos(x)

—In(cosz) _

dont on sait que les solutions sur I sont les fonctions yg : . — Ae , avec

A réel.
On applique alors la méthode de variation de la constante, qui consiste a rechercher les

Az
solutions de (E) sous la forme y(z) = ( () , ol A est une nouvelle fonction inconnue,
cos(x
supposée de classe C' sur I. On dérive et on réinjecte dans (E). Apres simplification, il
reste \'(x) = — cos®(x), fonction dont il ne reste plus qu’a chercher des primitives. C’est

facile (pas besoin de linéariser!) puisque — cos®(z) = cos(z) - (sin® z — 1), on obtient donc

cos(z)

~

1
immédiatement A(z) = 3 sin®(x) — sin(x) + C, soit

Q

avec CeR.

1 sin®(z)
=z —t
3 cos(x) an(z) + cos

y()

)

—

x)



Remarque. On peut aussi remarquer que

B
!

7
&ﬂﬂﬂﬂ

cos(z) ¢/ (z) — sin(z) y(zx)

cos(x) = - COSQ(;C)
cosl(x) . dix(CoS(x) y(x)) — —cos®(x)
%(Cos(m) y(z)) = — cos®(z)
cos(x) y(z) = %Sin:”(l‘) —sin(z) + C
_ lsin?’(x) . o
u(w) = 3 cos(x) tan(z) + cos(z)

oowA
a

3. Soit a € C, soit f : IR — C une fonction continue et périodique de période T" > 0. On étudie

I’équation différentielle

de (E).

(E):

. Montrer que, si y est solution de (E) sur IR, alors la fonction ¢ — y(t+T') est aussi solution

Y +ay = f(t).

. En déduire qu’une solution y de (E) est T-périodique si et seulement si y(T') = y(0).

. Montrer que I’équation (E) admet une unique solution T-périodique, sauf pour des valeurs

exceptionnelles de o que 1’on précisera.

Z'(t) =y'(t +T). Donc

. Posons z(t) = y(t + T) avec y solution de (E). Alors z est de classe C' comme y, et

) +azt) =y (t+T)+ayt+T)=ft+T)=f(t),

et z est aussi solution de (E).

. Si y est T-périodique, alors y(T') = y(0), ce sens est évident.



Si y(T) = y(0), alors z(0) = y(0), les fonctions y et z : t — y(t + T) sont solutions d’un
méme probléeme de Cauchy d’apres a., donc z = y d’apres le cours, ce qui montre que y est
T-périodique.

c. Soit yp une solution “particuliere” de (E), alors les solutions de (E) sont les fonctions
y 1t — yp(t) + C e®. Une telle solution y de (E) est T-périodique si et seulement si
y(T) = y(0), i.e. si et seulement si yp(T) + C e~ T = yp(0) + C, soit si et seulement si

(1—eT) C=yp(T) - yp(0) .

2k
Sil—e T £0, e sia sz

de fagon unique, et il y a bien alors une et une seule solution T-périodique de (E).

avec k € Z, alors la constante arbitraire C est déterminée

71' .
avec k € Z alors, soit toutes

Remarque. Si a est I'une des valeurs “exceptionnelles”

les solutions de (E) sont T-périodiques, soit aucune ne 'est.

4. Soit a un réel. En discutant selon «, déterminer la dimension de l’espace vectoriel S, des
solutions sur IR de I’équation différentielle (E,) : xzy’ —ay =0.

Sur chacun des intervalles IR™ et IR}, I’équation peut se mettre “sous forme normale”

e!
y' = —y et admet alors pour solutions les fonctions de la forme z +— C |x|* avec C réel.
x

Notons maintenant S,, I’ensemble des solutions de (E,,) sur IR, ¢’est un sous-espace vectoriel
de T’espace C'(IR, R).

Siy € S,, alors il existe deux constantes C; et Cy telles que y(z) = Cy (—z)® sur R” et
y(x) = Cy 2 sur IR%.. On cherche si 'on peut construire & partir de cela une fonction de
classe C! sur IR.

eSia<0,ona lin}J |2|* = 400. La fonction ci-dessus ne peut étre prolongée par continuité
xr—r

en 0 que si C; = Cy = 0, auquel cas y est la fonction nulle, qui est évidemment solution,
donc S, = {0}.

e Si a = 0, alors y est constante sur chacun des intervalles IR* et IR}, et ne peut étre
prolongée par continuité en 0 que si C7; = Cy, auquel cas y est constante sur IR et est donc
solution. Donc 8§y = Vect(1) est ensemble des fonctions constantes.

¢Si0< a<l,alosy = Craz® ! a une limite infinie en 07 si la constante Cy est
non nulle. De méme en 0~ si la constante C; est non nulle. La seule fonction que 'on
peut prolonger en une fonction C* sur IR correspond & C; = Cy = 0, on a donc ici encore
Sa = {0}.

e Sia=1,onay(r)=—-Cixsur R" et y(r) = Cx sur IR,. On peut prolonger en une
fonction C! sur R si et seulement si C; = —(C5, ce qui donne y = Ciz sur IR, fonction
évidemment solution. Donc §; = Vect(z — z).

e Enfin, si @ > 1, quelles que soient les constantes Cy et Cy choisies, en posant y(0) = 0,
on a une fonction de classe C! sur IR solution de I’équation: en effet, aussi bien y que sa
dérivée 3 tendent vers 0 en 0, et on conclut grace au théoréme de la limite de la dérivée.
On a alors S, = Vect(y1,y2), ol y1 et yo sont définies par:



() (—2)* si <0 (@) 0 si <0
z) = ; x) = . .
n 0 si x>0 b2 z% si >0
0 si a<0oul<ax<l
Bilan: dim(S,)=4¢ 1 si a=0oua=1
2 st a>1

5. Soit I'équation différentielle  (E) : y' —ay = b(x) , avec a € R} et b: Ry — IR fonction

continue et bornée. Montrer que ’équation (E) admet une unique solution bornée sur IR .
On exprimera les solutions sous forme intégrale.

On recherche une expression intégrale des solutions de I’équation (E). Pour cela, on fait
le changement de fonction inconnue y(z) = z(z) e*® (c’est la méthode de variation de la
constante) et on a alors

(BE) < 2/(z) =blz)e ™

—ax

La fonction z — b(x) e est intégrable sur IR car elle est majorée en valeur absolue par

“+o0
|Ib]|cc €7, on peut donc choisir pour primitive x +— — b(t) e~ dt. Les solutions de

€T
(E) s’expriment alors sous la forme y(x) = yo(x) + C €**, en posant

—+oo
yo(x) = —e®® / b(t) e dt .

La fonction yg est bornée sur IR puisque

i i _ blloo

b(t) e dt‘ < bl oc € / et dt =

x x

x)| =e"”
90(2)] !

La fonction z — C'e*® est bornée sur IRy si et seulement C' = 0. La seule solution de (E)
qui soit bornée sur IR est donc la fonction .

Equations linéaires scalaires d’ordre deux.

6. En recherchant les solutions développables en série entiere, résoudre sur IR I’équation différentielle

1422y +42y +2y=0.

Bof, & bas les calculs, soyons astucieux!

(E) (1+2?)y" +2zy) +2 (zy' +y) =0
(1 +2%)y) +2(xy) =0

(1+ 2%y + 22y =C
((

l-l—x ) =C

[



— (1+2)y=Cx+D

— gy Cx+D
1+x2
ou C et D sont deux constantes arbitraires.
)
Remarque. En recherchant des solutions sous la forme y = i anz™ sur | — R, R[ avec
R > 0, on trouve quune CNS pour que y soit solution est qugzl’oon ait ay42 = —a, pour

tout n, donc ag et a1 sont arbitraires et on a ag, = (—1)Pag et agp+1 = (—1)Pa; pour tout p
entier naturel. En dehors de la solution nulle, les séries entieres obtenues ont pour rayon de
Cx+ D

1+ 22
sur | — 1, 1[. On vérifie ensuite, en réinjectant, que ces fonctions sont solutions sur IR, et ce
sont les seules puisque le théoreme de Cauchy linéaire nous dit que ’ensemble des solutions
sur IR est un plan vectoriel.

convergence 1, et on obtient ainsi les fonctions y = comme solutions de 1’équadiff

y' =2 +y = |zl
y(1)=3;4y'(1)=1

7. Résoudre sur IR le probleme de Cauchy {

D’apres le théoréme de Cauchy linéaire, la fonction second membre x — |z| (ainsi que les
coefficients qui sont constants) étant des fonctions continues sur IR, ce probléme de Cauchy
admet une solution unique, qui sera une fonction de classe C? sur IR.

On résout d’abord sur IR, , ’équation étant y” — 2y’ +y = z, on trouve la solution unique
y = x+2, en tenant compte des conditions initiales imposées. Cette solution vérifie y(0) = 2
et y'(0) = 1.

y' -2 +ty=—=
y(0)=2;y'(0)=1
admet pour unique solution (calculs laissés a Uestimable lecteur) : y = (4 — 2x) €* —x — 2.
(4—2x)e" —ax—2 si <0

T+ 2 si x>0

On “recolle” donc en résolvant sur IR_ le probléeme de Cauchy { , qui

La solution du probléme posé est donc la fonction y : z — {

54




8. Soit I’équation différentielle (E) : zy” + 2y' + zy = 0.

a.
b.

Rechercher les solutions de (E) développables en série entiere.

Donner les solutions de (E) sur IR’;, sur IR. On cherchera les solutions sous la forme
+

Yy = 2Yo, oU Yo est une solution non nulle obtenue en a. et z est une fonction inconnue

supposée de classe C*.

. Vérifier les résultats du b. en utilisant un changement de fonction inconnue.

+oo
. Posons y = Z anx™, dérivons deux fois et réinjectons :
n=0
+o0 —+oo —+oo
(E) = Z nn+ Dap12"™ + 2 Z(n + Dappr12™ + Z apn_12" =0
n=1 n=0 n=1

2a1 =0
— X
YneIN* (n+1)(n+2)ans1 +an—1 =0

(identification des coefficients grace & I'unicité du développement en série entiere). Donc
1

m an—o ; on en déduit que

a1 = 0 et, pour tout n > 2, on a a, = —

Vp cIN A2p+1 = 0

(=1
Vp € IN a2p = m ag

On en déduit un rayon de convergence infini et I'expression de y :
+oo .
(=P 5, sin x )
=a ———— P =ay —— = qgp sinc(x) .
Y 0;(21)“)! 0= = aosinc(z)

(fonction “sinus cardinal”).

. Posons yo = sinc et recherchons les solutions de (E) sous la forme y = 2 yg, ol z est une

fonction inconnue de classe C? (cette méthode “de variation de la constante”, en fait hors
programme, est a priori valable sur un intervalle sur lequel la fonction yo ne s’annule pas,
disons ici sur I =|km, (k + 1)7[ avec k entier relatif). On dérive deux fois, on réinjecte et,
apres calculs, il reste I'équation zyo 2" +2(zy,+yo) 2" = 0, soit (sinz) 2" +(2 cosz) 2’ =0,

. . 1 . COs T s
ce qui donne, sur chaque intervalle I}, 2’ = ——, puis 2 =Cp — + C5. On en déduit
sin® x sinx
enfin )
cos T sin x
y=0C1 +Cs .

ou C et C5 sont deux constantes arbitraires. En toute rigueur, nous avons ici ’expression des
solutions de (E) sur chaque intervalle Ii, mais en fait le théoréeme de Cauchy s’applique sur

IR et IR}, et nous dit que , sur chacun de ces deux intervalles, ’ensemble des solutions est
sinx

un IR-espace vectoriel de dimension deux. Sur IR” comme sur IR, les fonctions z —



CcCosT

et xr +— constituent donc une base de I'espace vectoriel des solutions. En étudiant les

x
problémes de raccordement en zéro (prolongement Cz), on voit que les solutions sur IR sont

sSinx

les fonctions = +— C et constituent donc un e.v. de dimension 1. Notons au passage

x
que la fonction “sinus cardinal” est de classe C* sur IR car elle est développable en série
entiere sur IR, c¢f. question a.

c. Vu ce qu’on obtient en b., on se dit que la fonction z définie par z(z) = = y(z) doit vérifier
une équation différentielle plus simple. On pose alors le changement de fonction inconnue

z - . o . e
y = —, on dérive deux fois, on réinjecte dans (E) et on tombe effectivement (calculs laissés
x

au lecteur intrépide) sur 1’équation 2" + 2z = 0, et on est contents. Non ?

9. Résoudre sur R’} I’équation différentielle xy’ —y + 823y = 3 cos(\/§x2). On pourra effectuer

le changement de variable t = .

On pose t = 2, soit = +/t. Alors notons y = f(z) = g(z?) = g(t), ce qui donne
f'(@) =22 ¢'(a®) = 2Vt ¢/ (t), puis
y' = ") =2¢' (%) + 42 g"(a?) = 24'(1) + 4t 9" (¢) -
En réinjectant dans 1’équation, apres quelques calculs simples, on est ramené a I’équation
1
(F) g'(t)+2g(t) = 1 cos(V21) .

L’équation sans second membre associée admet pour solutions

gu(t) =A cos(\@t) + B sin(\@ t) .

1
Une solution particuliere de (F) est go(t) = —= t sin(v/2t) (¢f. cours de premitre année,

8v2

oscillateur harmonique forcé, la pulsation excitatrice étant égale a la pulsation propre de
Poscillateur, i.e. situation de résonance). On récapitule :

x? .
y = f(z) = A cos(vV/2 %) + (B + 87\/5) sin(v2 z?) .

10. En posant z = em2y, résoudre sur IR 1’équation différentielle

y' +4zxy + (34+42%)y=0.

— 2 \ . .
On pose donc y(z) = e~ z(x), o1 z est une nouvelle fonction inconnue de classe C* sur

R. Alors
2
y = (2 —2x2) e |
puis
2
y" = (2" — Az + (42® = 2)z) 7",



que l'on réinjecte dans 1’équation de départ, qui est ainsi transformée en z” + z = 0. Les
solutions sont donc
z(x) = A cos(z) + B sin(x) ,
puis
2

y(z) = (A cos(z) + B sin(z)) e,

ou A et B sont deux constantes réelles arbitraires.

11. Résoudre, sur IR, I'équation différentielle z°y” +zy’ —y = 0. On commencera par chercher

une solution polynomiale non nulle.

On observe que y = z est solution. On fait alors une variation de la constante (méthode
de Lagrange) en posant le changement de fonction inconnue y(z) = z z(x). Cela donne
y = z+ x2/, puis ¢y’ = 22’ + z2”, on réinjecte dans 1’équation qui, aprés une petite
simplification, devient

222+ (2x+1)2 =0.

En posant Z = 2/, on est ramené & une équation du premier ordre z? Z’ + (2z+1)Z =0,
2 1 . ) . ~2 In(z)+4 c 1
ou encore 7' = (— - — —2> Z, qui se résout sur R} en Z =—Ce nete __C e’
x oz
1 1
que l'on integre enfin en z(z) = Ce” + D. Au final, y(x) = Czxe” + Dz, out C et D sont
deux constantes arbitraires.

12. Résoudre, sur ]0, 1], I'équation différentielle z*(1—2)y” —x(1+z)y'+y = 0. On commencera
par chercher une solution développable en série entiére dans un voisinage de 0.

—+o0o
e Posons y(zr) = Zanaz" sur | — r,r[ avec r > 0. Alors y est solution de 1’équation

n=0
différentielle proposée sur | — r, r[ si et seulement si

+oo
Ve e]—rr] a0+2(n71)2 (an —an_1) 2" =0
n=1

(le lecteur s’empressera de vérifier les calculs), soit si et seulement si

ag =10 et Yn>2 a,=ap_1.
+oo
. T
Les solutions DSE sont donc de la forme y = a Z " = qa T

, ou le coefficient a; est
x
n=1
arbitraire, et le rayon de convergence étant 1, ceci vaut sur l'intervalle ouvert | — 1, 1].

e Le théoreme de Cauchy linéaire nous indique que I'ensemble des solutions de I’équation
x .
ne s’annulant pas sur cet intervalle,

sur |0, 1 est un plan vectoriel. La fonction y; = i



nous trouverons toutes les solutions en posant le changement de fonction inconnue y = y; 2
avec z de classe C? sur |0, 1[ (méthode de Lagrange). On a donc

y =y iz ety =y + 22 iz,
on réinjecte et, apres quelques simplifications, il nous reste ’équation
z(1—2)y1 2"+ (2e(1 —2)y) — (1 +2)y1)2’ =0.

En remplagant y; et y] par leurs expressions, et en posant Z = z’, on arrive (aprés sim-
plifications) & I'équation du premier ordre xZ’ + Z = 0, soit (zZ)" = 0, soit xZ = C, soit

Z:Z/:

~—

, donc z = C In(z) + D, et enfin

81Q

y(z) = (C In(z) + D) , avec (C,D)ecR?.

1—=z

13. A Paide du changement de variable x = tant, résoudre, sur R, ’équation différentielle

(E) : A+22)2y" +2z -1 +2%)y +y=0.

™

2
T
la fonction z est de classe C? sur }—5, 5 [ comme composée de fonctions de classe C2. On

Posons y(x) = z(t) = z(Arctanz), avec ¢ € R et t € }—g, [ Comme z(t) = y(tant),

1
dérive donc deux fois, cela donne 3 (x) = T2 Z'(Arctan z), puis
x

—2x 1

y'(z) = ( 2 (Arctan z) + 22 2(Arctan z)

1+ 22)?
et, en réinjectant dans ’équation (E), apreés simplifications, on obtient 1’équation
(E'): ') —22(t)+2(t) =0,

équation qui est & coefficients constants. L’équation caractéristique r2 — 2r + 1 = 0 admet
[, soit

1 pour racine double, on a donc z(t) = (At + B)e" sur ]fg, 72T

y(z) = (A Arctanz + B) ehretanz R

14.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions de «classe C*® de IR vers IR.
Soit ® : F — F définie par ®(f) = g, oui, pour tout x réel, on pose

9(z) = 2(f)(z) = f'(z) —z f(z) .
a. Montrer que ® est un endomorphisme de FE.
b. Déterminer les éléments propres de ®.

c. Déterminer le noyau de ®2.



a. L’application ® est linéaire et va de E dans F, c’est évident.

b. Soit A réel. On a ®(f) = Af si et seulement si f est solution de I’équation différentielle

2
L_+Ax
y' — (x + ANy = 0, autrement dit ssi f est de la forme z+— C e? , avec C' € IR. On en
déduit que tous les réels sont valeurs propres de ® et que les sous-espaces propres E\(P)

2
Z_ Az
sont des droites vectorielles. Plus précisément, Ey(®) = Vect (x e’ )

c. On remarque que f € Ker(®?) ssi ®(f) € Ker(®) = Eo(®), donc ssi la fonction ®(f) est
IQ
de la forme x — CleT, donc ssi f est solution d’une équation différentielle de la forme
2

X
Yy —xy = Cle7 ou (' est une constante arbitraire. Cette équation est linéaire du premier

ordre avec second membre, les solutions de I’équation homogene étant de nouveau de la

:L’2

forme x — K 67, résolvons-la par la méthode de variation de la constante en cherchant
2
X
ses solutions sous la forme y = z(x) e ? avec z fonction inconnue de classe C'. On trouve
2
X
alors z(z) = Cyz 4 Cy, soit y = f(z) = (Cra+ Cy) e 2 , ot Cy est une nouvelle constante
z?2 z?

arbitraire. On peut conclure: Ker(®?) est le plan vectoriel Vect (a: el ,Trxe’ )

Remarque. On peut aussi expliciter ®*(f), on obtient

®*(f)(@) = (2(f)' (2) — 2 ®(f)(x) = f"(z) =22 f'(2) + (2" = 1) f(a) .
On a ainsi résolu I’équation différentielle (linéaire du second ordre homogene & coefficients

non constants) : " — 2xy’ + (m2 — 1)y =0, et on constate que ’ensemble des solutions est
un plan vectoriel, conformément au cours (conséquence du théoréeme de Cauchy linéaire).

15. Soient a,b : I — C deux fonctions continues, soient f; et fo deux fonctions solutions sur I
de I’équation différentielle

y' +a(x)y +bx)y=0.
_ | filz)  fa(x)
filz)  f3(x)

est solution sur I d’une équation différentielle linéaire du premier ordre que 1’on précisera.

Pour = € I, on pose w(x) . Montrer que w et de classe C* sur I, et que w

Les fonctions fi et fo sont de classe C2, donc w = fy f5 — fof] est de classe C' sur I, avec

w' = fifs+ iy = fofl = foft = fi (mafy = bf2) — f2 (—af{ —bf1)
soit w' = —a (fify — fof1) = —aw. Donc le “wronskien” w est solution de I’équation
différentielle linéaire du premier ordre ' + a(x)y = 0.

16. Soit ¢ : R — IR une fonction continue, positive, non identiquement nulle. Soit f une fonction
solution de I'équation différentielle (E): 3" + ¢(z) y = 0. On suppose que la fonction f ne
s’annule pas sur IR.

a. On suppose f > 0 sur IR. Montrer que la courbe représentative de f est située en-dessous
de chacune de ses tangentes. En déduire une contradiction.



b. Adapter la question précédente au cas ou f < 0 sur IR.

C.

Enoncer le résultat que I'on a démontré concernant les solutions de I’équation (E).

. Si f>0,alors f” = —qf <0, la fonction f est alors concave, donc la courbe Cy est située

en-dessous de chacune de ses tangentes.

Il existe un point a en lequel f’(a) est non nul (sinon, f est constante sur R, f(z) = C,
mézalor f"(x) + q(z)f(z) = C q(z) = 0 donc C = 0 puisque q n'est pas la fonction nulle,
et ceci est contraire & Uhypothése posée f > 0). Une fois choisi un tel point a, on a alors

VeelR  f(z) < f(a) + (x—a) f'(a),

et f aurait donc pour limite —oo, en —oco si f'(a) > 0, ou en +oo si f'(a) < 0, ce qui
contredit ’hypothese f > 0.

. Bah on remplace f par —f qui est aussi solution de (E).

. Si f ne s’annule pas, comme elle est continue (puisque au moins de classe CQ)7 elle est alors

de signe constant strictement, et ceci est impossible d’apres les questions a. et b.

On a donc prouvé que toute fonction solution de (E) s’annule au moins une fois sur RR.

Probléemes se ramenant a une équation différentielle

17. Trouver toutes les fonctions f : IR — IR, de classe C?, vérifiant ’équation fonctionnelle

VieR  f"(z)+ f(—z) =z +cosx .
On pourra écrire f sous la forme f = g+ h, avec g paire et h impaire.

On rappelle que toute fonction f : IR — IR se décompose de fagon unique en f = g + h,
avec g paire et h impaire, en posant précisément

f(@) + (=)
)= ; h(x) = .
o(x) ; ® ;

Cela signifie aussi que R = F(R,R) =P ®Z, en notant P le s.e.v. des fonctions paires
et Z le s.e.v. des fonctions impaires.
En décomposant f de cette fagon et en séparant les parties paire et impaire (qui sont
aussi de classe C2) dans I’équation obtenue, on se raméne a deux équations différentielles
9"(z) + g(z)= cosz

. Léquation ¢”(x) + g(x) = cosx admet pour

indépendantes {

solutions g¢(z) = a cosx + b sinz + — sinz, mais on ne doit en conserver que les solutions

paires ; 'équation h”(z)+h(r) = x admet pour solutions h(z) = X chz + u shx —z, mais
on n’en conserve que les solutions impaires. Au final, les fonctions f solutions du probleme
posé sont

1
f:xﬁgxsinx—x—f—acosx—i—,ushx . (a,p) € R?




18. Trouver les fonctions f : R — IR, 2m-périodiques, de classe C!, vérifiant
VieR  f'(z)=f(z—m)+sinz.

Si f, de classe C', vérifie cette équation fonctionnelle (E), alors f’ est C', donc f est C?
(on peut montrer en fait que f est de classe C°°, en prouvant par récurrence qu’elle est de
classe C* pour tout k). On peut donc redériver ’équation, ce qui donne

f'(x)=f'(x —7) +cosx = f(x — 27) +sin(z — 7) + cosz = f(x) + cosz — sinx .
Donc f est solution de I’équation différentielle " —y = cos x —sin z. La solution générale de

I’équation sans second membre ¢y’ —y =0 est y = Ae” + B e *. Une solution particuliere

1

(évidente!!) de I’équation y” —y = cosx est y; = —5 COsT. Une solution particuliere
1

(évidente!!) de 1'équation y” —y = —sinx est y; = 5 sinz. La fonction f est donc de

1
la forme f(x) = Ae®+ Be ® + 3 (sinxz — cosx). Mais on a raisonné ici par conditions

nécessaires, il n’est donc pas du tout sir que toute fonction de cette forme soit solution
de (E). Il est méme évident que c’est faux puisque les fonctions recherchées doivent étre
27-périodiques.

1
Réciproque : posons f(r) =Ae®+Be ©+ 3 (sinxz — cosx). On a alors

1
flx+2m)=Ae®"e® + Be ™ e + 3 (sinz — cosx) .

x

En écrivant que f(x + 27) = f(z) pour tout z, les fonctions = +— €” et  — e ¥ étant

1
linéairement indépendantes, on déduit que A = B = 0, donc f(z) = i(sinx —cosz) ; on

vérifie que 1'on a bien alors f'(z) = f(z — 7) + sinz. La fonction f : z §(sin:1c — cosx)

est donc la seule solution du probleme posé.

19. Trouver les fonctions f : IR — IR, continues, telles que

*) Vr € R f(a:)—l—/ox(x—t)f(t)dt:l—;v.

Si f, supposée continue, vérifie (*), alors f(z) = lf:rfx/ f(t)dt+/ t f(t)dt, puis par le
0 0

théoreme fondamental de I’analyse, f est de classe C* sur IR et, apres simplifications, (*¥*) :
x

fl(z)=-1 7/ f(t) dt. Du coup, f est de classe C* puisque f est C1, et f"(z) = —f(z).
0
Donc f est de la forme f(x) = A cos(z) + B sin(z).

En évaluant (*) et (**) pour z = 0, on obtient les conditions f(0) =1 et f'(0) = —1, on
en déduit A =1 et B = —1, donc nécessairement



f(z) = cos(z) — sin(z) .
Réciproquement, on vérifie que cette fonction convient.

Remarque. Comme cette derniere vérification n’est pas trés agréable, on peut préférer
raisonner par équivalences, en utilisant le fait que, si g et h sont deux fonctions dérivables

sur IR, on a ’équivalence 5 ,
=9
f=9 = .
f(0) =9(0)

On commence alors par montrer (c¢f. début du raisonnement ci-dessus) qu’'une fonction f
solution de (*) est nécessairement au moins deux fois dérivable. Ensuite, on écrit que

() = {(*;)1 e

On est ainsi ramené a un probleme de Cauchy dont 'unique solution est la fonction
f x> cos(z) — sin(x).

Dérivation des fonctions vecteorielles

20. Soit E un espace euclidien, soit f : [a,b] — E, continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, de dérivée
bornée sur Ja,b: IM € Ry Vt €la,b] ||f'(t)|| £ M. En considérant 'application
@t (f(b) — f(a)|f(t)), montrer I'inégalité
[f(0) = f(a)|| < M(b—a).

L’application ¢ proposée est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b], & valeurs réelles. Pour
t €la,bl, on a ¢'(t) = (f(b) — f(a)|f'(t)) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

vida bl 0] =|(F0) - Sl )| < 116 - f@] £ < M|F®) - fla)] -
L’inégalité des accroissements finis pour les fonctions & valeurs réelles donne alors

1£®) = @] = [o(b) = ()| < M || £(b) = f(a)|| (b a) .

Si Hf(b) — f(a)” > 0, on simplifie par cette quantité et on obtient I'inégalité demandée.
Si Hf(b) - f(a)“ = 0, 'inégalité & démontrer est triviale.

21. Soit E un espace euclidien, soit I un intervalle de IR, soit f : I — E de classe C? telle que
YVt eI f(t) #0. On pose ¢(t) = || f(t)| pour tout ¢t € I. Montrer que ¢ est de classe C?
sur I, et calculer ¢ et ¢”.

(fF@OLf (@)

IF @)l

Réponse partielle. On obtient ¢’ (t) =



Posons q(t ) Hf(t)” (f()|£(t)), alors g est de classe C* et ¢'(t) = 2 (f(t)|f'(t)).
Comme ¢(t) = /q(t) avec ¢(t) > 0 pour tout ¢, alors ¢ est de classe c? par composition et
/ 1) (fOl©)
t) = = .
DR 0]

On dérive une deuxieme fois, on obtient

(@1 + (onso)) 0] - (onro) LD
Il

L@l ol + (Felr e )l |° = (Fo1@)°
£

o"(t) =

22. Soit M : IR — Ma,41(IR), de classe C!, telle que
vtelR M@ M@Et)=1,,
i.e. pour tout t réel, M (t) est une matrice orthogonale.
Montrer que, pour tout ¢ réel, la matrice M’(¢) est non inversible.
11 résulte du cours sur la dérivation des fonctions vectorielles que, si ¢ — M (t) est dérivable

sur IR, alors t — M(t)" est aussi dérivable, de dérivée t (M’(t))T Cela résulte de la

linéarité de la transposition. On peut donc dériver la relation M (t) " M (t) = I,,, ce qui donne
M'(t)T M(@t)+M@t)" M'(t) =0. Onadonc Vt € R M'(t)" M(t) = —M(t)" M'(t). En

prenant le déterminant, on obtient
vte R  det (M'(t)) det (M(t)) = (=1)>"" det (M(t)) det (M'(t)) ,
soit: det (M'(t)) det (M(t)) = 0. Mais le facteur det (M (t)) est non nul (il vaut 1 ou —1,

puisque M (t) est une matrice orthogonale), donc V¢ € R det (M’(t)) = 0, la matrice
M’ (t) est non-inversible.

23. Soient u, v, w trois fonctions de classe C? sur [a,b] & valeurs réelles. On suppose que

u(b)  v(b)  w(b) u(b) (b))  w(d)
u(a) w(a) w(a) | =0.Montrer qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que | u(a) wv(a) w(a) |=0.
uw'(a) v'(a) w'(a) u’(c) V' (c) w'(c)
a®) o®) w®)|
Posons f(z) = ugag vga; wEa% pour z € [a,b]. Alors f(z) = detg, (V(b),V(a),V(z)),



)
en posant V(z) = | v(z) | € R® pour tout = € [a,b], et By base canonique de R®. La
)

fonction vectorielle V' est de classe C* sur I = [a,b], donc f est C* sur I avec

fl@) = detg, (0,V(a),V'(x)) + detg, (V(b), 0,V'(z)) + detg, (V(b),V(a),V'(x))

(
= detg, (V(b),V(a),V'(z)) = |ula) wv(a) w(a)|,

puis, par un calcul analogue, f”(z) = detg, (V(b),V(a), V" (z)) = | u(a) .
u(x) V'(z) w'(x)

On voit par ailleurs que f(a) = f(b) = 0 (deux lignes égales dans le déterminant). Par le
théoreme de Rolle, il existe alors d €]a, b] tel que f'(d) = 0. L’hypothese de I’énoncé est que
f'(a) = 0. En appliquant le théoréme de Rolle & la fonction f, il existe alors ¢ €]a, d[C]a, b]
tel que f”(c) = 0, et c’est ce qu'il fallait démontrer.

Systemes différentiels linéaires

1 1 0
24. Résoudre le systeéme différentiel lindaire d’écriture matricielle X' = AX avec A = 8 é 1
0 0 O
On pourra poser le changement de fonction inconnue X (t) = €' Y (t).
On fait le changement de fonction inconnue X (t) = e’ Y (¢), et on a ,
Y1 = Y2
! =
S) += X' =4AX <= 'Y/ +Y)=c'AY <= YV =(A-1,)Y < y? v
Y3 = Y4
ya = 0
t? ¢3 t?

On en déduit y4 = C1, y3 = C1t +Co, y2 = 015 +Cot+C3, y1 = 016 +02§ +Cst + Cy,
et on trouve X en multipliant par e’, soit

t? t3
T, = C4€t+ Cgtet +025€t + Eet

t2
o = Cs €t—|— Cgtet +C4 5 et

z3 = Oy €t+ C’ltet

Ty = Cl €t

ou C1, Oy, C3 et (4 sont des constantes arbitraires.

-0 O



x 2w — Yy — =z
25. Résoudre le systeme différentiel ¢ 4/ = —z + 2y — 2
2= - y+ 22
2 -1 -1
Le systeme s’écrit X' = AX avec A= | —1 2 —1 |. On observe que A — 313 = —J,
-1 -1 2

ou J € M3(IR) est la matrice dont tous les coefficients valent 1, on a donc rg(A —313) =1,
donc 3 € Sp(A), et dim E3(A) = 2 ; en fait, il est assez clair que F3(A) est le plan d’équation

x+y+ 2z =0, engendré par exemple par les vecteurs U = —11 et V= (1) . L’autre
valeur propre de A est 0 (considérer la trace), et le sous—esgace Ey(A) = %ir(A) est la
droite vectorielle engendrée par le vecteur W = 1 , on pouvait remarquer aussi que la
somme des coefficients de chaque ligne est nulle. 0111 peut donc diagonaliser A, cela donne
A= PDP™' avec D = diag(3,3,0) et P = —11 (1) 1

0o -1 1

En posant Y = P7'X = | »(t) |, on a alors

w(t)
X'=AX + X =PDP'X < P'X'=DP'X < Y =DY
v = 3u u(t) = Oy e
= v =30 = qolt) = Cye’ .
w =0 w(t) = Cy
x(t) 1 0 u(t
Enfin, X(t)= | y(t) | =P-Yt)=| -1 1 1 v(t) |, ce qui donne
z(t) 0 -1 1 w(t

x(t) = Cl egt + 03
y(f) = (—Cl + CQ) €3t + 03 .
Z(t) = 702 63t + 03

26. On munit M, ;(IR) du produit scalaire canonique

V(X,Y) € (Mu1(R)®  (X|Y)=XTY
et de sa norme euclidienne canonique.
0 1 2
a. Soit la matrice A= | —1 0 2 |. Soit le systeme différentiel

-2 -2 0



b.

2 (t) = y(t) + 2z(t)
(S): X'()=AX(t) — { (1) = —a(t) +2:(t)
2'(t) = —2z(t) — 2y(t)

Soit X : t — X (t) = | y(t) | une fonction vectorielle solution du systéme (S). On introduit

les fonctions

2 2 2
frte2x(t) —2y(t) +2(t) et g:te (z(t)” + (y@) + (2(8) .
Sans résoudre explicitement le systéme (S), montrer que les fonctions f et g sont constantes
sur IR.

Soit A € M,,(IR) antisymétrique, soit X une solution du systeme différentiel X' = AX.
Montrer que t — || X (¢)|| est constante.

c. Soit A € M,,(IR) une matrice non inversible. Montrer qu’il existe L € M,, 1(IR) \ {0} telle

b.

C.

que LT A = 0. Montrer que I'ensemble {X(t) -X(0);te IR} est inclus dans un hyperplan
de ./\/ln,1 (]R)

.  Soit le vecteur L = | —2 |. Alors f(t) = LT X(t). Donc f'(t) = LT X'(t) = LT A X(¢),

1
mais on observe que L' A = 0; 3 (matrice-ligne nulle), donc f/(t) = 0 et f est constante.

Remarque. La relation LT A = 01,3 s’écrit aussi, en transposant, ATL = 03,1, autrement
dit le vecteur-colonne L est vecteur propre de la matrice AT pour la valeur propre 0, i.e.
L € Ker(AT).

e Ona g(t) = HX(t)H2 = X(t)" X(t). Le cours sur les fonctions vectorielles permet de
d
dériver g¢: en effet, la transposition X — X ' étant linéaire, on a @(X(t)T) = X'(t)" par

application de la formule (Lo f)' = Lo f" avec L application linéaire. Donc

g = X'0TX0)+X(0TX (1)
(AX(1) " X(t)+X(1)TAX(t)
= XtO)T(AT+A) X

= 0

puisqu’on constate que la matrice A est antisymétrique: AT + A = 0. Donc ¢ est constante.
C’est la méme preuve que pour la fonction g de la question a.

Si A n’est pas inversible, alors A" ne l'est pas non plus, il existe donc un vecteur-colonne
L eR" ~ M, 1(IR), non nul, tel que ATL = 0y,,1, donc en transposant, on a LTA= 01,5, Si
X est une fonction vectorielle solution du systeme différentiel (S), on a alors LT A X (t) =0
pour tout ¢ réel, soit L' X'(t) = 0, ce que 'on peut encore écrire (L | X'(t)) = 0.



Remarque. Si X est un vecteur quelconque de IR?, on a LTAX = (LIAX) = 0, ce qui
traduit Uinclusion Im(A) C H, ou H est I’hyperplan (Vect(L))l de vecteur normal L.

Le cours sur les fonctions vectorielles montre que ¢ — (L | X’ (t)) est la dérivée de la fonction
f it (L]X(t). Cette dernitre fonction f est donc constante. On a donc f(t) = f(0)
pour tout ¢, soit (L | X(t) — X(0)) =0, soit X(t) — X(0) € H = (Vect(L))J'. La fonction
f de la question 1. est un cas particulier de ce qui précede.

Exercices avec Python
27. Soit I’équation différentielle (E): (1 —z)%y” —y = 0.
On note f 'unique solution de (E) sur | — oo, 1] vérifiant f(0) =0 et f'(0) = 1.
a. Justifier l'existence et 'unicité de f.
b. Tracer une approximation du graphe de f sur [0; 0,09] en utilisant la méthode d’Euler.
c. Justifier que f est de classe C*° sur | — oo, 1].
F(0)

n!
d. Pour n > 1, trouver une relation de récurrence liant les coefficients a,—1, an, ant1, Gnio.

Pour tout n entier naturel, on pose a, =

e. Avec Python, calculer a,, pour n € [0, 20].
f. Montrer que |a,[< 4™ pour tout n.

g. Que peut-on en déduire concernant la fonction f ?



