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EXERCICE

Dans tout 'exercice, pour tout entier naturel &, on identifie polynéme de IRy [X] et fonction
polynomiale associée.
1. Soit P un élément de IR[X] unitaire (le coeflicient du terme de plus haut degré de P vaut 1).
a. Soit a € R.
Montrer que: Vz € C |z — a| > | Im(2)].
b. On suppose dans cette question que P est scindé sur IR. En utilisant une factorisation de P,

montrer que:
VzeC |P(z)| > ’Im(z)‘deg(P) .

c. On prend dans cette question P(X) = X* + 1.

Donner une factorisation de P en facteurs irréductibles dans C[X].

Trouver zg € C tel que ’P(zo)| < |Im(20)|deg(P).

d. On suppose dans cette question que: Vz € C |P(z)| > | Im(z)|deg(P).
Montrer que toutes les racines de P sont réelles. En déduire que P est scindé sur IR.
e. Enoncer clairement le résultat obtenu.
2. Soit ¢ un entier naturel non nul, et (A, )nen une suite de matrices trigonalisables de M, (IR)
qui converge vers une matrice A.

Pour tout n entier naturel, on appelle P, le polynéme caractéristique de A,,. On appelle P
celui de la matrice A.

. Donner le degré et le coefficient dominant de P,.

a
b. Prouver que, pour tout z € C, lim P,(z) = P(z).
n——+00

c. En déduire que A est trigonalisable.
d. Qu’en conclut-on pour I'ensemble des matrices trigonalisables de My (IR) ?
L sin(
3. Dans cette question, on prend ¢ = 2 et A,, = " 7; pour n entier naturel
non nul. 0 1+ n
a. Déterminer A = lim A,.

n—-4o0o
b. Etudier la diagonalisabilité des matrices A, et A dans My (R).

c. Que conclure ?

4. On note Dy 'ensemble des matrices de My (IR) qui sont diagonalisables, et 7, ’ensemble des
matrices de My (IR) qui sont trigonalisables.

a. Quelle inclusion y a-t-il entre ces deux ensembles 7

b. En utilisant les questions précédentes, prouver l’inclusion D7q C Tg, ou la notation Di(]
représente ’adhérence de D, dans My (IR).

c. Soit T' € M,(IR) une matrice triangulaire supérieure. Montrer que, pour n entier naturel
q

1 2
suffisamment grand, la matrice T;, = T + diag (7, — 7) est diagonalisable.
nn n

d. En déduire 'égalité D, = T,.



PROBLEME

Les trois parties de ce probleme sont construites autour d’un théme commun, mais elles
peuvent étres traitées indépendamment. La difficulté va crescendo.

Toutes les fonctions considérées dans ce probleme sont a valeurs réelles.

Si f est une fonction définie sur un intervalle I de IR, a valeurs réelles, on appelle zéro de f
tout réel = de I tel que f(x) =0.

PARTIE A. Etude d’exemples.

1.

On considere 1'équation différentielle (E1): y” 4+ y = 0. Montrer que toute fonction solution
de (E1) sur IR admet une infinité de zéros.
. Dans cette question, on considere ’équation
2 .
(E2): y"—i—(l—?)yzo sur IRY .
a. Montrer qu’une fonction y € C? (R, IR) est solution de (E2) si et seulement si la fonction

z: 2+ z(x) = 2 y(x) est solution sur IR} de
(E2): 22" —22'+22=0.
b. Vérifier que les fonctions zy : z+— x sinx+cosx et z9:x +— = cosx —sinzx sont solutions
de (E’2) sur RR.
c. Décrire I'ensemble des solutions de (E’2) sur IR’ , préciser sa structure.
d. Décrire I’ensemble des solutions de (E’2) sur IR. On montrera que c’est un sous-espace
vectoriel de C*(IR,R), et on précisera sa dimension.
. Quel est le signe de z;(nm), pour n entier naturel ? En déduire que la fonction z; admet
une infinité de zéros sur R .

o

b

Montrer que toute fonction y solution de (E2) sur IR’ admet une infinité de zéros.

PARTIE B. Zéros des solutions d’une équation différentielle

Dans cette partie, on note ¢ : R4+ — IR une fonction continue et intégrable sur R4. On
considere I'équation différentielle

E): ¢ +(1+q@)y=0 sur Ry.

On note f une fonction solution de (E) sur IR.y. Soit a un réel positif.

3. Pour tout réel positif x, on pose

x
@) = [ att) £(0) snft ~ x) ..
a
a. Montrer que la fonction g est de classe C? sur IR, et prouver la relation

Vee Ry g"(z) +g(z) = f(x) + f(2) .

On commencera par transformer 'expression sin(t — x).



b. En déduire l'existence de deux constantes Cy et Cy (dépendant du réel a) telles que
Ve e Ry f(z) = Cy cos(x) + Cy sin(x) +/ q(t) f(t) sin(t —x) dt .

+oo 1
4. Montrer qu’il existe a réel positif tel que / |q(t)|dt < 5 Dans toute la suite, on supposera

a
que le réel a vérifie cette condition.

5. Soit b un réel strictement plus grand que a. On note M, = m[a%} |f(t)|
t€la,

a. Justifier 'existence de M.
v 1
b. Prouver, pour = € [a,b], I'inégalité ‘/ q(t) f(t) sin(t — x) dt‘ < iMb' En déduire que

M, <2 (|C1] + |Cal).
c. En déduire que la fonction f est bornée sur [a, +oo[, puis qu’elle est bornée sur R..
6. Montrer que, pour x > 0, la fonction p, : ¢t — ¢(t) f(t) sin(t — x) est intégrable sur R .

7.a. Prouver l'existence de deux constantes C3 et Cy telles que

+oo
Ve e Ry f(x) = C5 cos(z) + C4 sin(x) — / q(t) f(t) sin(t — x) dt .

b. Prouver que lim (f(z) — C5 cos(z) — Cy sin(z)) = 0.
T—+00
8.a. On suppose (C3,C4) # (0,0). Montrer que f admet une infinité de zéros sur IR..
b. On suppose C3 = C4 = 0. Montrer que f est alors la fonction nulle.

PARTIE C. Théoréme de Sturm et applications

9. Principe des zéros isolés
Dans cette question, on note p une application continue sur un intervalle I de IR, et on note f
une fonction solution sur I de ’équation différentielle (E): 3 +p(z)y = 0. On suppose que
cette fonction f s’annule en un point a de I.

a. On suppose qu’il existe une suite (a,) de points de I\ {a} telle que

lim a, =a et VYneIN f(a,)=0.

n—-+4oo

Montrer que f'(a) = 0, puis que f est nulle sur I.

b. En déduire que, si f n’est pas la fonction nulle, alors il existe un réel o strictement positif
tel que le point a soit le seul zéro de f sur Ja — a,a + o[ N I.

10. Dans cette question, on donne un réel a, un réel strictement positif w, et une fonction
p: [a,+00[— IR continue sur [a, +00], telle que

Vr € [a, +oo]  p(x) > w? .
On note f une solution de I'équation différentielle (E) : " + p(z) y = 0 sur [a, +oc].
L’objectif est de démontrer que f admet au moins un zéro dans l'intervalle }a, a+ E].
w

Par ’absurde, supposons que f ne s’annule pas sur cet intervalle.



a. Soit la fonction W définie sur [a, +00[ par
W(z) =w f(z) cos (w(z —a)) — f'(z) sin (w(z —a)) .

Montrer que W est de classe C' sur [a, +00] et que sa dérivée W’ garde un signe constant

(au sens large) sur le segment {a, a+ g}
b. On suppose f strictement positive sur }a, a+ g} En considérant les signes de W (a) et de

W(a + g), aboutir & une contradiction.
c. Conclure cette question.

Dans toute la suite du probleme, on note f la solution sur IRy du probleme de Cauchy

B): o +ey =0
{ (€D y(0)=0, y'(0) =1

On note Z(f) = {x € R4 | f(z) =0} Densemble des zéros de f sur R.

11. Montrer que cet ensemble Z(f) n’est pas majoré.

12*. Montrer que ensemble Z( f
13*. Montrer que I’ensemble Z(f

(P) :

N IR’ admet un minimum, que 'on pourra nommer .

—_ —

est dénombrable et, plus précisément, que ’on peut écrire
ol (Z,)neN est une suite strictement croissante telle que xzo = 0.

ZLn
2

14. Montrer, pour tout n entier naturel, I'inégalité x,; <z, +7e

15. En déduire que lim (an — xn) =0.

n—-+oo



