DEVOIR de MATHEMATIQUES numéro 7
PSI2 2024-2025 a rendre le jeudi 30/01/2025

EXERCICE
Pour (P,Q) € (IR[X])z, on pose (P|Q) = /—HX> P(t) Q(t) e~ " dt.
0

1.a. Vérifier la convergence de cette intégrale.

b. Montrer que (:|-) est un produit scalaire sur 1’espace vectoriel IR[X].
c. Calculer (X*|1) pour tout k entier naturel.
Soit n € IN*. Pour P € IR,,[X], on pose p(P)=XP"+(1—-X) P'.
2.a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de l’espace vectoriel IR,,[X].
b. Ecrire la matrice de ¢ relativement & la base canonique de IR, [X].
c. Montrer que ¢ est diagonalisable.
3. Soit k € [0, n].
a. Quelle est la dimension de l'espace vectoriel V;, = Ker ((p +k idR,, [x] ) ?
b. En déduire qu’il existe un unique polynéme Py € IR,,[X], de coefficient dominant égal & 1,
vérifiant p(Py) = —k Pg.
c. Montrer que deg(Py) = k pour tout k. Déterminer Py, P; et Ps.

4. Soient P et ) deux polynémes de R, [X].
d
a. Calculer g(t P'(t) e™"), puis prouver D'égalité (o(P)|Q) = (Ple(Q)).
b. En déduire que la famille (P, -- -, P,) est une base orthogonale de IR,,[X].

—+oo
5.a. Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, on a / P,(t)e tdt =0.
0

b. Soit n € IN*. Montrer que le polynéme P, admet au moins une racine de multiplicité
impaire dans IR’} .

c. Soient x1 < x2 < --- < z, les racines d’ordre impair de P, dans IR’ , soit @ = H —X)-

En considérant le produit scalaire (P,|Q), montrer que = n. Quelle propriété des polynomes
P,, a-t-on ainsi démontré ?

6. Soit n € IN*. On note x1, - -+, &, les racines du polynome P,.
a. Montrer qu'’il existe un unique n-uplet de réels (A1, -+, \,,) € R" tel que
+oo
VP € R, _[X] / etdt = Z)\ P(z;). (%)
0

On commencera par montrer qu’il suffit que cette Telatwn soit vraie pour les polynomes
1, X, -, X" de la base canonique de R, -1[X], et on écrira un systéme linéaire.

b. Montrer qu’alors la relation (*) est satisfaite pour tout polynéme P de Rag,_1[X].
On posera la division euclidienne de P par le polynome P, .

c. Le polynéme P = H(X — a3,)? vérifie-t-il la relation (*), avec les mémes coefficients \; ?
k=1



PROBLEME
PARTIE A. Une généralisation des séries entiéres.
Pour n entier naturel et x réel strictement positif, on pose
n! 1

) Up\T) = 7——<- > Wn\T) =
z4+1)---(z+n) (z) (n+1)* (z)

Up () = p

wp (z
1.a. Simplifier 'expression "(()) pour n € IN* et x € IR’,. En déduire la convergence de la
Wp—-1(T

wy (2
série de terme général In (n()>
Wn—1 (:L‘)
b. En déduire l'existence d’un réel strictement positif {(z), dépendant de z, tel que

im Un(2) =I(x
n—4o0o Un(x) l( ) ’

2. Soit (an)new une suite de nombres complexes, soit « € IR’,. Montrer que la série Z antn ()

n>0
converge absolument si et seulement si la série E an vy (z) converge absolument.

n>0

3. On note A l'ensemble des suites complexes a = (a,)nen telles que la série Z anun () soit
absolument convergente pour tout réel strictement positif z.

a. Donner un exemple d’élément a de A avec a,, non nul pour tout n.

b. Donner un exemple de suite n’appartenant pas a A.

n>0

4. Si a = (an)new est une suite appartenant & A, on note f, la fonction définie sur IR, par

+o0
Vo e R} falz) = Z ap, Up ()
n=0

a. Montrer que la fonction f, est continue sur R .
b. Montrer que lim f,(z) =0.
r—+o0

PARTIE B. Représentation intégrale.

5.a. Soit n un entier naturel. Pour tout k € [0, n], on pose P, = H (X +14).
0<i<n , ik

-, P,) est une base de 'espace vectoriel IR, [X].

b. En déduire lexistence de réels ay, - - -, o, (indépendants de z) tels que

Montrer que la famille (P, - -

n

n! Qg
V>0 sc(x—l—l)-u(x—l—n)ikzzox—i—k'

Exprimer a4 en fonction de k et de n.

1
6. Pour z € IR’ et k € IN, montrer I'existence de I'intégrale / (1- y)””‘Hk dy, et calculer sa
0
valeur en fonction de k et de .



7. Montrer que )
V>0 VnelN / (1 —y)* Ly dy = un(z) .
0
En déduire que, si a € A, alors
+o0 1
Ve>0  fal®) =) an / (1-y)*ty"dy.
- 0
8. Soit a € A. ’

a. Montrer que la série entiere E a,y"™ aun rayon de convergence supérieur ou égal a 1.
n>0

+o0
Pour tout y €] — 1, 1], on pose ¢,(y) = Z any™.
n=0
b. Prouver la relation

1
Ve e R, faulz) = /O 1=y paly) dy .

1
9. Soit la suite a = (a,,) avec ag = 0 et a,, = — pour tout n € IN*. Montrer que a € A et calculer
n

fa(z) pour & > 0.

PARTIE C. Dérivation.
Soit @ = (an)new € A.
10.a. Montrer que la fonction f, est de classe C! sur IR’ , avec

Ve 0 fi(z) = / (1- )" guly) In(1 - y) dy .

b. Montrer que la fonction 1, : y — wa(y) In(1 —y) est développable en série entiere sur
Pintervalle | — 1, 1].

+oo
On note b = (by)new la suite de coefficients tels que Yy €] — 1,1 1, (y) = Z bny".
n=0

c. Déterminer by. Pour tout n € IN*, exprimer b,, a ’aide des ap 0<p<n-1).

11. Pour z > 0 et N € IN*, montrer que

N N N-1 N-—p 1
< |a ‘ ( > .
; (n+1)* = P ; k(k+p+1)®
12. Pour tout entier p tel que 0 < p < N — 1, montrer que
N-p

1 1 /+°° dt
< + _—
pt k(k+p+1)* ~ (p+1)* 1 tt+p+1)®

N-p
13. Montrer que
" 2N

1 <1n(p+1) (1 1) 1
k+p+1)” = (p+1)° z/ (p+1)"

Par la relation de Chasles, on pourra découper lintégrale en une intégrale sur [1,p + 1],
plus une intégrale sur [p + 1, +00[.

14. En déduire que b € A et que f. = fp.



