EXERCICES sur les ESPACES PREHILBERTIENS et EUCLIDIENS
PSI2 2024-2025

Produit scalaire, norme associée, orthogonalité

1. Soient x et y deux vecteurs d’un espace préhilbertien E. Montrer que x et y sont orthogonaux

si et seulement si
VAER |z + Ayl = =] -

e Si x et y sont orthogonaux, alors x et Ay le sont aussi, et la relation de Pythagore donne
Iz + Ayl = llzl® + [2wl? > [l)*
donc ||z + Ay|| > ||z|| pour tout A réel.

e Si ||z + Ay| > ||z|| pour tout A, en élevant au carré, en développant, puis en simplifiant,

on a
YAER 2\ (z|y) + A |yl >0.

La fonction f : A+ 2X (z|y) + A2 ||y|? est dérivable sur R, et elle admet un minimum
(global) en 0, donc f(0) = 0, ce qui donne 2 (z|y) = 0.

2. Soit E un espace préhilbertien réel. Soient f et g deux applications de F vers E telles que

V(z,y) € B2 (2lf(y) = (9(2)ly) -
Montrer que f et g sont des endomorphismes de E.

Soient =1, xo, y des vecteurs de E, soient a et b des réels ; alors

(9(azy +bxo)ly) = (axy +bxa|f(y) = a (z1|f(y)) + b (22]f(y))
= a(glz)y) +b (9(z2)ly)
= (ag(a:) +bglza)ly) -

Ceci étant vrai pour tout vecteur y de E, on déduit g(axq +bxs) = ag(z1) +bg(z2), donc
g est linéaire. On procede de méme pour montrer la linéarité de f.

3*. Soit E un espace préhilbertien, soit u : E — E une application conservant le produit scalaire,

i.e. telle que
V(z,y) € B2 (u(@)|u(y)) = (z]y) .

Montrer que u est un endomorphisme de E.

L’application u vérifie bien siir Vo € E  ||u(z)|| = ||z|| (conservation de la norme).
Il suffit de montrer la linéarité de u. Soient donc x € E, y € E et A€ IR, on a
Hu()\:v +y)— Au(z) — u(y)”2 = Hu(/\a? + y)”2 + 22 Hu(z)”2 + Hu(y)”2 — 2 (u()\x + y)\u(x))

=2 (u(Az +y)lu(y)) + 27 (u(z)[u(y))
= A4yl + 57 22 + Iyl — 22 O + ylo) — 2 O + ly) +2) (aly)
= H()xJU—!—y) —Am—yHQ =0.
On en déduit que u(Az +y) = Au(z) + u(y), c’est ce qu’il fallait démontrer.




4. Soit E = Cl([O, 1],IR). Pour f € E et g € E, on pose
1
< fg>= / £(8) g'(8) dt + (1) g(0) + £(0) g(1) -

Montrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

La bilinéarité et la symétrie sont évidentes. Pour le caractere défini positif, il faut penser a

1 2 1
Mrs. Cauchy & Schwarz, qui nous disent notamment que < / @ dt) < / f'(t)? at.
0 0

Ainsi,

<fif>

/0 F(1)? dt +2 £(0) (1)

v

2
([ roa) 250500 = (50~ 10 +20) 103

= f0*+f(1)* 2 0.
La forme est donc positive et, si < f, f >= 0, alors f(0)*+ f(1)*> = 0, donc f(0) = f(1) =0,
mais on a aussi dans ce cas 1 f’(t)th =0, d’ou f = 0 par le théoréme de stricte positivité,

0
puis f =0 d’ou le caractere défini.

5. Soit A € M, (IR) telle que VX € M,,1(IR) [|AX]|| < ||X]|, ou || - || représente la norme
associée au produit scalaire canonique sur M, 1 (IR) ~ IR"™.

Montrer que VX € M, ;(R) [|[ATX| < |X]||.

Le produit scalaire canonique sur IR™ ~ M,, ;1 (IR) est donné par (X|Y) = X 'Y Soit alors
XeR" ona

[ATX|?=(ATX[ATX)=(ATX)T(ATX)=XTAATX = (X|AATX) .
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors ||ATX||?> < || X|| |AAT X| et, par hypothése,
[AATX|| < ||AT X||. On obtient donc A" X||? < || X |AT X].
Si ATX #0, alors ||[AT X| > 0 et, en simplifiant, on obtient bien A" X|| < || X|.

Si AT X =0, alors I'inégalité demandée est triviale.

6. Soit F le IR-espace vectoriel constitué des suites réelles bornées. Si u et v sont deux suites
+oo

appartenant a F, on pose (u|v) = Z
n=0

a. Montrer que 1’on définit bien ainsi un produit scalaire sur F.

UnVn
n

b. On note F' le sous-espace vectoriel de E constitué des suites “presque nulles”, c¢’est-a-dire
dont les termes sont nuls & partir d’'un certain rang. Déterminer 'orthogonal de F'. Le
sous-espace F' admet-il un supplémentaire orthogonal 7 Déterminer (F L)L.



UpV

n .
converge : en effet, les suites u
Uy Vny MM’

277/ - 27L
convergence absolue de la série définissant (u|v). Les vérifications des caracteres bilinéaire,
symétrique et défini positif, sont laissées & I’éventuel (et bienvenu) lecteur.

a. D’abord, pour (u,v) € E?, la série de terme général

et v sont bornées, donc |u,| < M et |v,| < M’ pour tout n, puis ‘

, d’ou la

b. Pour tout k € IN, notons e*) = (egf))nem la suite définie par egf) = 0k,n, autrement dit la
suite dont le terme d’indice k vaut 1, et les autres valent 0. On a bien e*) € F pour tout k.
En fait, on a plus précisément F' = Vect {e(k) ; ke ]N} Si u € F*, alors, pour tout

U

2%: —

Comme F # E,ona F® F+ = F®{0} = F # E, donc orthogonal F* de F n’est pas un

supplémentaire de F'.

Enfin, (FY)* = {0}* = E, et en particulier (F*)* # F.

entier naturel k, on a (u\e(k)) = 0, donc u = 0. On a ainsi prouvé que F*+ = {0}.

Familles orthogonales ou orthonormales

+oo
7. Soit E = R[X]. Pour (P,Q) € B2, on pose (P|Q) = / Plt) Q(t) e~ dt.
0

a. Montrer que I'on définit bien ainsi un produit scalaire sur ’espace vectoriel E.
b. Calculer (X?|X?) pour p et ¢ entiers naturels.

c. Orthonormaliser la famille (1, X, X 2) pour ce produit scalaire.

a. Tout d’abord, 'intégrale ci-dessus converge: en effet, si le polynome P(Q est non nul, soit
aqX? son terme dominant avec d € IN et ag € IR*, on a alors

2 -t d+2 —t
t“P(t) Q(t) e oo agt® e N 0
1
par croissances comparées, donc P(t) Q(t) e™' = o(t—Q) lorsque t — 400, ce qui garantit
I'intégrabilité de cette fonction continue sur [0, +o00].

Ensuite, on a bien un produit scalaire: La bilinéarité et la symétrie sont évidentes, et on a
+oo

(P|P) = / P(t)* et dt > 0. Comme la fonction t — P(t)? e~ est continue et positive
0

sur IRy, on déduit du théoréme de stricte positivité que (P|P) est nul si et seulement si

Vvt € Ry P(t)?et =0, ce qui entraine que V¢ € IR, P(t) = 0, ce qui entraine enfin

que le polynome P admet une infinité de racines, donc est le polynome nul. On a obtenu le

caractere défini positif.

“+oo
b. Posons I, = / t" e~tdt pour tout n entier naturel. Un calcul classique, par une
0

intégration par parties, donne Iy = 1 puis I, = nl,_; pour tout n € IN*, donc I,, = n!
pour tout n entier naturel.
Ensuite, pour tout (p,q) € IN?, (X?|X?) = I,,, = (p + q)!

c. Notons &€ = (Ey, E1, E>) orthonormalisée de la base canonique (1, X, X?) de Ry [X].



e D’abord, ||1]|? = (1]1) = Iy = 1, le polynéme constant est donc unitaire (dans le sens “de
norme 17). On pose donc Ey = 1.
e Ensuite, (Ey|X) = (1]X) =1, donc V; = X — (Eg|X) Eg = X — 1, qu'il reste & “normer”.
On calcule
X -1P=X-1X-1)=(X|X)-2-AX)+(1[1)=2-24+1=1,

Wi
donc B = —=V1 =X —1.

Wl
e Enfin, (E|X?) = (1|1X?) =2 et (F1]|X?) = (X]X?) — (1]X?%) = 6 — 2 = 4, donc

Vo=X?—(Fo|X?)Ey — (B1| X)) E1 = X? -2 -4(X —1)=X?—4X +2,

Vo W

1
el =2 — S (X7 —4X +2).

puis ||Vz||? = 4 (y’a un petit calcul), donc Ey =

8. L’espace vectoriel E = IR[X] est muni du produit scalaire (-|-) tel que

a

b

c. Pour n > 2, montrer que P,11 — XP, € (]Rn,g[X])

d

Y

1

WPQ eE  (PQ) = / P(t) Q(t) di .

-1

. Etablir Pexistence et 'unicité d’une famille orthogonale (P,)nen de polynomes telle que,
pour tout n, le polynéme P, soit unitaire (i.e. de coefficient dominant 1) de degré n.

. Etudier la parité du polynome P,.
1
. En déduire 'existence, pour tout n > 1, d’un réel A\, tel que P41 = XP, + A\, P,—1.

. Notons (E,) la famille orthonormalisée de la base canonique (X")nen. Alors chaque
polynome FE,, est de degré n: en effet, on a, par construction,

Vect(Eq, -+, E,) = Vect(1, X, -, X™) = R, [X],
donc E, € R,[X] et deg(E,) < n. Et on ne peut avoir deg(E,) < n, sinon la famille

(Eo, -, E,) serait liée. Notons a,, le coefficient dominant du polynéme E, . La famille de
FE
polynomes (P,), avec P, = —* convient.
an
L. . . . . P,
Réciproquement, si une famille de polynémes (P,) convient, en posant U,, = m, on a une
n
famille orthonormale telle que deg(U,,) = n pour tout n, donc telle que Vect(Uy,---,U,) =
Vect(1, X,---, X™) pour tout n, c’est donc, aux signes pres, Porthonormalisée de la base
canonique, i.e. il existe pour tout n un €, € {—1,1} tel que U,, = €, E,. En considérant les
coefficients dominants, on a —— = g,a,, ou ||P,|| = ——, d’out
HPTLH Enln

FE
Pn = HPnH Un = ”Pn” 5nEn = 7" )

n

ce qui prouve 'unicité.



b. Si, pour tout polynoéme P, on note P le polynéme défini par 13(X) = P(—X), on vérifie que
(ﬁ@) = (P|Q). Soit, pour tout n, le polynémeQ,, = (—1)"}3;, ie. Qn(X) =(-1)"P.(—X).
Sim # n, alors (Qm|Qn) = (=1)™ " (Py | Py) = (=1)™*" (P,y|Py) = 0. La famille (Q,,)
est donc encore orthogonale, et il est clair que chaque polynéme @,, est unitaire de degré n.
Par la propriété d’unicité, on a Q,, = P,, donc P, est de la méme parité que I'entier n.

c. Par construction, on a P, € (]Rn,l[X])L pour tout n € IN*. Donc P,y € (IRn [X])J' et,

a fortiori, P41 € (]Rn,Q[X])L. Ensuite, si Q@ € R,_2[X], alors XQ € R,_1[X] et
(XP,|Q) = (P,]XQ) =0, donc XQ € (IR/n_Q[X})l. Par bilinéarité du produit scalaire, on
déduit P11 — XP, € (R, _,[X])".

d. Comme P, 1 et X P, sont unitaires de degré n + 1, le polynéme P, ;1 — X P, est de degré
au plus n. De plus, P,+1 — X P, est de parité opposé a celle de l'entier n, donc il ne
contient pas de terme en X" et appartient finalement & IR,,_;[X]. Pour n = 1, c’est fini.

Pour n > 2, comme (P, -+, P,_1) est une base (orthogonale) de IR,,_1[X], on peut écrire
n—1

Py1—XP, = Z o Py, et, en faisant le produit scalaire avec P; (0 < j < n—2), on obtient
k=0

a; = 0, il reste donc P, y1 — X P, = a1 P,—1, ce qu’il fallait démontrer (& un changement

de notation pres).

9.a. Transformer en produit 'expression sin(n + 1)z + sin(n — 1)z. En déduire que, pour tout
n entier naturel, il existe un unique polynome U, tel que

Ve e R sinx - U, (cosx) = sin(n + 1)x .

1
b. Si P et @ sont deux polynémes de IR[X], on pose (P|Q) = / V1—=t2P(t)Q(¢t)dt. Vérifier
-1

qu’il s’agit d’un produit scalaire sur IR[X] et que la famille (U, )nen est orthogonale pour
ce produit scalaire.

a. e sin(n + 1)z +sin(n — 1)z = 2 cosz sin(nz).
e Unicité : si, pour un n donné, il existait deux polynomes U et V tels que
Ve e R sin(n 4+ 1)x =sinx - U(cosz) =sinx - V(cosx) ,
alors on aurait Va €]0,7[ U(cosx) = V(cosz) puisque sinx n’est pas nul. Ensuite, la
fonction cos réalise une bijection de |0, 7[ vers | — 1,1[, donc V¢t €] —1,1] U(t) = V(¢) :
le polynéme U — V' aurait une infinité de racines, d’ou U = V.
e Existence par récurrence (double) sur n : Pour n = 0 et n = 1, les polynémes Uy = 1 et
U; = 2X conviennent. Supposons 'existence de polynémes U, _s et U,_1 pour un entier
n > 2 donné, alors
sin(n+1)x = 2 cosz sin(nz) —sin(n — 1)z
= 2cosz sinz - U,_1(cosx) —sinz - Uy, _o(cosx)

= sinz-Up(cosz) ,



ou U, est le polynéme défini par U, =2 X U,,_1 — U, _o.

b. On vérifie rapidement que (-|-) est une forme bilinéaire symétrique sur IR[X]. De plus,
1

(P|P) = / 1 —t2 P(t)>dt > 0 et, si (P|P) = 0, alors la fonction ¢ + /1 — t2 P(t)? est

0
nulle sur [—1, 1] (fonction continue positive d’intégrale nulle), donc V¢ €]—1,1] P(t) =0:
le polynéme P a une infinité de racines, donc P = 0, on a prouvé le caractere défini positif.

Si p et ¢ sont deux entiers naturels distincts, on a

Wiy = [ Vienouoa
/O V1 —cos?z Up(cosz) Uy(cosz) (—sinz) dz

= /0 (sinz - Uy(cosx)) (sinz - Ug(cosz)) dx

us

sin(p 4+ 1)z - sin(g + 1)z dz

-/OF [cos(p —q)x —cos(p+q+ Q)x] dz

{sin(p—q)x}’r 1 [sin(p—&-q—i—Z)a:}7T
p—q Jo 2 p+qg+2 o

I
(aw]
N | = m\r—lh

la famille (Uy,)nen est orthogonale pour ce produit scalaire.

10. Soient z1, - - -, x,, des vecteurs d’un espace préhilbertien réel E. On note G = (g;;) € M, (IR)
la matrice définie par g;; = (z;|z;).
a. Montrer qu’il existe une matrice (rectangulaire) M telle que G = M T M. On pourra pour
cela introduire une base orthonormale du s.e.v. F = Vect(xy, -+, 2y).

b. En déduire que le rang de la matrice G est égal au rang de la famille de vecteurs (z1, -+, Zy,).

a. Soit r le rang de la famille de vecteurs X = (x1,---,z,), le sous-espace vectoriel
F = Vect(zy, --,z,) de FE est de dimension r, et admet une base orthonormale
B = (e1,---,e). Notons M = Matg(X) € M, ,(IR) la matrice de la famille de vecteurs

X relativement & la base B : si M = (ar,i)1<k<r1<i<n, alors pour tout ! € [1,n], on a
s

T = E ag,ex (le I-eme vecteur est disposé sur la I-éme colonne). On vérifie alors que, si
k=1

(i,7) € [1,n]* on a g;; = (zi|v;) = Zak,iak,j = (M"M);, donc G=M"M.
k=1

b. Montrons d’abord le résultat suivant : si M € M, ,(IR) est une matrice rectangulaire
quelconque, alors Ker(M " M) = Ker M. En effet, soit X € R" ~ M, 1(RR) :



-si MX =0, alors M MX =0, (donc Ker M C Ker(M " M)) ;

-si MTMX = 0,, alors X'M"MX =0, soit (MX)" (MX) =0, donc |[MX|?* =0
(norme euclidienne canonique sur IR"), donc M X = 0, (et cela prouve l'inclusion inverse).
Les matrices M et G = M ' M ayant le méme nombre de colonnes n (dimension de l'espace

de départ de lapplication linéaire canoniquement associée), le théoreme du rang permet
d’écrire

rg(G) = rg(M"M) = n—dimKer(M"M)
= n —dim(Ker M)
= g(M) = rg(Mats(X)) = rg(X).
. Remarque : Montrons directement le résultat du b. Pour cela, notons Ci, ---, C), les

vecteurs-colonnes de la matrice G qui sont des éléments de I’espace vectoriel IR".

n
e Soient A1, - -+, A, des réels tels que Zijj = 0g. Alors, pour tout ¢ € [1,n], on a
j=1

n n n
ZAjgi,j = Z/\j(ﬂfi|$j) = (l“z | Z/\jﬂﬁj) = (zil0g) =0,
j=1 j=1 j=1
on en déduit la relation Z A;C; =0, dans R".
j=1

n
e Inversement, si des réels A\, - -+, \,, vérifient Z A;C; = 0y, alors, pour tout i € [1,n],

j=1
on a ZAjgi"j = (Iz | Z/\jxj) = 0, d’ou
Jj=1 Jj=1
i=1 Jj=1 Jj=1

n
et Z )\jxj = OE
j=1

e On a donc prouvé 1'équivalence
VO, A) €RY Y NG =0, <= Y Na; =0g
j=1 j=1

les relations de dépendance linéaire entre les colonnes de la matrice G sont exactement les
meémes que les relations entre les vecteurs x; eux-mémes. Autrement dit, les applications
linéaires

P R" — E P o R" - R"

A, ) = Y Ay A1y da) = Y NG
j=1 j=1



ont le méme noyau ; comme elles ont le méme espace de départ (de dimension finie), on
déduit qu’elles ont le méme rang, soit

rg(zy,- -, o) =189 =1g7p =18(Ch, -, Cp) =18(G) .

11. Soit £ = IR3[X] muni du produit scalaire :
1
(P.Q)w [ POQE .
-1

Déterminer la base de E obtenue par orthonormalisation de Schmidt de la base canonique
By = (1, X, X% X3).
e On commence par justifier que (-|-) est bien un produit scalaire sur E (laissé au lecteur).

e Posons ¢; = X* (0 < i < 3), et notons (uo, u1, us,uz) la base orthonormalisée. D’abord,
1

1
ug = o _ puisque ||eo|? = / dt = 2. On constate ensuite que les vecteurs ey et e;
leol V2 -1

sont orthogonaux puisque (egle1) = / t dt = 0, il suffit donc de normer le vecteur eq, et
-1

1

€1 \/g . 2 2 2

u1 = — = 1/ = X puisque ||e]| z/ t=dt = -.
lex]] 2 —1 3

On pose ensuite ve = eg — (uglea) ug — (uglea) u; = eg — 3 uy = X% — 3’ on norme ensuite

V2 45 \/m 2
= —_— = _ = —_— X — ]_ .
T el VR T 8 )
3

Enfin, on pose w3 = eg — (ugles) up — (u1les) uy — (uzles) ug = ez — - u = X3 — E X,

ce vecteur, et

et on le norme :
v VT V14

Uz = = vy = 5X3 —3X).
Tl 22T )

12*. Soit F un espace euclidien, soit u© un endomorphisme de E, de trace nulle.
a. Montrer qu’il existe un vecteur = non nul de E tel que (u(z)|z) = 0.

b. Montrer qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u a tous ses
coefficients diagonaux nuls. On pourra raisonner par récurrence sur la dimension de E.

a. Soit (¢1,---,€&,) une base orthonormale de E, on a alors tr(u) = Z (u(es)lei) = 0.
i=1
Si tous les termes de cette somme sont nuls, alors x = &; convient, pour n’importe quel
i€ [1,n].



Sinon, comme la somme est nulle, il existe deux indices ¢ et j distincts tels que (u(sz) \51) >0
et (u(e;)le;) < 0. L’application f : ¢ — (u((l —t)e; +te; )| (1—t)e; +tsj> est continue sur
[0,1], cela résulte notamment de la continuité des applications linéaires (I’endomorphisme
u) et bilinéaires (le produit scalaire) en dimension finie. Comme f(0) > 0 et f(1) < 0,

par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe tg €]0, 1] tel que f(to) = 0. Le vecteur
x = (1 —to)e; + tog; convient alors (il est non nul cas €; et €; ne sont pas colinéaires).

b. Initialisation évidente: si n = dim(E) = 1, si tr(u) = 0, alors u est ’'endomorphisme nul.

Soit n > 2, supposons la propriété vraie dans tout espace euclidien de dimension n — 1.
Soit u € L(E) avec E euclidien de dimension n. La question a. permet d’obtenir un vecteur
unitaire e; de E tel que (u(e)|e1) = 0. Soit D = Vect(e1) et H =D". SiC = (ea, ", ep)
est une base orthonormale de H, alors B = (ej, e, -,e,) est une base orthonormale
0 L
(&
LeMi,-1(R),C e My_11(R) et A € M,,_1(R) telle que tr(A) = tr(M) = tr(u) = 0.
Notons v I'endomorphisme de H tel que Mate¢(v) = A, on a alors tr(v) = tr(A) = 0. Par
I'’hypothése de récurrence, il existe alors une base orthonormale C' = (eb,---,el) de H
telle que les coefficients diagonaux de la matrice A’ = Matc/(v) soient tous nuls. La famille

B = (e1,€y, -, e) est alors une base orthonormale de F, et la matrice M’ de u dans cette

v n

base a tous ses coefficients diagonaux nuls. En effet, soit P = Pg g € GL,, (IR) la matrice de
passage de la base B & la base B’ dans E. Comme le premier vecteur e; est inchangé et que

Vect (e, - -, el) = Vect(eq,---,e,) = H, cette matrice est de la forme P = (01 Oé”>
n,l

de E dans laquelle la matrice de u est de la forme M = Matg(u) = avec

avec @ = P¢ ¢ € GL,—1(IR). Un calcul par blocs montre que

;e (1 0\ (0 L 1 0, _( 0 LQ
w=rir=(o¢4) (& 5) (o @)= (ofe )

Les coefficients diagonaux de M’, qui sont 0 et les coefficients diagonaux de A’, sont donc
nuls.

Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

s
13. Pour tout (a,b) € R?, on pose I(a,b) = / (asinz+bcos x—2)?dz. Déterminer le minimum
0

de I(a,b) lorsque (a,b) décrit I]R?.

Soit E = C([O, 7, ]R), muni du produit scalaire (f|g) = fg. Soient les fonctions
[0,7]
C:X—rCOST .

e:x—x S:xrrsine

3 )

Alors I(a,b) = |le — (as+bc)||? et, si 'on note P le plan vectoriel P = Vect(s, c), alors

= min I(a,b) = d(e, P)2 = |le||® — 2,
mi= min (a,b) = d(e, P)* = |le[|* — [lpp(e)|l

en notant pp le projecteur orthogonal sur le plan P. D’autre part, si (1,¢2) est une base
orthonormale du plan P, on a



pp(e) = (eile)er + (e2le)ea et [Ipp(e)l* = (exle)® + (e2le)? .
T
La famille (s,c¢) est orthogonale puisque (s|c¢) = / sina cosx de = 0, il suffit donc de
0
normer ces “vecteurs” pour avoir une base orthonormale du plan P. Or, ||s||* = ||¢[|* =

s v
. m /2 /2 .
/ sin’x dz = / cos?z dr = 5 on posera donc €1 = {/— s et g5 = {/— ¢. On acheve
0 0 vis v

I’exercice par quelques calculs d’intégrales :

2 [T 2 [T 2 9 T, w3
(e1le) =/ = | asinzdz =v2r ; (ez]e)=4/= [ zcosadr=-2¢/= ; |e||®= xide = — ;
7 Jo T Jo s 0 3

enfin,
3
8
m = el ~ (eale)? — (eale)? = T —2m— .

1
14. Pour tout (a,b) € R?, on pose I(a,b) = / (az + b — Inx)? dz. Déterminer le minimum de
0
I(a,b) lorsque (a,b) décrit IR?.

Soit E = L?(]0,1]) 'espace vectoriel des fonctions continues et de carré intégrable sur

I'intervalle ]0, 1], & valeurs réelles. On munit cet espace vectoriel du produit scalaire défini par
1

(flg) = / f(x) g(x) dz, c’est ainsi un espace préhilbertien. Soient les fonctions u : x +—

0
v:x— let f:xw— In(x) sur]0,1], elles appartiennent & E: c’est évident pour les deux
premieres qui sont prolongeables en des fonctions continues sur le segment [0, 1]. Par crois-

1
sances comparées, on a lim v/z (Inz)? = 0, donc (Inx)* = 0<—) lorsque z tend vers 07,
x—0 \/5

ce qui garantit que la fonction f = In est de carré intégrable sur ]0, 1].

On a alors I(a,b) = |lau + bv — f||?, et rechercher le minimum de cette expression revient
a rechercher la distance minimale du “vecteur” f a un “vecteur” de la forme au + bv,
c’est-a-dire décrivant le plan vectoriel P = Vect(u,v). Finalement,

m= min I(a,b)=d(f,P)*=|f-pr(HI*=fI"~lpr(HI*

(a,b)eR

selon des formules du cours (c’est essentiellement la relation de Pythagore). Si I'on dispose
d’une base orthonormale (eq, e1) du plan P, on aura alors pp(f) = (eo|f)eo+ (e1|f)e1, puis

*) = lepDIP = (eol ) + (el ))* -

Passons aux calculs: il s’agit donc d’orthonormaliser la base (v, u) du plan P et de calculer
quelques produits scalaires, autrement dit des intégrales.

1
C’est parti pour le schmidtage: on a |[v]|* = / dt = 1, donc eg = v, c’est-a-dire eg(z) = 1.
0

1

1 1
Puis (ep|u) = (v|u) = / xdx = 2 donc on va poser €1 = u—p,(u) = u— (vju)v = u— 2
0



1 ! 1\2 1

soit la fonction z — x — =. On a H€1||2:/ (;1:77) dzr = —, puis e; = = =2V3¢y,
2 0 12 lleall

donc e (z) = V3(2z — 1).

De (*) ci-dessus, on déduit

(12 = ([ mwar) 45 ([
7 7 1

1
ism= min_I(a,b) = | f||* - 2:/1 dr— - =2—~=-.
puis m = wmin | (a,0) =l fII" = llpp (Sl ; (Inz)®de — 2 11

1 2
(2z—1) lnmdm> =14+3x-=-

15. L’espace vectoriel E = M,,(IR) est muni du produit scalaire (A|B) = tr(A' B). Soit J la
matrice de M,,(IR) dont tous les coefficients sont égaux & 1, soit H I’hyperplan constitué
des matrices de trace nulle. Déterminer la distance d(J, H).

L’hyperplan H est constitué des matrices M telles que tr(I;r M) = 0, autrement dit telles
que (I,|M) = 0. L’orthogonal de 'hyperplan H est donc la droite vectorielle D = Vect(I},)

constituée des “matrices scalaires”. Autrement dit, un “vecteur” unitaire normal & cet

1 1
—— I,,. On en déduit, d’apres le cours, que

Il v

d(J,H) = [lpp ()| = [|(N]7) N|| = |(N].7)] =

hyperplan H est la matrice N =

tr(J) =+v/n.

Si-

Projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien

16. On consideére l'espace E = IR,,[X], muni du produit scalaire défini par (P|Q) = Z apby si
k=0

P = Z aprX® et Q= Z b X". Déterminer le projeté orthogonal du polynéme constant
k=0 k=0
Py =1 sur 'hyperplan H = {P EF|P(1)= 0}.

n
Ona H= {P = Zaka € R,[X] ‘ agt+ai+---+a, = 0}7 donc un “vecteur” normal &
k=0
I’hyperplan H est le polynéme N = 14+ X +-- -4+ X". Pour avoir un vecteur normal unitaire

N N
(i.e. de norme 1), on considére le polynéme U = —— = . Alors H* = D = Vect(U)
NI Vn+1

dans l'espace euclidien E. Le projeté orthogonal de Py = 1 sur D est donné par la formule
bien connue
1 N 1

- vn+1lvn+1 :n—|—1

Enfin, P et H étant supplémentaires orthogonaux dans F, on a

pp(Po) = (U|Py) U 1+X4+--+X").



1 n 1 ~
P) =P, — P)=1— N = — EXk.
H( 0) 0 pD( 0) n+1 ntl n+1k71

17. Soit p un projecteur dans un espace euclidien E. Montrer que p est un projecteur orthogonal
si et seulement si Ve € E ||p(x)] < ||z||.

Posons FF = Imp et G = Kerp. On a alors F = F & G, et p est le projecteur sur F
parallelement & G. Dire que p est un projecteur orthogonal signifie que G = F*.

e Si p est un projecteur orthogonal, on a ||p(z)| < ||z|| pour tout x de E, c’est du cours,
c’est l'inégalité de Bessel. Sa preuve est simple: on écrit © = p(x) + (ac — p(x)), avec
p(x) € F et x —p(x) € G = F*, ces deux vecteurs sont donc orthogonaux et la relation de
Pythagore donne [la]* = [|p(e) > + [l — p(x) > > [p()].

e Si p vérifie la relation ||p(z)| < ||=| pour tout z, choisissons z appartenant 4 G*. Comme
p(z) —x € G = Kerp, ces deux vecteurs sont orthogonaux et de nouveau Pythagore nous
donne

lp(@)II? = ||z + (p(x) — 2)[|* = Jall> + lp(z) — ]| .

L’hypothese [|p(z)|| < |lz|| entraine alors que ||p(z) — z||* < 0, ce qui n’est possible que si
p(z)—z = 0p, c’est-a~dire si z € F. On a ainsi prouvé l'inclusion G+ C F. Comme G et F
sont tous deux des supplémentaires de G, on a d’autre part égalité des dimensions, donc
Gt = F, puis (GH)* = F1, soit G = F*+, ce qu'il fallait démontrer.

18.a. Soit p un projecteur orthogonal dans un espace euclidien E. Montrer que, pour tout z € F,
on a [|p(z)|| < ||z et (p(z)]z) > 0. Dans quel cas a-t-on (p(z)|z) =07?
b. Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux dans un espace euclidien E. Montrer que les
valeurs propres de 'endomorphisme f = p o ¢ appartiennent & [0, 1].

a. ® Si p est le projecteur orthogonal sur le sous-espace F, alors p(z) € F et x — p(z) € F*,
donc ces deux vecteurs sont orthogonaux et la relation de Pythagore s’applique :

]2 = [lp@) + (= = p@)[|* = [[p@)]]* + ||z = p@)]* = [|p(@)][|”
on a donc ||p(z)|| < ||z|| pour tout x.
e On a (p(a)l2) = (p(@) p(x)) + (p(a)lz — p(x)) = ()2 > 0, puisque les vecteurs p(z)
et z — p(z) sont orthogonaux. De plus, (p(z)|z) =0 <= p(z) =0 < z € F-.
b. Soit A une valeur propre de f = pog, soit x un vecteur propre associé : f(z) = Az et x # 0.

o Ona | f(2)] = |p(e(@))| < [la()|| < ll=]| dapres a., donc [A] 2] < [l et [A] < 1,
autrement dit A € [—1,1]
(@)]q(

1
(@) = (p(g(2))lg(2)) = ||p(a(@))||* = | £ (@)]* > 0, mais
(f(@)la(@)) = (\zla(z)) = A (z]a(x)) = A ()] .

e On a aussi (



Donc A ||g(z)[|* > 0 ; si g(z) = 0, alors f(z) = p(g(z)) = 0 donc A = 0 ; sinon, [|g(z)|* > 0
donc A > 0. Dans tous les cas, on déduit A € [0, 1].

19. Soit H un hyperplan d’un espace euclidien F, soit u un vecteur de £ n’appartenant pas a H,

soit n un vecteur normal & H. On note p le projecteur sur H parallelement & D = Vect(u).
Pour tout « € F, exprimer p(z) & l'aide des vecteurs z, n et u.

Comme u est un vecteur de E n’appartenant pas a 'hyperplan H, on sait que la droite
D = Vect(u) est un supplémentaire de H dans E. Tout vecteur z de E admet donc une
unique décomposition en © = h + \u avec h € H et A réel, et on a alors p(z) = h.

11 suffit de faire le produit scalaire avec n. Comme (n|u) = 0, cela donne

(n|z) = (nlh + M) = (n|h) + X (n|u) = X (n|u)

donc A = En:x; En effet, (n|u) est non nul puisque u ¢ H. Finalement,
nju
(nlz)
plr)=h=1x-— .
(n|u)

Remarque. J'ai supprimé les hypotheses que u et n sont unitaires, qui ne servent & rien!

Isométries. Matrices orthogonales.

20. Montrer que les endomorphismes orthogonaux d’un espace euclidien E qui sont diagonali-

sables sont les symétries orthogonales.

e Soit u € O(E), alors Sp(u) C {—1,1}. Si u est diagonalisable, ’endomorphisme u admet
alors comme polynéme annulateur (X —1)(X +1), donc u? —idg = 0 et u est une symétrie.
Enfin, si une symétrie u est une isométrie vectorielle, alors c¢’est une symétrie orthogonale:
en effet, soient F' = Ker(u — idg) et G = Ker(u +idg), on a alors E = F @ G et u est
la symétrie “par rapport & F' et parallelement & G”. Si on prend y € F et z € G, on a
(ylz) = (u(y)| — u(z)) = —(u(y)|u(z)) = —(y|2) par conservation du produit scalaire, donc
(y|z) = 0. Ainsi, G C F* et, par des arguments de dimensions, G = F*, ce qui prouve que
u est une “symétrie orthogonale”.

e Si u € L(E) est une symétrie orthogonale, alors u est une isométrie vectorielle
(un automorphisme orthogonal): en effet, si u est la symétrie orthogonale par rapport & F,
siz€ E,onaxz=y+zavecy € F et z€ FL, puis u(z) = y — 2, et enfin, les vecteurs y
et z étant orthogonaux, de Pythagore, on déduit que ||z||* = Hu(x)”2 = |ly[|* + ||z/|*, ainsi
u conserve la norme. De plus, v vérifie u? = idg, donc admet pour polynéme annulateur
(X —1)(X 4+ 1), qui est scindé a racines simples, donc u est diagonalisable.

21%*.

Déterminer les matrices orthogonales de O, (IR) dont tous les coeflicients sont positifs ou
nuls.

Soit A = (a; ;) une telle matrice.



Si j et k sont deux indices distincts dans [1, n], alors les colonnes C; et Cj, sont orthogonales,
n

ie. E a;i ja; ) = 0. Mais les termes de cette somme étant tous positifs, ils sont donc tous

i=1
nuls. On a donc obtenu

*) Y(i,j, k) € [1,n]? jA k= a;ja;,=0.

On en déduit que, pour tout i € [1,n], la i-eme ligne comporte exactement un coefficient
non nul. En effet, elle en comporte au moins sinon la matrice A ne serait pas inversible.
Sijo € [1,n] est tel que a; j, # 0, alors la relation (*) entraine que tous les autres coefficients
de la ligne 7 sont nuls. Ce coefficient a; ;, vaut nécessairement 1 puisqu’il doit étre positif
et que chaque ligne est un vecteur unitaire de IR".

On peut maintenant définir une application o : [1,n] — [1,n] telle que, pour tout i, le seul
coefficient non nul de la i-eme ligne soit a; (;). Cette application est injective puisque, si 'on
avait o(i) = o(i’) avec i # 7', alors la colonne numéro (i) comporterait deux coefficients
non nuls, ce qui est aussi impossible (méme raisonnement que celui fait sur les lignes). Elle
est donc bijective, et ¢’est une permutation de ensemble [1,n].

Les matrices ainsi obtenues sont appelées matrices de permutation et elles sont bien str
au nombre de n!. Réciproquement, il est immédiat que ces matrices conviennent.

< n. On pourra utiliser le

22. Soit A = (a;;) € O(n). Montrer que Z laij| < nyn et ’Zaij
i,j 4,7

vecteur U = (1,1,---,1) de R".

Rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans IR"™ muni de sa structure euclidienne canon-
ique : st X = (21, ---,z,) 6 Y = (y1,--,yn) sont deux vecteurs de IR", on a alors

n 1/2 n 1/2
< (Zx?) (ny) . En particulier,
i=1 i=1
n 1/2

i=1
Et si l'on remplace le vecteur X par le vecteur X' = (|z1,---,|r,|), on obtient
n n

1/2
Z |z;| < v/n (fo) ! , ou encore || X||1 < v/n||X|2 (normes usuelles sur R™).
i=1 i=1
Notons Ci, - -, C, les vecteurs-colonnes de la matrice A, ainsi C; = (a1;,---,a,;) € R" ;
la matrice A étant orthogonale, on sait que la somme des carrés des coefficients de chaque
colonne vaut 1, autrement dit ||Cj[2 = 1 pour tout j, donc par Cauchy-Schwarz, on a

IG5l < v/, d'on

(XY < XY, ou encore | aiy:
i=1

n
si on prend pour Y le vectewr U = (1,---,1), on obtient ‘le
i=1

n n

ZMM = Z <Z|ai7j|> = Zn:th <n+yn.

ij j=1 =1

n

D’autre part, posons V = (vy,---,v,) = AU, on vérifie que v; = E a;; : la i-ieme coor-
=1

donnée du vecteur V est la somme des coefficients de la i-ieme ligne de la matrice A. On a,



toujours par Cauchy-Schwarz,
n
S| =[S
i, i=1

Or, |[V]l2 = [J[AU|l2 = ||U||2 = v/n : en effet, 'endomorphisme de IR" canoniquement associé
& la matrice A est orthogonal, donc conserve la norme (euclidienne) des vecteurs, ou encore,
plus formellement,

IVIZ2=VTV =(AU)" (AU)=UTATAU =U"U = |U||2

<vi(22) = vavie.

i=1

puisque AT A = I,,. On en déduit la deuxiéme inégalité demandée.

23. Soient M et N deux matrices de GL,,(IR). Montrer que 'égalité M "M = NN a lieu si et
seulement s’il existe une matrice orthogonale U telle que M = UN.

e Si M = UN avec U orthogonale, alors M'M = (UN)'"UN = N'U'TUN = N'N,
puisque U'U = I,,.

e Réciproquement, si MM = NN, posons U = MN !, alors
UT =(N"HTMT = (N IMT
on a alors
U'U=WN")""M"TMN'=(N")INTNNt=1,,
donc U est orthogonale et M = UN, ce qu’il fallait démontrer.

25.a. Soit M € O,,(IR) une matrice orthogonale telle que M + M " = 2I,,. Montrer que M = I,,.

b. Soient A et B deux matrices orthogonales distinctes dans O,,(IR). Montrer que

(4, B] 0 On(R) = {A, B} .

a. Posons M = (a; ;). La relation M + MT =21, donne en particulier 2a; ; = 2 pour tout j,

les coefficients diagonaux a; ; de la matrice M sont donc tous égaux & 1. Comme, pour tout j,
n

on a Z a?’j =||C;|> = 1 (la somme des carrés des coefficients de la j-éme colonne vaut 1),
i=1

on en déduit que les autres coeflicients (non diagonaux) de cette colonne sont nuls. Donc

A=1,.

b. Soient A et B deux matrices orthogonales. Soit M € [A, B, alors M = (1 — \)A+ AB avec
X € [0, 1]. Si on suppose M orthogonale, alors M "M = I,,, soit

((1 — M)A+ )\B)T ((1 —NA+ AB) =1,

ie. (1-XN?ATA+MN1-N(A"B4+B"A)+)NB'B=1,,
ie. (1-MANATB+BTA)=2)\X1-\1,,



ie. (1-MA[(A'B+BTA)-21L,]=0.
On en déduit que:
- soit A = 0, auquel cas M = A ;
- soit A =1, auquel cas M = B ;
- soit A €]0,1[, auquel cas AT B+ BTA = 2I,,, i.e. (ATB) + (A"B)" = 2I, et, comme

la matrice ATB = A7'B est orthogonale, on déduit du a. que ATB = A™'B = I,,, soit
A=B.

L’improbable (mais toujours bienvenu) lecteur conclura.

Matrices et endomorphismes symétriques. Théoreme spectral.

33. Plusieurs petites questions indépendantes:

a.

b.

Soit A € M,,(IR) telle que AATA = I,,. Montrer que A = I,,.

Soit A € M, (IR) telle que la matrice A + A" est nilpotente. Montrer que A est anti-
symétrique.

. Soit A € M,,(IR), on suppose que A est “normale” (AA"T = AT A) et nilpotente. Montrer

que A = 0.

. En transposant la relation AATA=1,,ona ATAAT = (I,)" = I,,, puis

A=AL =AATAAT) = (AATA) AT =T, AT = AT .

la matrice A est donc symétrique réelle. On a donc en fait A® = I,,. Mais, par le théoréme
spectral, A est diagonalisable sur IR, et comme elle admet pour polynéme annulateur X>—1,
sa seule valeur propre réelle possible est 1. Finalement, A est semblable a la matrice-identité
I,, puis A = I,,.

. La matrice B = A+ AT est symétrique réelle (évident), elle est donc diagonalisable, et

comme elle est nilpotente, sa seule valeur propre est 0. Donc B=0et AT = —A.

. La matrice B = AAT = AT A est symétrique réelle (calculer sa transposée!), donc diagona-

lisable, et elle est nilpotente: en effet, A est nilpotente donc on a A? = 0 pour un certain
entier naturel p, puis B? = (AA")? = AP (A")? puisque A et A" commutent, donc BP = 0.
On conclut comme en b. que B = 0. On a donc AT A = 0, puis [|A4]|?> = tr(A" A) = 0, donc
A est la matrice nulle. On a utilisé ici la norme sur M, (IR) associée au produit scalaire
“canonique” défini par < M, N >=tr(M " N).

34. Que dire d’une matrice A € S, (IR) telle que A3 —2424+34=07

Par le théoreme spectral, une telle matrice A est diagonalisable sur IR, mais ses valeurs
propres doivent étre racines du polynéome annulateur

P=X>-2X?+3X=X(X?-2X+3)=X [(X -1)*+2].

La seule racine réelle de P est 0, donc Sp(A) C {0}, puis A est semblable & la matrice nulle,
puis A = 0.



-1 -1 0

Oui, bon, c’est un exo peu intéressant! On constate que A est symétrique réelle, donc il
existe effectivement P € O3(R) et D € M3(IR) diagonale, telles que A = PDP™! =
PDPT. Rechercher P revient & construire une base orthonormale de vecteurs propres. Je
me borne & donner les résultats, on trouve trois valeurs propres distinctes, donc il y a
trois sous-espaces propres qui sont des droites vectorielles, je signale toutefois que le fait de
savoir A symétrique réelle permet, lorsqu’on dispose de deux vecteurs propres unitaires et
orthogonaux, de calculer le troisieme en faisant le produit vectoriel des deux premiers. On

trouve
N S
V2 3 V6
-1 0 0 1 9
A=PDP'=pPDPT, avec D= 0 0 0 et P=| 0 — =
0 0 3 V3 V6
111
V2 V3 Ve
“+o0
36. Pour P et Q dans IR[X], on pose < P,Q >= P(t) Q(t) e~ " dt.
0

a. Montrer que < -, - > est un produit scalaire sur I’espace vectoriel IR[X].

b. Soit ¢ : P — Q = XP" + (1 — X)P'. Montrer que ¢ est un endomorphisme de IR[X],
symétrique pour ce produit scalaire.

a. D’abord lintégrale converge: si P et Q sont deux polynémes, par les croissances com-
parées usuelles, on a , 1iE1 t2 P(t) Q(t) e™" = 0, ce qui garantit I'intégrabilité sur IR, de
—+00
t— P(t) Q(t) e~ " et l'existence de < P,Q >.

Bilinéarité et symétrie sont de pures formalités.

“+o0
Pour le caractere défini positif, on a < P,P >= / P(t)2 et dt > 0 par positivité
0
de l'intégrale. Et, si < P,P >= 0, alors la fonction continue et positive ¢t — P(t)* e~
est nulle sur R4, ce qui entraine que le polynéme P a une infinité de racines, donc P = 0.
On a bien un produit scalaire sur IR[X].

b. La linéarité de ¢ résulte de la linéarité de la dérivation, donc ¢ € £L(IR[X]).
Il faut ensuite vérifier I'égalité (p(P),Q) = (P,¢(Q)) pour (P,Q) € (IR[X])Q. Zou, c'est



(p(P),Q) = /OHO <(t P'(t)+ (1 —1t) P'(1)) et> <Q(t)) dt i.p.p.

= [(rae) (o)) - [T o) (o)

“+o0
—/ tP'(t) Q' (t)e tdt.
0

Commentaires: on a fait une intégration par parties que le lecteur pourra retrouver facile-
ment en s’aidant du parenthésage de ce corrigé ; cette i.p.p. sur [0, 400[ est justifiée par la
convergence des différents termes, notamment le terme entre crochets est nul.

On obtient une expression désormais “symétrique en P et Q7 (ils sont interchangeables), on
trouve donc le méme résultat en partant de <P, cp(Q)>, I’endomorphisme ¢ est symétrique
pour le produit scalaire < -, - >.

37. Soit E un espace euclidien, soit © un endomorphisme symétrique de E, de valeurs propres
(distinctes) A1, ..., A, rangées dans l'ordre croissant (A1 < Ay < ... < A;,). Pour tout
i € [1,m], notons E; le sous-espace propre associé a la valeur propre J;.

a. Montrer que Vz € B Aif|z|* < (u(x)]z) < Apllz|?.

b. Pour quels vecteurs x I'une des deux inégalités ci-dessus est-elle une égalité ?
1

c. Soit M une matrice quelconque de M,,(IR), on pose S = 3 (M 4 MT). On note a (resp. )

la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de S. Montrer que toutes les valeurs
propres réelles de M appartiennent & lintervalle [, 5]. Qu’en déduit-on lorsque M est
antisymétrique ?

m
a. D’apres le théoreme spectral, u est diagonalisable donc E = @Ei et on sait aussi
i=1

que les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux, ce que 'on peut écrire

1 1 1L
E=F & E, ® -+ @ E, (cest une somme directe orthogonale). Soit z € F, on le

m m
décompose suivant cette somme directe : z = E z;, on a alors wu(z) = E Aixi, puis
i=1

=1
m

llz||? = Z llz:]|? (relation de Pythagore car les x; constituent une famille orthogonale) et

(u(@)lz) = (3o N | Yowy) =D Aailey) = D- Al
i=1 =1 irj i=1

i=1

Donc (u(z)|z) = Z Ail|zi]|? > Z)\lﬂxiﬂz =\ Z llz:]|?> = A1]|z]|? ; on obtient de méme
i=1 i=1 i=1
(u(@)la) < Am [l2]]*.

b. On a les équivalences



(u(@)]z) = A1 [l Y =) Jlzil =0
=2

Vie[2,m] (=) llzl®=0 (%)
Vie[2,m] |zi]|>=0
ek

ree 1

(*) car une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul. De
méme,

(u(z)|z) = A ||2]]* <= z € Epp .

c. Soit A une valeur propre réelle de M, soit X € IR"™ un vecteur propre associé : X # 0 et
MX = AX. Lamatrice S est symétrique réelle, donc représente canoniquement un endomor-
phisme autoadjoint de IR, la question a. montre alors que o || X|* < (SX|X) < 3 ||X|?,
ol (-|-) représente le produit scalaire canonique de IR” défini par (X|Y) = X 'Y On a donc

aX'X<XTSX<pBXTX.
1 1
D’autre part, X' S X = 3 (X"TMX+X"M"X)= 5 (XTOX)+(X)" X)=AXTX.
On a finalement o X' X <AX'X <BX'X, avec X' X = || X||? >0, dott A € [, 3].
1
Si M est antisymétrique, alors S = A (M+M")=0,donc a=p8=0et Spr(M) C {0}.

La seule valeur propre réelle possible pour une matrice antisymétrique réelle est donc 0.

39. Soient u et v deux endomorphismes symétriques d’un espace euclidien F, qui commutent.
Montrer qu’il existe une base orthonormale B de E dans laquelle u et v sont représentés
par des matrices diagonales.

Notons A1, - -+, A, les valeurs propres distinctes de u, et Fy, ---, F,, les sous-espaces
propres associés. Si u et v commutent, les sous-espaces propres F; de u sont stables par v.
Pour tout 7 € [[1,m], notons v; Pendomorphisme de F; induit par v. Chaque v; est auto-
adjoint puisque v est, donc par le théoreme spectral, il existe une base orthonormale B5;
de E; constituée de vecteurs propres de v; (et donc de v), mais les vecteurs de cette base
B; sont aussi des vecteurs propres de u puisqu'ils sont dans F; = E),(u). La famille de
vecteurs B obtenue par concaténation des familles By, ---, By, est alors une base de F
m

puisque E = @Ei, orthonormale car chaque B; est orthonormale et les F; sont deux a
i=1

deux orthogonaux. B est donc une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres

communs aux endomorphismes u et v, ¢’est ce qu’il fallait construire.

40. Soient a et b deux vecteurs non colinéaires dans un espace euclidien E. Soit f I’endomorphisme
de E défini par
Ve e B f(z) = (alx) b+ (blz) a .



a. Déterminer Ker(f) et Im(f).
b. Montrer que f est diagonalisable.

c. Diagonaliser f.

a.exeKerf < (az)b+ (bjz)a =0 < (alx) = (blz) = 0 car la famille (a, b) est libre.
Donc Ker f = (Vect(a))l N (Vect(b))l, ou encore Ker f = (Vect(a, b))L. En francais,
Ker(f) est 'orthogonal du plan engendré par les vecteurs a et b.
e De lexpression de f(z), on déduit que Im(f) C Vect(a,b). Par ailleurs, Ker f est de
dimension n — 2 avec n = dim(F), donc le théoréme du rang donne dim(Im f) = 2, et
Im(f) = Vect(a,b).

b. Vérifions que ’endomorphisme f est autoadjoint: si x € E et y € F,

(f(@)ly) = ((al2) b+ (blz) a | y) = (alz)(bly) + (blz)(aly)

et, cette expression étant visiblement symétrique en x et y, on déduit qu’elle est aussi
égale a (f(y)|:v) = (x|f(y)) D’apres le théoreme spectral, ’endomorphisme f est donc
diagonalisable.

c. On sait déja que 0 € Sp(f), le sous-espace propre Fy(f) = Ker(f) = (Vect(a,b))l étant
de dimension n — 2. Comme f est autoadjoint, ses sous-espaces propres sont orthogonaux,
les vecteurs propres de f pour des valeurs propres autres que 0 doivent étre cherchées
dans (Eo(f))J' = Vect(a,b) = Im(f). C’est d’ailleurs une propriété générale qu’un vecteur
propre d’un endomorphisme f associé & une valeur propre non nulle appartient & Im(f).
Le plan Im(f) = Vect(a,b) étant stable par f, on va considérer ’endomorphisme induit

u, dont il est facile d’écrire la matrice dans la base B = (a,b) de ce plan. En effet,
u(a) = f(a) = (alb) a + [la|* b, et u(b) = f(b) = [[b]|* a + (a[b) b. Donc

(alb) 1BIf?
lal® (ab)>'

On caleule x, = xar = (X — (al8))* = al2IB]> = (X — (alt) — llall[b])) (X  (alb) + el 51)-
On obtient donc deux valeurs propres non nulles distinctes o = (a|b) — |la||||b]| et
B = (alb) + ||a||||b]]. Elles sont non nulles car, a et b étant supposés non colinéaires,
on n’est pas dans le cas d’égalité de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, ici plus précisément
a < 0 et B > 0. Un petit calcul élémentaire, laissé a 'improbable lecteur, montre que
Ea(u) = Ea(f) = Vect ([blla — lallb), et Ea(f) = Vect (blla + allt).

Matg(u) = M = <

41. Soit A € M,,(IR). Montrer que son rang est égal au nombre de valeurs propres non nulles
(comptées avec leur ordre de multiplicité) de AT A.
D’abord, rg(A) = rg(AT A). En effet, on a facilement Ker(4) C Ker(A' A), mais on a
aussi l'inclusion inverse: si X € Ker(ATA)7 alors ATAX = 0, puis X ATAX = 0, soit
(AX)T(AX) =0, donc ||AX]||?> =0, et enfin AX = 0. Donc Ker(A) = Ker(A" A), d’on

rg(A) = n — dimKer(A) =n — dimKer(ATA) = rg(AT A) .



Ensuite, AT A est symétrique réelle, donc diagonalisable: si D est une matrice diagonale
semblable & AT A, alors rg(A) = rg(A" A) = rg(D) est le nombre de coefficients non nuls
sur la diagonale de D, c’est bien le nombre de valeurs propres non nulles (comptées avec
leur multiplicité) de AT A.

42. Soit E un espace euclidien.

a.

b.

Soit w € L(FE) un endomorphisme symétrique positif. Montrer qu’il existe un unique endo-

morphisme r symétrique positif tel que 72 = w.

Soient u et v des endomorphismes symétriques positifs de £. Démontrer les inégalités
0 <tr(uow) < (tru) - (trv) .

. Montrons d’abord l’existence: on sait qu’il existe une base orthonormale B de F dans

laquelle u est représenté par une matrice diagonale D = diag(Ay, -+, \,), les valeurs
propres \; (ici non nécessairement distinctes) étant positives ou nulles puisque u est auto-
adjoint positif. Soit r ’endomorphisme représenté dans la méme base B par la matrice
A= diag(\/):, R m), on a bien siir r? = u puisque A? = D, et Pendomorphisme r est
autoadjoint puisqu’il est représenté dans une base orthonormale par une matrice diagonale
(donc symétriquel!), et il est positif puisque ses valeurs propres sont les \/)\7 .

Pour 'unicité, notons A1, - - -, A, les valeurs propres (ici distinctes) de u, on sait que ce sont
des réels positifs ou nuls, notons E; = E),(u) pour tout i. Considérons r endomorphisme
symétrique positif tel que 72> = u. Alors r et u commutent, donc les sous-espaces propres
FE; de u sont stables par r, notons r; I’endomorphisme de FE; induit par r. Alors r; est
un endomorphisme symétrique de l'espace euclidien E; (muni de la restriction du produit
scalaire de FE), donc il est diagonalisable, mais si « est une valeur propre de r;, si x € F;
est un vecteur propre associé, on a r(x) = ri(z) = az, puis u(z) = r*(z) = oz donc
a? = \; puisqu'on a aussi u(z) = Az, donc o = \/)T, puisque 'on veut que les valeurs
propres de r soient positives. Ceci montre que r; est I'homothétie de rapport \/)\7 dans
lespace E; (en effet, r; est diagonalisable avec une seule valeur propre), autrement dit la
restriction de r au sous-espace F; est entierement déterminée. Comme un endomorphisme
de F est entierement déterminé par la connaissance de ses restrictions aux sous-espaces F;
(ceci puisque F est la somme directe des E;), on a bien prouvé 'unicité de la “racine carrée”
symétrique positive de I’endomorphisme wu.

. Rappelons que, si B = (e1, -+, ey) est une base orthonormale d’un espace euclidien E, si f

n
est un endomorphisme de E, on a tr(f) = Z (eilf(ei))-

i=1
Soit (e1,- -, en) une base orthonormale constituée de vecteurs propres de u : u(e;) = A; e,
avec \; > 0. Alors

n

tr(uowv) =tr(vowu) = i |ez):2((el lv(es)) Z)\ (ei]v(es))

i=1 i=1

Comme v est positif, on a (ei|v(ei)) > 0 pour tout 4, donc déja tr(uowv) > 0. Enfin,



r(uow) Z/\ ei)lei) < (Z/\> (Z e])|ej)> = tr(u) - tr(v) .

En effet, le second membre de l’inégalité ci-dessus comporte les mémes termes que le premier
membre, auxquels viennent s’ajouter des termes tous positifs, les \; (v(ej)\ej) avec i # j.

43. Soit A = (a;;) € Sn(IR) une matrice symétrique, soient A, ---, A, ses valeurs propres
n
(comptées avec leur multiplicité). Montrer que Z a; ;= Z P

Soit D = diag(A1, -+, A, ). Par le théoréme spectral, A est semblable & D (avec une matrice
de passage orthogonale, mais ce n’est en fait pas utile), i.e. A = PDP~! avec P € GL,(IR).
En notant || - || la norme euclidienne canonique sur M, (IR), c’est-a-dire la norme associée
au produit scalaire (+|-) défini par

(A|B) = tr(ATB Zam ii s

on a
o a2, = AIP = tr(ATA) = tr(4?) = (D?) = Y N2
" i=1

puisque A% et D? sont semblables, et D? = diag(\?,---,\?).

44. Soit E un espace euclidien, soit v € L(FE) un endomorphisme symétrique défini positif.
Montrer I'inégalité

Ve B [z)* < (u(z)]z) (u ' (z)|z) .

Déterminer les cas d’égalité.

Pour (z,y) € E?, posons < z,y >= (u(z)|y). Alors < -,- > est un produit scalaire sur E.

En effet, la bilinéarité est immédiate. La symétrie résulte du fait que ’endomorphisme u est

symétrique. Par ailleurs, il existe une base orthonormale B = (eq,---,e,) de E constituée

de vecteurs propres de u, notons Aj, ---, A\, les valeurs propres respectivement associées
n

(elles sont toutes strictement positives). Si z = inei est un vecteur de F, on a
i=1

< T, T >= (u(x)|gj) = (i)\lx767| ixjej) = iky«ff Z O
i=1 j=1 i=1

et cette somme de termes positifs est nulle si et seulement si chaque terme \;z? est nul, ce
qui entraine que z = Og, on a donc prouvé le caractere défini positif de < -, - >.

1l est par ailleurs immédiat que u € GL(E), d’ou I'existence de u ™"



11 suffit alors d’écrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce nouveau produit scalaire:
Ve e E <u_1(m),x>2 < (v z),u (2)) (z,2) ,
soit
Vee B z|* = (z]2)” < (alu (@) (u(@)z)

ce qui est I'inégalité demandée, avec égalité si et seulement si les vecteurs ufl(m) et x sont
colinéaires, ce qui équivaut encore a la colinéarité des vecteurs z et u(x), et donc au fait
que x est un vecteur propre de u (ou est le vecteur nul).

45. Soit A € A,,(IR) une matrice antisymétrique réelle.
a. Montrer que A% est symétrique réelle et que Sp(A?) C R_.

b. On suppose A inversible. Montrer que A est diagonalisable sur C, & valeurs propres imagi-
naires pures.

c. Montrer que Ker(A4?) = Ker(A).

d.* En utilisant c., montrer que le résultat du b. est vrai méme si A n’est pas inversible.

a.Ona (A%)7 = (A7)? = (=A)? = A2, donc A? est symétrique réelle. Les valeurs propres de
A? sont donc toutes réelles. En notant < -,- > le produit scalaire canonique dans IR", si A
est une valeur propre de A% et Y € IR” un vecteur propre associé, on a

AMY2 = <A, Y >=<A%Y,Y >= (42Y)'Y = YTATATY
= —YTATAY = —(AY)TAY = — < AY,AY >= —||AY|? <0,

donc A\ < 0.

b. Si A est inversible, alors A I'est aussi, et ses valeurs propres sont alors des réels strictement
négatifs, notons Aq, - - -, Ay, les valeurs propres (distinctes) de A%. Comme A? est diagona-
m

lisable, elle admet pour polynéme annulateur P = H (X —a) = H(X — Ak). On
a€Sp(A?) k=1
a ainsi, dans M,,(IR), la relation P(A?) = 0, soit Q(A) = 0, en introduisant le polynéme

Q défini par Q(X) = P(X?) = (X% = x) = [] (X =i V=) (X +i /=) Ce
k=1 k=1

polynéme @ est scindé a racines simples dans C[X], donc A est diagonalisable sur C. Enfin,

on a Sp(A) C Z(Q), les valeurs propres de A sont donc imaginaires pures.

c. Linclusion Ker(A) C Ker(A?) est immédiate.
SiY € R™ appartient & Ker(A?), on a A?Y = 0, donc < A?Y,Y >= 0, soit |AY||? = 0 (cf.
calcul fait en a.), donc Y € Ker(A). Finalement, Ker(A?) = Ker(A).
Notons toutefois une petite ambiguité: s’agit-il des noyaux de A et A% considérées comme
matrices réelles (ce sont alors des s.e.v. de IR"™, et c’est ce qui a été prouvé ci-dessus) ou
comme matrices complexes (ce sont alors des s.e.v. de C", et c’est ce dont on aura besoin
pour la question suivante) ? La réponse a cette question sera la méme puisqu’on a toujours



I'inclusion triviale Ker(A) C Ker(A?) et que le rang d’une matrice de M,,(IR) est le méme,
qu’elle soit considérée comme matrice réelle ou comme matrice complexe.

d. Si A n’est pas inversible, alors elle admet 0 pour valeur propre et il en est de méme
pour AZ%, et en notant Ai, ---, A, les valeurs propres distinctes non nulles de A? (qui
m

sont donc strictement négatives), le polynome P = X H(X — \x) annule A% donc le

k=1
m

polynome @Q = P(X?) = X? R(X) annule A, avec R(X) = I_I(X2 — k). On a donc
k=1

Q(A) = A® R(A) = 0, soit Im (R(A)) C Ker(A4?) et, de la question c., on déduit que

Im (R(A)) C Ker(4), soit A R(A) = 0 et le polynome XR annule A. Or, le polynome

XR=X H (X —iv/=Ag) (X +i4/=Ax)) est scindé a racines simples sur C, on déduit
k=1
donc comme en b. que A est diagonalisable sur C, avec Sp(A) C iIR.

46.a. Soit f un endomorphisme symétrique de E euclidien E. Montrer que Im(f) = (Ker( f))l

b. On suppose f symétrique positif. Montrer qu’il existe un endomorphisme symétrique positif
h tel que h% = f.

c. Soient f et g deux endomorphismes symétriques positifs de £. Montrer que

Ker(f + g) = Ker(f) N Ker(g) .

d* Toujours avec f et g endomorphismes symétriques positifs, montrer que

Im(f + g) = Im(f) +Im(g) .

a. Soient = € Ker(f) et y € Im(f), alors il existe ¢t € E tel que y = f(t), donc
(zly) = (=f(1)) = (f(=)]t) = (0g[t) = 0.

On a ainsi prouvé que Im(f) C (Ker(f ))L Le théoréme du rang donne ’égalité des dimen-
sions, puis la conclusion.

b. Par le théoreme spectral, il existe une base orthonormale B de E constituée de vecteurs
propres de f. Ainsi, Matg(f) = diag(A1,- -+, \), les valeurs propres A; étant positives. Soit
h 'endomorphisme de E tel que Matg(h) = diag(y/A1, -,/ An). Alors h est symétrique
(car représenté dans une b.o.n. par une matrice diagonale, donc symétrique) et h? = f.

c. L’inclusion Ker(f) N Ker(g) C Ker(f + g) est triviale. Montrons l’autre'

Soit « € Ker(f+g), alors f(z)+g(z) = 0g, donc ((f+g)(z)|z) = (f(z)|z)+ (9(z)|z) = 0.
C’est une somme de termes positifs, donc chaque terme est nul: ( ) = (g |£C) = 0.
Si on appelle h un endomorphisme symétrique tel que h? = f (questlon b.), on a alors

);
0= (f(z)|z) = Hh(m)”2 = 0, donc h(xz) = O puis f(x) = O et x € Ker(f). De méme,
x € Ker(g).



d. L’endomorphisme f + g est symétrique, on a donc

Im(f+g) = (Ker(f—t—g))L = (Ker(f) N Ker(g))L
= (Ker f)* + (Kerg)® = Im(f) + Im(g) .

On a utilisé le fait que, si V et W sont deux sous-espaces d’un espace euclidien F, on a
(V.0 W)t =V + W En effet, il est facile de prouver que (F +G)* = FX N G+ (ceci
est vrai plus généralement dans un espace préhilbertien). En dimension finie, on a, de plus,
(FL) =F,doncV n W= (Vl)L N (VVL)L = (VL + WL)L, puis

v ot =((v* +Wi)l)L — Vit

Variante: L’inclusion Im(f + ¢) C Im(f) 4+ Im(g) est facile.

Soit maintenant y € Tm(f) + Im(g), on a donc y = u + v avec u € Im(f) = (Ker f)* et
v € Im(g) € (Ker g)* en utilisant a. Soit alors z € Ker(f+g), on adonc z € Ker(f) N Ker(g)
d’apreés c., puis (y|z) = (u|z) + (v|x) et chacun des deux termes est nul. On a ainsi prouvé
que y € (Ker(erg))J‘, soit y € Im(f +¢g) d’apres a. (I’endomorphisme f + g étant lui aussi
symétrique). Cela prouve donc Im(f) + Im(g) C Im(f + g).

47. Soit A € M,,(IR) une matrice antisymétrique.
a. Montrer que, pour tout vecteur X € M, ;(IR), on a XTAX =0.
b. Soit S € S} (IR). Montrer que la matrice M = A + S est inversible.

a. L’expression X' AX est un scalaire, elle est donc égale & sa transposée. Sachant que
AT = — A, on obtient
XTAX =(XTAX)T=XTATX = -XTAX,
donc XTAX = 0.

b. Si S est une matrice symétrique définie positive, on a X SX > 0 pour tout vecteur
X € M, 1(IR) non nul.

Maintenant, si X est un vecteur non nul,ona X 'MX = XTAX+XTSX = XTSX > 0,
ce qui entraine M X # 0. Ainsi on vient de montrer que Ker(M) = {0}, la matrice M = A+S
est donc inversible.

48.a. Soit D € M,,(IR) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont positifs ou
nuls. Montrer que

YV € 0,(R) tr(DV) < tr(D) .
b. Soit A € §,,(IR) une matrice symétrique positive. Montrer que
VYU € O,(RR) tr(AU) < tr(A) .



a. Notons D = diag(A1, -+, An), les A; étant positifs. Posons V' = (v; ;);,; et DV = (w; ;)i ;. On
a alors w; ; = \;v; j (multiplier V & gauche par la matrice diagonale D revient a multiplier,
pour tout 7, la i-eme ligne de V par le coefficient );). La matrice V' étant orthogonale, ses

coeeficients sont majorés par 1 en valeur absolue (par exemple parce que chaque colonne

de V est un vecteur unitaire de IR™). Donc, les coefficients \; étant positifs,

i=1 i=1 i=1 i=1
. D’apres le théoreme spectral, A est diagonalisable et A = PDP~! = PDP', avec
P € 0,(IR) et D diagonale & coefficients diagonaux positifs. Alors, en utilisant a.,
tr(AU) = tr(PDPTU) = tr(DPTUP) = tr(DV) < tr(D) = tr(A)

en posant V = PTUP e 0, (IR) car c’est un produit de matrices orthogonales, la derniére
égalité est vraie car les matrices A et D sont semblables.



