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EXERCICE
d’aprés CCP 2011 filiére PSI, et aussi Mines-Ponts 2006, filiere PC

PARTIE A

A.l.

A.2.
A.3.

Si u est positif, soit A une valeur propre de u, soit x € F un vecteur propre associé, on a
alors z # 0p et u(z) = Az, d'out 0 < (u(z)|z) = A|z||?, donc A > 0. Ainsi, Sp(u) C Ry.
Si Sp(u) C R4, soient Aq, --+, A, les valeurs propres distinctes de u, ordonnées dans
Pordre croissant, ainsi 0 < A\; < -+ < A,,. On sait que E est la somme directe orthogonale
des sous-espaces propres F; = Fj,(u), 1 < i < m. Si z est un vecteur de F, on le décompose
suivant cette somme directe: x = x1+- - -+xp, avec x; € E; (1 <14 <m). On a alors, puisque
(z1,-+,2Tm) est une famille orthogonale,

(u)le) = (D2 N | Do) = 32 Ml > 0.,

donc u est positif.

Il suffit d’adapter un peu la question A.1.

Si v? = w, alors u et v commutent, donc le sous-espace propre E)\(u) est stable par v.
Notons alors v 'endomorphisme induit par v sur Ey(u). Cet endomorphisme v’ de 1’espace
vectoriel F' = E)(u) est diagonalisable (car v est diagonalisable par le théoréme spectral,
et on sait que I’endomorphisme induit par un endomorphisme diagonalisable sur un sous-
espace stable est encore diagonalisable). Or, si « est une valeur propre de v’ et si x est un
vecteur propre associé (i.e. x € E\(u) \ {0g} et v'(z) = ax), alors a > 0 (d’apres A.1.
car on a aussi v(z) = ax, et v est autoadjoint positif), et a® = X (car v(z) = ax entraine
v2(z) = u(z) = a®z et on a aussi u(z) = Az), donc a = V'A. Comme v’ est diagonalisable et
admet une seule valeur propre, ¢’est une homothétie, v’ = VA idp. Pour tout z € F = E (u),
on a donc v(z) = v'(x) = VA z, ce qui prouve linclusion Ej(u) C E x(v).

L’inclusion réciproque est immédiate (et en fait inutile pour la suite): si x € E (v), alors
v(z) = VAz, puis u(z) = v*(z) = Az, donc = € Ej(u).

. Soit u autoadjoint positif. Notons Ay, - - -, A, ses valeurs propres distinctes, qui sont des

réels positifs, notons E; = Ej,(u), 1 < i < m, les sous-espaces propres associés. On a
m

E = @ FE; puisque u est diagonalisable. S’il existe un endomorphisme v autoadjoint positif
i=1
tel que v? = u, alors, d’apres A.3., pour tout i € [1,m], v coincide sur E; avec I’homothétie
de rapport \/)\7Z . Cette condition détermine un unique endomorphisme v de I’espace euclidien
E (une application linéaire sur E est entiérement déterminée par ses restrictions aux E;).
Réciproquement cet endomorphisme v convient: il est autoadjoint car diagonalisable dans
une base orthonormale (prendre dans chaque E; une b.o.n. et les concaténer, puisque les E;
sont deux a deux orthogonaux), positif puisque ses valeurs propres sont les nombres positifs

m
Vi, 1 <i<m, et il vérifie v? = u sur chaque E;, donc sur E puisque E = @ E;.

i=1
Remarque. Cet endomorphisme v = /u est alors défini positif si et seulement u est
lui-méme défini positif.

Remarquons aussi quun endomorphisme autoadjoint défini positif est toujours un auto-
morphisme de F, puisque 0 n’est pas valeur propre.



A.5. 11 suffit de traduire matriciellement la question A.4., mais on peut reprendre de fagon plus
élémentaire la démonstration de 'existence de T'. Si S est symétrique positive, on sait qu’il
existe D = diag(p1, -, jin) diagonale et U € O, (IR) orthogonale, telles que S = UDU .
Les p; sont les valeurs propres, non nécessairement distinctes, de la matrice S, et ce sont
des réels positifs. En posant A = diag(\/f1, -+, /ln), puis T' = UAUT, on a une matrice
T symétrique (car “orthogonalement diagonalisable”), positive, telle que T? = S. Pour
I'unicité, il me semble nécessaire de reprendre le raisonnement fait en A.4.

Remarque. Cette matrice T' = VS est alors définie positive si et seulement S est elle-méme
définie positive.

Remarquons aussi qu’une matrice symétrique définie positive est toujours inversible, puisqu’elle
n’admet pas 0 pour valeur propre.

PARTIE B.
B.1. L’endomorphisme t est autoadjoint, donc (t(z)[t™'(z)) = (m|t(t_1(:1c))) = (z|z) = ||=|>
D’autre part, par Cauchy-Schwarz,

et = (@)t @) < @) ¢
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Il y a égalité dans (1) si et seulement s’il y a égalité dans I'application de I'inégalité de

Cauchy-Schwarz, c’est-a-dire ssi les vecteurs t(z) et ¢t~!(x) sont colinéaires, donc ssi il

existe \ réel tel que t(x) = A\t~ !(x), et cette derniere égalité équivaut a (tot)(z) = Az, soit

s(x) = Ax. Bref (comme disait Pépin), il y a égalité dans (1) ssi x est vecteur propre de s
n

(ou est le vecteur nul), donc ssi z € U Ej,(s).

i=1
B.2. On constate que P = (X — A1)(X — A,). Comme A\; < A; < A, pour tout 4, on a alors
P(X;) <0.
| . i PO)
B.3. Si z € Ej,(s), alors s™ (z) = PVt et P(s)(z) = P(\) z, donc f(z) = — N2

Le vecteur z est donc aussi vecteur propre de f. Par le théoréme spectral, on sait qu’il
existe une base orthonormale (e, -, e,) de IR" constituée de vecteurs propres de s, avec
s(e;) = Aje; pour tout 7, ces vecteurs e; sont alors aussi vecteurs propres de f d’apres le cal-
cul précédent. On en déduit que 'endomorphisme f est autoadjoint (puisqu’il est représenté
dans une base orthonormale par une matrice diagonale, donc symétrique). Comme ses
P(\)
Ai

B.4. On a Q(0) = (s~ '(z)|z) M\, > 0 puisque s~' € STH(IR"), et

Q) = (s@)z) = A+ ) |2l + Xidn (s7H(2)2)
<s(a:) — (M + A+ AiAn s~ L(2) ] x )
= (Pe)os@)]2) = ~(f@)lz) <0

sont positives, il est donc autoadjoint positif.

valeurs propres —



B.5.

puisque f est autoadjoint positif. Le trinome ) change de signe, donc admet au moins une
racine réelle, son discriminant est alors positif ou nul, ce qui donne

AL+ 27 2]t =4 X, (s(@)|z) (s Hz)|z) >0,
soit encore la relation (2):
A1+ An)?
(salle) (s~ @) < S
Cette inégalité (2) est connue sous le nom d’inégalité de Kantorovitch.

Si s n’est pas une homothétie, alors A\; < A, (en effet, par contraposition, si A\; = A, alors
les \; sont tous égaux, donc s admet une seule valeur propre et, comme il est diagonalisable,
c’est une homothétie). Les vecteurs vy et v, sont donc orthogonaux (puisque les SEP d’un
endomorphisme autoadjoints sont orthogonaux), alors

(s(@)]z) = (s(02) + s(va) or +vn) = (o1 + Awvalon +va) = Affor [+ Aallonll? = A + A,

De méme, puisque s~ (v1) = 1 vy et 57 (vy,) = S vy, on obtient (s~'(z)|z) = L + i
Al )\77, )2\1 )\n

_ 1 1 A An A1+ A,
Done (s(@)e) () = (4 2a) (37 5) = 524 3 = 52 i

puisque v; et v, sont orthogonaux, on a (Pythagore) ||z||* = ||vi]|* + |lva]|* = 2 donc
|lz||* = 4 et on trouve bien que

(@) (57 @)fr) = PR e,

PROBLEME

PARTIE A. Lemme de Borel-Cantelli et applications.

—+oo

1. On a facilement F, = ﬂ A, pour tout n, et E = n A,. La tribu A étant stable par

2.a.

k=1 n=1
passage au complémentaire et par intersection (ou réunion) finie ou dénombrable, on déduit

que les F,, et E appartiennent bien a A, autrement dit sont des événements.
Soit w € ). Une partie de IN étant infinie si et seulement si elle est non-majorée, on déduit
que w appartient & F' si et seulement si ’ensemble des indices n tels que w € A, est
non-majoré, donc

weEF <« VYnecIN* Ik >n we Ay,

+oo  H4oo
soit F = ﬂ ( U Ak) et F' € A pour les mémes raisons que les F,, et E ci-dessus.
n=1

Par la propriété de sous-additivité, on a 0 < P(B ( U Ak> < Z P(Ag). Or,



lirf ( E P(Ag) ) = 0 car c’est le reste d’une série convergente. Par encadrement, on
n—-+0oo

déduit que lim P(B,)=0.
n—-+oo
—+o0
b.Ona F = m B,,. En particulier, F' C B,, pour tout n. Donc 0 < P(F) < P(B,,) pour
n=1
tout n. Comme P(B,) — 0, on conclut que P(F) = 0.
n—-+oo
Commentaire. On vient de prouver un lemme de Borel-Cantelli: si une suite d’événements
(A,) est telle que la série ZP(An) converge, alors il est presque sir que seulement un
nombre fini de ces événements se réalise, i.e. P(F) = 1.
3.a. Pour k € IN*, notons Ay I'événement: “le joueur A remporte la partie numéro k”. Les

événements Ay sont mutuellement indépendants. Donc
2n—1 2n—1

= P( kO ) = kl;[ P(Ay) = p"

La série g P(C,) converge, donc (question 2.b.) il est quasi-impossible qu’une infinité
d’événements C,, se réalise, autrement dit il est quasi-certain (ou presque stir) que seulement
un nombre fini de ces événements se réalise.

b.i) On reconnait un schéma de Bernoulli: la probabilité pour le joueur A (par exemple) de
remporter n succes lors de cette succession de 2n épreuves de Bernoulli indépendantes est

P(Dy) = (?) p(L=p) = 2 (e

2n
o 2n 2n _ 2n __ o2n __ 4n
ii) Par exemple (n>gz<k>_(1+1) =27 =4"

k=0

1 1
iii) Sip # 3 alors p(1 —p) < I (étudier les variations de z + x(1 — ) sur [0,1]), et alors
0 < P(D,) < [4p(1 — p)]n (majoration par une suite géométrique de raison < 1), donc

par comparaison de séries a termes positifs, la série E P(D,,) est convergente. D’apres

le lemme de Borel-Cantelli (question 2.b.), il est presque sir que ’événement D,, ne se
produira qu’un nombre fini de fois, et donc qu’il existe un moment a partir duquel les deux
joueurs n’égaliseront plus.

PARTIE B. Un produit eulérien.

, avec n € IN*, sont des réels positifs dont la

4. 11 s’agit simplement de vérifier que les
n* ((z)

somme vaut 1, ce qui est immédiat.
5. Comme alN* = {kza i ke ]N*}, on a

=" P(x = o
p T @) =




6. Soit n € IN*, soient kq, - -, k, des entiers naturels tels que 1 < k; < kg < --+ < k, < n. Alors,
d’apres la propriété d’arithmétique rappelée par I’énoncé, on a
X} :

ﬁpk]N (Hpk) , donc X):{:
P(ﬁ{pmm) =(r1= T+ = 1P x).

1
pk.)$ =1 Pri i

donc

i=1
ce qui prouve 'indépendance mutuelle des événements {px| X} avec 1 <k <n.
+o0
7. Dans IN*, seul le nombre 1 n’est divisible par aucun nombre premier. Donc {1} = m ppIN*
+oo k=1
(complémentaire dans IN*), soit {X = 1} = ﬂ {pr|X} dans Q. Autrement dit, si w € Q,

k=1
alors X (w) vaut 1 si et seulement si X (w) n’est multiple d’aucun nombre premier.

8. Du théoreme de continuité décroissante, on déduit alors que

- =0 =P ) = o p( (7).

k=1

+o0 n
En effet, si (A,,) est une suite quelconque d’événements, on a P< ﬂ Ak) = lim P( ﬂ Ak)
n—-+oo
k=1 k=1
Or, 'indépendance mutuelle des événements {pg| X }, avec 1 < k < n, entraine I'indépendance
des événements contraires, on en déduit que, pour tout n € IN*,

(ﬂ{ka}) Il (1= P(pi] X)) || (1—*)~
k=1 k=
La conclusion est immédiate.

PARTIE C. La série des inverses des nombres premiers.

1 1
9. Il est clair que lim pg = 400, on déduit que ur = —In (1 - —) —. Les deux séries
—too Pk koo Dk
étant a termes positifs, elles sont alors de méme nature.

10. On peut envisager différentes méthodes, entre autres:

1
Méthode 1. Pour x > 1 fixé, la fonction t — = est décroissante sur IR}, ce qui autorise

v T n®
la premiere inégalité étant valable pour n > 1, la deuxiéme pour n > 2. En sommant
ces inégalités pour n de 1 & +oo (les séries et intégrales impropres entrant en jeu sont
convergentes), on obtient 'encadrement

1 oo dqt oo dqt 1
Ve €]l — = — <1 — =1
x €]1, 400 o /1 e <((x) < +/1 p o1

a1 "odt
a utiliser la comparaison série-intégrale : on a ’encadrement / — < — < / —
n n—

d’ou ((z) ~

z—1t T —1

et 11I{1+ ¢(x) = +oo. Il suffisait bien sir ici de minorer ((x).
z—



Méthode 2. La fonction ¢ est définie sur |1, +00[, et elle est décroissante sur cet intervalle
(car somme des fonctions x — —, qui sont toutes décroissantes avec n € IN*). D’apres le
n

théoreme de la limite monotone, elle admet au point 1 une limite (finie ou infinie). Pour
montrer que la limite est +o0, il suffit alors de montrer que la fonction ¢ n’est pas majorée.
—+o0
1
Montrons-le par I’absurde, supposons 'existence d’'un réel M tel que ((z) = Z — <M
N 1 n=1 n
pour tout z > 1. On aurait alors a fortiori Z — < M pour tout z > 1 et tout N € IN*.
n=1 n N 1
En fixant N € IN* et en faisant tendre x vers 1, on déduirait Z — < M et ceci pour
n

n=1

tout N € IN*. La série harmonique Z 1 aurait alors ses sommes partielles majorées par
n>1 n

M et serait alors convergente (c’est une série & termes positifs), mais ceci est faux! Cette

deuziéme méthode est trés proche de la démarche de la question 11. ci-dessous.

—+o0

1

11.a. On suppose donc que E ( —1In (1 — )) = S < +o00. Comme toute somme partielle
Pk

k=1

d’une série a termes positifs est majorée par la somme de la série, on a alors

N
1
YN € IN* Z(-m@-)) <S.
1 Pk
Mais, un entier p premier étant fixé, 'application x +— —In (1 — 7) est décroissante. On
p

en déduit, par sommation d’inégalités de méme sens que
N

Vz>1 VN e N* Z(—ln(pplx))gs.
k

k=1

b. Le résultat de la question 8. peut se traduire par

+o0 1 N 1
Vo €)1, 4o00] ln(((:c)):fz:ln(l—p—%):NLiIEOO (ln(l]%)) .
k=1 k=1

En fixant > 1, et en faisant tendre N vers +oo dans l'inégalité obtenue en a., on obtient
In (¢(z)) < S pour tout z > 1.

c. On aurait donc ¢(x) < e pour tout z > 1, ce qui contredit le fait que lim+ ((x) = +oo.
r—1
L’hypothese formulée en préambule de cette question 11. est donc invalidée. On en conclut

que la série E uy diverge, puis d’apres a., que la série E — est elle aussi divergente.
Pk
E>1



