EXERCICES de PROBABILITES PSI2 2024-2025

Notion de probabilité. Espaces probabilisés.

1. Deux archers tirent chacun leur tour sur une cible. Le premier qui touche a gagné. Le joueur
qui commence a la probabilité p; de toucher & chaque tour et le second la probabilité ps
(avec p1, p2 €]0,1[).

a. Quelle est la probabilité que le premier joueur gagne ?

b. Montrer qu’il est presque stir que le jeu se termine.

a. Pour n € IN*, notons S,, 'événement: “le n-éme tir atteint la cible”. Alors P(Sar11) = p1
pour k € IN, et P(Sa;) = p2 pour k € IN*.
Notons ensuite A, 'événement: “la cible est atteinte, pour la premiere fois, au n-eme tir”.
Onaalors 4, =51 N S N - N S,_1 N S,. Les événements S, étant mutuellement
indépendants, on a

P(Aser) = (1= p)F (1= po)'pr (k€ IN) et P(A) = (1—py)F(L—p2)'py (ke INY).
+oo

Soit enfin G; ’événement: “le premier joueur gagne la partie”. Alors G; = |_| Aok
k=0

(réunion disjointe). Donc

+oo +oo
_ _ . . kE P1 . P1
P(Gl)*];)P(AQk—H)*pl ];)((1 p1)(1 p2)) - 1—(1—])1)(1—]{)2) 7p1+p2—p1p2 :

b. De la méme fagon, si Ga est 'événement: “le deuxiéme joueur gagne la partie”, on a

—+o0 “+o0
k P2 — P1p2
P(Gy) = E P(A = 1— E 1 1 .
() k=1 ar) =2 ») k=0 (( il pQ)) p1 + p2 — pip2

On observe que P(G1) + P(G2) =1 et, les événements Gy et Go étant incompatibles, cela
signifie que P(G7; U G2) = 1. L’événement G; U G, c’est-a-dire “le jeu se termine”, est
donc presque sfir.

2. Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire dans cette urne une boule, on
note sa couleur et on la remet dans I'urne accompagnée de deux autres boules de la méme
couleur, puis on répete ’opération.

a. Quelle est la probabilité que les n premieres boules tirées soient rouges ?
b. Quelle est la probabilité de tirer indéfiniment des boules rouges ?

c. Le résultat précédent reste-t-il vrai si on remet la boule accompagnée de trois autres boules
de la méme couleur ?

a. Pour n € IN*, notons R,, I’événement: “le n-eme tirage améne une boule rouge”. On a

1
P(Ry) = 3 puis P(Rq|Ry) = 7 (puisque, si Ry est réalisé, l'urne contient ensuite une

2k —1
boule blanche et trois rouges), et plus généralement P(Ry | Ry N -+ N Ri_1) = T
pour tout k£ > 2. Par la formule des probabilités composées, on obtient alors
1 3 2n—1
P(RiNn---NR,)=PRy) P(Re|Ry):---- P(Rn|R1ﬂ---ﬁRn,l)zixe---x B
n

Donc P(Ry N -+ N Ry) = ———



b.

C.

“+o0
Notons R l'événement: “on tire indéfiniment des boules rouges”, alors R = ﬂ R,,, donc

n=1

0 < P(R)< PRy N -+ N Ry) pour n € IN*. Mais on a, par la formule de Stirling,

PRiN---NR,) ~ L, donc lim P(R;y N .-+ N R,) =0 et, par encadrement,
N—+00 /TN n—+oo

P(R) = 0.

3k —

3k—1

PRy N - N Rn)zﬁ(gz:f) :f[(l—?)kl_l).Donc

k=1 k=1

Dans ce nouveau modele, on a P(Ry | Ry N -+ N Rg—1) = pour tout k > 2, donc

I (P(Ry 0+ 0 Ra)) = > In(1- 3/4171)
k=1

et cette expression tend vers —oo car c’est une somme partielle d’une série a termes négatifs
1

divergente. En effet, le terme général de la série est équivalent & ——. On en déduit donc

que lim P(R;y N --- N R,) =0 puis, comme en b., que P(R) = 0.

n—-+oo

3. On suppose que la probabilité p,, pour quun couple ait exactement n enfants est de la forme

prn = a¢" pour n entier naturel non nul, ol « est un réel strictement positif et ¢ €]0, 1].

a. Que vaut pg 7 Quelle condition doit-on imposer a « et g?
b.

Soit k un entier naturel. En utilisant le cours sur les séries entieres, calculer la somme
“+oo

Z (Z) x", ol T est un réel tel que |z| < 1.
n=~k

. Sachant qu’a chaque naissance, la probabilité qu’il s’agisse d’une fille ou d’un gargon est la

méme, quelle est la probabilité pour qu’un couple admette exactement k filles 7 On traitera
a part le cas k = 0.

. Les événements FE,: “le couple a n enfants”, pour n € IN, forment un systeme complet, on

. R . X q 1—(a+1)q )
doit donc avoir an =1,s0it pg=1— an =1l—-«a 1 = . On doit par
n=0 n=1 —4q 1- q
ailleurs avoir py > 0, soit (a+ 1)g < 1.
+o00 1
. Posons s(z) = Z " = 1—= pour z €] —1,1[. Un calcul classique, justifié par le cours sur
n=0

les séries entieres (on peut dériver terme & terme sur U'intervalle de convergence, les séries
dérivées ont le méme rayon de convergence) montre que, pour tout k entier naturel, on a
+0o too

+oo
sP(@) =Y "nn—1)-(n—k+1)z""* = Z(nﬁ'k)lx”k =k (Z)x"‘“
: n=k

n=k n==k



¥ 1 k!
Comme, par ailleurs, Tk (1 — x) = TG on conclut
+o0o n ok

n=k
c. Soit Fy Iévénement: “le couple a k filles” (k € IN), alors par la formule des probabilités
totales,

+oo “+o0
P(Fy) =Y P(Fy|En) P(E,) =Y P(Fy|En) P(E,) .
n=0 n=k

INk/Iy\n=k 1
Pour n > k, on a P(Fy|E,) = <Z> (§> (5) =0 (Z), c’est une loi binomiale.

e Si k > 1, alors pour n > k, on a P(E,) = a¢", donc

X1 (n n X (n) a\" (g)k 200 ¢*
P(Fw—o‘;w(k)q _a§<k>(2) ‘“(1—3)‘“*1‘(2—@“1'

eSik=0,0na
+oo
P(Fy) = P(Eo)+ Y P(Fy|E,) P(E,)
n=1
_ 1—(a+1)q +Oo(1)n "
- Ty t2lg) e
1_
_ (at+1)g 4
1—¢q 2—q
¢ —(a+3)g+2
(1-q)(2-q)
+oo
Le lecteur vérifiera que Z P(F,) =1, ce qui le rassurera.
n=0
o0 —+oo
4. Soit (A,) une suite d’événements sur un espace probabilisé (€2, A, P). On pose S = ﬂ ( U Ak).
n=0 k=n

a. Montrer que S est un événement, i.e. S € A, et qu’il est réalisé si et seulement si une infinité
des événements A,, sont réalisés.

b. Dans cette question et la suivante, on considere une suite infinie de lancers indépendants
d’une piece, la probabilité d’obtenir “Pile” a chaque lancer étant p €]0, 1[. Pour tout n € IN,
on considere ’événement A, : “au cours des 2n premiers lancers, on obtient autant de Pile
que de Face”. Calculer P(A,,) pour tout n. om 1

c. Montrer que, pour tout n entier naturel, on a ( n ) < 4". En déduire que, si p # 3 la

série Z P(A,) converge. Montrer alors que P(S) = 0.
n>0



a. Une tribu est stable par réunion ou intersection finie ou dénombrable, donc S € A.
Soit par ailleurs w € Q. On a

weES <— VnelN Fk>n weA.

Cela signifie que ’ensemble des indices k tels que w € Ay est une partie de IN non majorée,
ou ce qui revient au méme, une partie de IN infinie.

b. On reconnait un schéma de Bernoulli (répétition de 2n épreuves de Bernoulli indépendantes)

de parametres 2n et p, la probabilité d’apparition de n “succes” lors de 2n épreuves est

alors P(A,) = <2:) p" (1 —p)", c’est la loi binomiale B(2n, p).

c. L’inégalité ( :) < 4" est vraie pour n = 0 (c’est alors une égalité), et on récurre

facilement apres avoir vérifié que

(2(n +1)

n+1 )_ (2n +2)! (n!)2_2(2n—|—1)<4n+4_4

<2n) ((n+1)!)2(2n)! n+1l ~ n+l

n

1 1
Sip# 3 alors p(1 — p) < I (étudier les variations de  — z(1 — z) sur [0, 1]), et alors
0< P(A,) < [4p(1 — p)]n (majoration par une suite géométrique de raison < 1), donc par
comparaison de séries a termes positifs, la série Z P(A,) est convergente.

+00 too
Posons B, = U Ay, alors P(B,) < ZP(Ak) par la propriété de sous-additivité,

=n k=n
mais comme le reste d’ordre m d’une série convergente tend vers zéro lorsque n tend

vers +00, on en tire que lirf P(B,) = 0. Enfin, on a S C B, pour tout n, donc par
n—-—+0oo

croissance d’une probabilité, 0 < P(S) < P(B,) pour tout n. Comme hm P(B,) =0,

on déduit que P(S) = 0.

1
Autrement dit, si la piece est déséquilibrée (p # 5), le jeu sera presque stirement définitivement
déséquilibré a partir d’un certain moment. J’essaie de m’expliquer plus clairement: par ex-
1
emple, si p > 2 alors & chaque lancer, il est plus probable d’obtenir “Pile” que “Face”

et, si l'on répete indéfiniment des lancers de cette piece, il est presque stir (événement de
probabilité 1) qu’a partir d’un certain moment, on comptabilisera toujours strictement plus
de “Pile” que de “Face” dans les lancers déja effectués. Bref, si une équipe est vraiment
meilleure qu'une autre a un jeu qu’elles répetent indéfiniment, il est presque certain qu’il
arrivera un moment ou les deux équipes n’égaliseront plus, 'avantage restant définitivement
a I’équipe la plus forte.

On a en fait prouvé le lemme de Borel-Cantelli: si une suite d’événements (A,,) est telle

que la série ZP(An) converge, alors P(lim sup A4,) = 0, i.e. ( n ( U Ak)) =0,

n€lN  k>n



i.e. il est quasi-impossible qu'une infinité d’événements A,, se réalise (c’est un événement
“négligeable”, i.e. de probabilité nulle).

5%*. Soit (A,) une suite d’événements indépendants. Montrer que la probabilité qu’aucun des

événements A,, ne soit réalisé est majorée par M = exp ( - Z P(An)).

n=0
On pourra utiliser l'inégalité Vx e IR 1 —x <e 7.
Pour tout n, on a, puisque les A4,, sont aussi indépendants,
*: P(N ) =TIP(A) =TT (1= Plan) < [T e " —exp (=3 P(aw) -
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Par continuité décroissante, ngr-&I-loo P( OO Ak) = P( ﬂ Ak).

+o0
Par ailleurs, hm exp( ZP (Ag) ) = exp ( — ZP(A,J) = M par continuité de
n=0

I’exponentielle, en convenant que M = 0 si la série Z P(Ayg) diverge, ce qui est cohérent.
Par passage a la limite dans (*), on obtient alors I'inégalité demandée.

NB.1. On déduit notamment que, si les A, sont mutuellement indépendants et si la série
Z P(A,,) diverge, alors il est presque stir qu’aucun moins un des événements A, se réalise.

NB.2. On est tout pres du deuxieme lemme de Borel-Cantelli, dit aussi loi du zéro-
un de Borel, qui dit que, si une suite d’événements (A,,) mutuellement indépendants est

telle que la série ZP ) diverge, alors P(lim sup A,) =1, i.e. P ﬂ ( U Ak>> =1,
nelN  k>n
i.e. il est presque str qu’une infinité d’événements A,, se réalise. Il suffit d’appliquer ce qui
précede a la sous-suite (Ag)g>n, on obtient alors P( ﬂ Tk) = 0. Par sous-additivité, une
k>n

union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable, donc P ( U ( m Ak)> =0,
nelN k>n
puis le résultat par passage a I’événement contraire.

Variables aléatoires discretes.
6. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN. On suppose qu'il existe k €]0, 1] tel que
*) : VYn € IN P(X=n)=kP(X >n).

Déterminer la loi de X.



1-kPX=n)=kPX>n)=kP(X>n+1)=PX=n+1)

en réappliquant la relation (*) apres décalage des indices. La suite (P(X = n))n o est donc

géométrique de raison 1—k, d’ot1, pour tout n entier naturel, P(X =n) = (1-k)"P(X = 0).
Mais, toujours grace a (*), P(X =0) =k P(X > 0) = k P(Q?) = k. Finalement,

VnelN P(X=n)=k(1-k"

On ne reconnait pas exactement une loi usuelle, toutefois en posant Y = X + 1, on note
que Y (2) = IN* et, pour tout n € IN¥,

PY=n)=PX=n—-1)=k(1—-k)" ",
Donc la variable Y = X + 1 suit la loi géométrique G(k).

7. Deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivent des lois géométriques G(p) et G(q)
respectivement. Calculer P(X <Y).

+oo
On décompose {X <Y} = |_| ({X =k} N {Y > k}). Par o-additivité d'une probabilité,
k=1
puis indépendance des variables X et Y, on obtient
+oo +oo +oo i
PX<Y)=> P(X=kPY>k=> pl-p* ' (1-9f=pl-¢ > (1-p)(1-q)" .
k=1 k=1 k=0

rl-q)  _ _p—pg
1-(1-p)(1—q) p+a—pg

Cela donne P(X <Y) =

8. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de parametres
A et p respectivement. Soit n un entier naturel. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant
{X+Y =n}.

Posons Z =X +Y. Alors P(X =k|Z=n)=0si k>net,si 0<k<n, alors

B . PX=k,Z=n) PX=k,Y=n—-k) PX=EkPY=n-k)
P(X =k|Z =n) = P(Z =n) - P(Z =n) o P(Z =n) ’

la derniere égalité résultant de I'indépendance de X et Y. Donc

/\k Mn—k n! n )\k Mn—k n by k 1 n—k
P(X = k|7 = _ A Atp — [ S — _ _ .
X =hZ=n) = e " i G (k> A+ (k> (HM) (HM)

On observe donc que la loi conditionnelle de X sachant {Z = n} est la loi binomiale de

arametres n et .
P A+




9.Ala gare de péage d’une autoroute, le nombre de voitures circulant dans le sens Nord-Sud suit
une loi de Poisson de parametre a, et le nombre de voitures circulant dans le sens Sud-Nord
suit une loi de Poisson de parametre b. Soient n et k deux entiers tels que 0 < k < n.
Sachant qu’a un instant donné, n voitures attendent au péage, quelle est la probabilité pour
que k parmi elles circulent dans le sens Nord-Sud ?

Notons X et Y les variables aléatoires représentant le nombre de voitures circulant
respectivement dans le sens Nord-Sud et dans le sens Sud-Nord, et posons Z = X + Y.
On cherche a déterminer P(X = k|Z = n). Les variables X et Y étant indépendantes (ce
n’est pas dit dans I’énoncé, mais cela semble une hypothése raisonnable ?... et puis, disons-
nous qu’aucun calcul n’est possible si on ne fait pas cette hypothése!), on sait alors que Z
suit une loi de Poisson P(a + b). Alors

PX=k,Z=n) PX=k,Y=n—-k) PX=kPY=n-—k)

P(X =k|Z =n)= P(Z - n P(é =n) - P(Z=n) ’

la derniere égalité résultant de I'indépendance présumée de X et Y. Donc

a,k’ bn_k n| n ak bn—k‘, n a k b n—k
P(X = k|7 = _ ,—a’_ _=b a+b — - = _ _ .
=z =n) = e @ (k>(a+b)" (’f) () )

On observe donc que la loi conditionnelle de X sachant {Z = n} est la loi binomiale de

a
arametres n et ——.
P a+b

10. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur 'espace probabilisé (2, .4, P),
indépendantes, et toutes deux suivant une loi géométrique de méme parametre p €]0, 1].

Pour w € Q, on définit la matrice M (w) = (X(w) Y(w)

Y(w) X(w) ) Déterminer la probabilité

pour que cette matrice M (w) soit inversible.

Soit A 'événement: “la matrice M est inversible”. Alors A = {X? — Y2 # 0}, ce qui au
passage montre que A est bien un événement puisque X2 —Y? est une variable aléatoire sur
(9, A). Tl est plus simple de travailler d’abord sur ’événement contraire A = {X?-Y? = 0}.
En effet, les variables X et Y étant a valeurs dans IN*, on a (union disjointe)
+o0
A={X*=Y}={x=Y}=| | ({X=n} n{Y =n}).
n=1

Par o-additivité, et par indépendance des variables X et Y, on déduit

+oo
Z):ZP(X:TL) Zp p)2(n- D—Zp (1-p
n=1

On reconnait une série géométrique de raison (1 —p)?, donc P(A) = L -_P

puis



11. Soit r un entier supérieur ou égal a 2, soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN. On
note

r—1
X,=XX-1) - X-r+1)=[[xX-k).
k=0
a. Calculer 'espérance de X, lorsque X suit la loi de Poisson de parametre A > 0.
b. Calculer E(X,.) lorsque X suit la loi géométrique de parametre p €10, 1].

a. Par le théoreme de transfert, il faut s’assurer de la convergence absolue de la série

Zn(n—l)---(n—r—&—l)e"\)\—n:e_)‘ Z%

n!
n>0 n>r

La convergence n’est pas un souci (série exponentielle), et par un décalage d’indice,

+oo )\k+r
E(X,) =¢* Z T e =\
k=0

b. Posons ¢ = 1 — p. On est amené ici & considérer la série Z nin—1)-(n—r+1pg"*,
n>r
qui converge absolument (d’Alembert par exemple). Puis,

—+o0
r— n! n—r
BX)=pd™ X o5

Mais, pour z €] — 1,1], on a g ni!xnfr = &’ ( 1 ) = r par une
— (n—r)! dem \1—2 (1 —az)r+t
récurrence immeédiate. Finalement,
| 1— r—1
_ -1 L _ ( p)
E(X,)=pq" (1— ¢t =r! pr :

12. Soit N € IN*. Soit p €]0, 1[. On pose ¢ = 1—p. On considére N variables aléatoires X1, - - -, Xy
définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P), indépendantes et de méme loi géométrique
de parametre p.

a. Soit i € [1, N], soit n € IN*. Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).
b. On considere la variable aléatoire Y définie par Y = . I<n_i<nN X, c’est-a-~dire
Yw € Q Y (w) = min { X1 (w ,~-T,}(N(w)} .
Soit n € IN*, calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n), puis P(Y =n).
c. Reconnaitre la loi de Y. En déduire E(Y).



n n n—1

_ 1—¢q
P(X;<n)=> P(X;=k)=> pd*'=p> ¢*=p =
k=1 k=1 k=0 q

Par événement contraire, P(X; >n)=1—-P(X; <n)=¢"=(1-p)".
b.SiweQ onaY(w)>n < min{X;w), -, Xyw)} >n < Vie[l,N] X;(w)>n,

N
donc {Y > n} = ﬂ{Xi > n} et, par indépendance des variables X;,
i=1 N
PY >n)=[[P(X; >n) = ()" =¢"" .
i=1

Par événement contraire de nouveau, P(Y <n) =1— P(Y >n) =1 — ¢"V, puis
P(Y =n)=P(Y >n—1)—P(Y >n) =q¢" DN — "V = ¢(n=DNq _ Ny
c. On a Y(Q) = IN* et, pour tout n € IN*, P(Y =n) = (1 — ¢") (¢™)"!, on reconnait une
1

loi géométrique de parametre 1 — ¢~. Donc, d’apres le cours, E(Y) =

1—gN’

13. Chez un marchand de journaux, on peut acheter des pochettes contenant chacune une image.
La collection compléete comporte N images distinctes, dont ’obtention a chaque achat est
équiprobable. On note X le nombre d’achats nécessaires pour avoir obtenu au moins k
images différentes. Ainsi, X7 =1 et X est le nombre d’achats nécessaires a ’obtention de
la collection complete.

a. Quelle est la loi de la variable X1 — Xy, avec k € [1,N —1] ?

b. En déduire I'espérance de Xy .

a. Si le collectionneur a déja k images distinctes en sa possession, chaque achat d’'une nouvelle

N —k
pochette est une épreuve de Bernoulli ou la probabilité de succes est pp = . La
variable X1 — Xj représente le temps d’attente du premier succes, elle suit donc une loi

N

géométrique de parametre pg. En particulier, E(Xyy1 — Xi) = — = N_%

Pk -

N—-1
b. Par linéarité de I’espérance, de la relation Xy = X1 + Z (Xg+1 — Xi), on tire
k=1
N1y N-1
E(Xy)=1 ——— =1+N -=NH
(Xn) + kz_:l Nk + Jz::l J N

. On en déduit que E(Xy) ~ N In(N).

N
en posant, comme d’habitude, Hy = Z N
1 —+o0

El i




14. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires deux & deux indépendantes, suivant toutes la

a.

b.

méme loi de Poisson de parametre a. Soit Y;, la variable aléatoire telle que Y, (w) = 1 si
n

Xn(w) =0, et Y, (w) = 0 sinon. Soit enfin 7, = % ZYk.

Montrer que V(Z,,) < ﬁ =1

A partir de quelle valeur de n peut-on affirmer qu’il y a 90% de chance au moins pour que

|Z,, — e~ %] soit inférieur & 10 ?

. Pour tout n, la variable Y, suit une loi de Bernoulli de parametre p = P(X,, =0) = e “.

Onaalors E(Y,) =p=e%et V(Y;) =p(l1—p) =e *(1—e ). Pour tout n, la variable Y},
est une fonction de X,,, précisément Y,, = f(X,,), avec f : IN — {0, 1} fonction indicatrice
de {0}. Les X,, étant supposées deux & deux indépendantes, les Y;, le sont alors aussi, elles
sont donc décorrélées. On a alors

V(Zy) = % V(Y= % S V() = %e*aa — ey,
k=1 k=1

1 1
Comme Vp € [0,1] p(1—p) < 1 —

(petite étude de fonction), on déduit V(Z,) < .
n

1 n
. Par linéarité, on a E(Z,) = — E E(Y;) = e, il suffit donc d’appliquer I'inégalité de
n
k=1

Bienaymé-Tchebychev. Tl est clair que Z, € L*(,IR), i.e. Z2 est d’espérance finie, puisque

1
Z,, prend ses valeurs dans I’ensemble fini {f ; 0<k< n} Avec e = 1o’ on a

n
V(Z, 25
P(|Zn —6_a| > 6) < % = 100V(Zn) < —
€ n
- e s . —a 1 9 .
en utilisant l'inégalité obtenue en a. Pour avoir P<|Zn —e Y < E) > 10’ soit par
1 1
événement contraire P<|Zn —e 4> —) < —, il suffit donc que 'on ait — < —, ce qui
10 10 n 10

est vrai des que n > 250.

15. On modélise une partie de pile ou face infinie par 'univers = {0, l}lN des suites infinies

de 0 et de 1 (par exemple, “Pile” est codé par 0, “Face” est codé par 1). On suppose
qu’a chaque lancer, 'apparition de “Face”=1 a une probabilité p €]0,1[, et que les lancers
sont indépendants. On admet l'existence d’une tribu sur 2 et d’une probabilité P telle
que, si on note w = (wp)pew un élément de Q, on ait P(w, = 1) = p pour tout n.
Les lancers étant supposés indépendants, si on se donne des entiers naturels distincts
Ny, +++, Ng, M1, -+, My, on a alors

P(wnl = 1’...’wnk = 13("‘)7711 = 0’...’wml = O) :pk(]_ —p)l .
Toute suite w € 2 se compose d’une succession de blocs formés de 0 et de blocs formés de 1.

On note X (w) la longueur du premier bloc de la suite w, et Y (w) la longueur du deuxiéme
bloc. Ainsi, pour w = (1,1,1,0,0,1,1,0,1,...),on a X(w) =3 et Y (w) = 2.



a. Déterminer les lois des variables aléatoires X et Y. Ont-elles la méme loi ?

b. Déterminer la loi conjointe du couple U = (X,Y). Dans quel cas les variables X et Y
sont-elles indépendantes 7

c. Calculer les espérances des variables X et Y.

?

DO | Ot

d. Etudier les variations de E(X) en fonction de p. Comment choisir p pour avoir E(X) =

Pour tout n € IN*, on introduit les événements suivants:
Sp: “on obtient Face (=1, =succes) au n-éme lancer” ;
A,,: “le premier bloc est constitué de n succes” ;
B,,: “le premier bloc est constitué de n échecs”.
a. e Pour n € IN*, on a {X =n} = A,, U B, (réunion disjointe).
Donc P(X =n) = P(4,) + P(B,).
Or,A, =S NS N---NS, N S,1,donc P(A,) =p™(1 — p) par indépendance.
Par symétrie, P(B,,) = (1 —p)"p, donc Yn € N* P(X =n)=(1-p)p" +p(l —p)".

e La famille constituée des événements Ay, k > 1, et des By, k > 1 est un systeme
quasi-complet d’événements puisque la réunion de tous ces ensembles donne 'univers €2

privé des deux seules suites constituées uniquement de 0 ou uniquement de 1, qui sont de
+oo

probabilité nulle. On peut aussi vérifier par le calcul que Z P(X =n) =1, ce qui montre

n=1
que le premier bloc est presque stirement de longueur finie. On applique donc la formule des

probabilités totales:

+oo

PY =n)=3 (P(Y = n|Ay) P(A) + P(Y = n|By) P(Bk.)) .

k=1
Or, si 'événement Ay, est réalisé (i.e. les k premieres épreuves sont des succes et la k + 1-
éme est un échec), alors Y = n si et seulement si les épreuves k +2, k+ 3, -+, k+n
conduisent a des échecs alors que l'épreuve k + n + 1 est un succes. On en déduit que
P(Y =n|A;) = (1 —p)" 'p. De méme, P(Y = n|By,) = p" (1 — p). Donc

+o0 +00
PY=n) = Y (1-p)" 'pp"L-p)+)> " ' (1-p)(1-p)p
= +oo "~ +oo
= pPA-p" > P+ A-pPp" > 1-pr!
k=1 k=1

= p’(l—p)" '+ (1-p?2p" .

1 1
e Sip = 2 alors P(X = n) = P(Y = n) = o0 donc X et Y ont la méme loi.

Réciproquement, si X et Y ont la méme loi, alors en particulier P(X = 1) = P(Y = 1), soit

1
2p(1 —p) =2(1 —p)?, dott p=1—p, puis p = 3 la condition est nécessaire et suffisante.



b. e Soient k et [ deux entiers naturels non nuls, alors l’événement {U = (k,l)}
={X =k} N {Y =1} est la réunion disjointe des événements S; N --- N S N
Sk41 N -+ N Spyy N Skyrq1 (les k premieres épreuves sont des succes, les [ suivantes sont
des échecs, la k+ 1+ 1-eme est un succes) et S; N --- N Sk N Spyq N -+ N Spay N Spyret
(le contraire). Donc

V(k,l) € (]1\]*)2 PX=k,Y=1)= pk+1(1 7p)l +(1 *P)k+1pl .

1
eSip= 3 alors
1 11

= —P(X=kPY=1),

donc les variables X et Y sont indépendantes. Réciproquement, si X et Y sont indépendantes,
alors on a en particulier

PX=1,Y=1)=PX=1)PY =1),
soit

p’(1—p)+ (1—p)*p=2p(1 —p)2(1—p)*,

1
ou encore 1 =4(1 — p)?, donc p = > la condition est nécessaire et suffisante.

+oo
d 1 1
c. o Calculons: en utilisant, pour |z| < 1, la relation ,;1 na" ! = @(1 — x) = TSl on a
+o0 too
E(X) = (1—pp > mp" " +p(l—p) Y n(l—p""

n=1 n=1

A-pp pl-p) _ p  L1-p

(1-p)? p? l-p  p

Le résultat dépend de p et intuitivement on comprend bien que, si le jeu est trés déséquilibre,
i.e. si p est trés proche de 0 (resp. trés proche de 1), alors il y a de fortes chances pour
que la suite d’épreuves commence par un tres grand nombre (un “bloc”) d’échecs (resp. de
succes). Ceci est confirmé par le fait que E(X) tend vers +oo lorsque p tend vers 07 ou
vers 17 .

e De fagon semblable,

+oo +oo
EY) = (1-p)?2 > np" ' +p> > n(1-p"!
n=1 n=1
(1-p3?  p? '

Le résultat ne dépend pas de p, cela peut sembler surprenant, je ne sais pas ’expliquer
intuitivement.

d. Posons f(p) = E(X) =

P +1—p_ 1 2p—1
l-p p  p(l=p)

— 2, alors f'(p) =

5, donc f est

p*(1—p)

1
], puis croissante sur |=,1|. On a lim f(p) = lim f(p) = +oo.
2 p—0t p—1—

N =

décroissante sur }O,



1
L’espérance de X est minimale pour p = 5 et vaut alors 2. On a évidemment la symétrie
f(1—=p) = f(p), qui se traduit par la symétrie de la courbe par rapport a la droite verticale

d’équation z = ok On obtient facilement

5 1 2
EX)=- < p=goup=g

2

16. Un péage autoroutier comporte deux barriéres. Le nombre de voitures arrivant a ce péage

a.
b.

par jour suit une loi de Poisson de parameétre A, et chaque voiture choisit arbitrairement
de franchir I'une ou l'autre des deux barrieres, ces choix étant indépendants. On note X3
et X5 les variables aléatoires représentant le nombre de voitures franchissant chacune des
deux barriéres dans une journée.

Déterminer la loi de X7.

En exploitant X; + X3, calculer la covariance de X; et Xos.

c. Montrer que les variables X; et X5 sont indépendantes.

b.

. Posons X = X; + Xo (nombre de voitures arrivant au péage). Alors, si k et n sont deux

entiers tels que k£ > n, on a .
k 1
P(X;=n|X =k) = (n) (5) :

1
en effet, la loi conditionnelle de X; sachant {X = k} est binomiale de parametres k et 3

Si l'on fixe n € IN, on a alors

P(X,=n) = :fp(xl_mx_k) P(X = k)

On conclut que X; (et de méme X5 évidemment) suit une loi de Poisson de parametre 5

La covariance étant une forme bilinéaire symétrique sur L*(©,1R), on a

V(X) = V(Xl + Xg) = COV(Xl +X27X1 + XQ) = V(Xl) —|—V(X2) +2 COV(Xl,Xg) .



C.

PXi=k, Xy=1)

Comme on sait que la variance d’une variable de Poisson de parametre A vaut A, on a donc

A A
A= 5 + 5 +2Cov(X1,X3), d’ott Cov(X7, X2) = 0: les variables X; et Xo sont décorrélées
(ce qui n’entraine pas a priori qu’elles sont indépendantes).

Soient k et [ deux entiers naturels, on calcule:

P(Xi=k, X=k+l) = P(Xs=k|X=k+ D) P(X =k +1)
7 k+l 1 y )\k+l
- Uk )2 L)

k l
a3 (3) 5 (3)
ELIL2k+T k! I
— P(Xi=Fk) P(Xs=1).

Les variables X et X5 sont donc indépendantes.

17. Un joueur dispose de N dés équilibrés. Il lance une premiere fois ceux-ci et on note Xj le

Y

¢]

nombre de “six” obtenus. Il met de c6té les dés correspondants et relance les autres dés
(s’il en reste). On note Xo le nombre de “six” obtenus et on répete 'expérience définissant
ainsi une suite de variables aléatoires Xy, X5, --- La variable S, = X7 + Xo +--- + X,
correspond alors au nombre de “six” obtenus apres n lancers.

. Vérifier que S,, suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
. Montrer qu’il est presque stur qu'il existe un rang n pour lequel S,, = N.

. On définit alors la variable aléatoire

T = min ({nz 11S, =N} U {—i—oo}) .

Déterminer la loi de T.

. Vérifier que la variable T est d’espérance finie, et donner une formule exprimant celle-ci.

Calculer cette espérance pour N =1 et N = 2.

. Il est clair que chaque variable S,, prend ses valeurs dans [0, N], on va donc montrer par

récurrence que S,, suit une loi binomiale de parameétres N et p,, avec p,, €]0, 1] dépendant
de n, et que 'on va chercher a déterminer.

1
e Pour n = 1, la variable S; = X7 suit clairement la loi binomiale B (N ) 6), ce qui initialise

1
avec p; = —.

6
k
e Soit n € IN* et k € [0, N], on a alors {S,11 =k} = |_| ({Sn =4} N {Xnp1 =k —j}),
=0
donc

k
P(Sn+1:k) = ZP(Sn:j)P(Xn+1:k_j|Sn:j)-



e Si I’événement {S, = j} est réalisé, alors, au (n + 1)-eme lancer, on lance N — j dés. La

loi conditionnelle de X,, 1 sachant {S,, = j} est donc binomiale de parametres N — j et —,

6
: _ ‘ . (N-—j 1\k=d 5\N—k - .
soit P(Xpt1 =k—j|Sn=1J) = (k —j) (6) (6) . On fait I'hypothese (de
récurrence) que .S, suit la loi B(N, p,), alors P(S,, = j) = (‘7) P’ (1 —p,)N 7. Donc
k ,
N—i(N—j 1\k=J /5\N-k
j - hd
P( n-‘rl—l€ JZO( ) pn) (k])(ﬁ) (6) .

pacaiteons, () (377 ) = 5w =gy < = () (5)- e
) () e [ (5) ()]

N
k
1) ) e 5
N
k

P(Sn+1 = k) =

Il
= TN N /N

en posant p,4+1 = pp + . Ainsi, S, 11 suit la loi B(NV, pp41), ce qui achéve

la récurrence.

1+ 51

e De plus, la suite (p,) est arithmético-géométrique, ’équation | = admet pour

racine | = 1, donc la suite (g,,) définie par ¢, = 1 — p,, est géométrique de raison 6 avec

5 ) 5\" ) 5\"
aq=1—p :6,ce qui donne ¢,, = (6) , puis p, =1-— (6) .
Remarque. Pour identifier la loi de \S,,, on peut aussi dire que 1’on lance n fois chacun des N
dés, et que 1'on appelle “succes” (pour chaque dé) le fait qu’il soit tombé au moins une fois

sur la face 6 au cours des n lancers. On retrouve ainsi le fait que S, suit une loi binomiale

5\n
dont les parametres sont N et la probabilité de “succes” pour chaque dé, soit 1 — (6) .

N\ ~ 0_ N 5y
b. Pour n € IN* donné, on a alors P(S, = N) = (N)p” 1—pn)° =p, = <1 - (8) ) ,
donc lim P(S,=N)=
n—-+4oo
Soit E 1’événement: “il existe n € IN* pour lequel S,, = N”. Alors F est la réunion (crois-
sante) des événements {S,, = N} pour n € IN*. En particulier, E contient chaque événement

{S, = N}, ie. ¥n € N* {S, = N} C E. Par croissance d'une probabilité, on déduit
que VYn € N* P(S, = N) < P(E) <1. Comme lirf P(S,=N)=1,ona P(E)=1
n—-—+0oQ

c. Notons que T est une variable aléatoire a valeurs dans IN* U {+oc}, mais on a prouvé en
b. que P(E) = P(T = +oc0) = 0, on peut donc considérer que T est & valeurs dans IN.



Notons, pour tout n € IN*, I'identité {S,, = N} = {T' < n}, donc P(T < n) = P(S, = N)
puis, pour tout n € IN*,

P(IT'=n)=P(T <n)—P(T'<n-1)= <1_ (2)n>N_ (1_ (Z)“)N

Remarque. 1l peut étre intéressant aussi de remarquer qu’une expérience aléatoire équivalente
consiste a lancer séparément chacun des N dés jusqu’a obtention de la face 6, et a noter le
maximum des N temps d’attente. Ainsi, si 'on note T, ---, Tn les temps d’attente pour
chaque dé, les variables T} sont mutuellement indépendantes, chacune suit la loi géométrique

de parametre —, et T'= max T}.
P 6’ 1<henF

d. Comme T est a valeurs dans IN, utilisons la formule

+oo “+o0
E(I)=> P(I'>n)=)Y P(T>n).
n=1 n=0

P(T>n)=1-P(T<n)=1-P(S, =N)=1— (1— (5)n)N = 1—exp [N In (1— (z)n)] .

5\n 5\n 5\n
Comme lim (7) =0,ona In <1 - (7) ) ~ _(6) qui tend aussi vers 0, puis

n—+oo \6 6 n—+o0

5\ 5\
1 —exp lN In <1 — (f) ) ~ N (7) , ce qui justifie la convergence de la série de

6 n—+o00 6
terme général P(T > n), donc la variable aléatoire T est d’espérance finie.

+o00

. o\ 2\" .
e Pour N =1, on a simplement P(T > n) = (6) , donc E(T) = E (6> = 6, en fait
n=0

1
dans ce cas c’est évident puisque T suit simplement la loi géométrique de parametre 5

B\m 5\ 96
e Pour N =2, on a P(T>n):2><(6) _<6) , puis E(T) = 5 ~ 8.7,

18. Soit T une variable aléatoire & valeurs dans IN. On suppose que ¥n € IN  P(T > n) > 0.
On appelle taux de panne associé & T la suite (6,,),en définie par
0, =P(T=n|T>n).

Typiquement, si T est la variable aléatoire indiquant I'instant ot un matériel tombe en
panne, la quantité 6,, indique la probabilité qu’il tombe en panne a I'instant n sachant qu’il
était encore fonctionnel jusque la.

a. Montrer que 6, € [0,1[ pour tout n.
b. Exprimer P(T > n) a laide des 0. En déduire que la série Z 0 diverge.

c*. Inversement, soit (6,,) une suite d’éléments de [0, 1] telle que la série Z 0., diverge. Montrer
que la suite (0,,)neN est un taux de panne associé a une certaine variable aléatoire T



a. Le réel 0, est une probabilité (conditionnelle) donc appartient a [0, 1]. S’il valait 1, on aurait
P(T'=n) = P(T > n), donc par différence P(T > n) =0, ce qui est exclu.

b. On a, pour tout n entier naturel,

_P({T=n}n{T>n}) P(T=n) PT>n)-P(T>n+1) 1 P(T>n+1)
- P(T >n)  P(T>n) P(T >n) N P(T >n)
P(T 1
Donc (P( " +) ) = 1— 6, pour tout n. Partant de P(T" > 0) = 1, on a immédiatement
n
n—1
VnelN  P(T>n)=]J[0-0.
k=0

n——+o00

—+o00
Mais P(T > n) = ZP(T = k) — 0 car c’est le reste d’ordre n — 1 d’une série
k=n

n—1
convergente. Donc In (P(T > n)) = kzo In(1 — 6) W OO La série a termes négatifs
Z In(1 — 0) diverge donc.

Deux cas se présentent alors:

- si 0} ne tend pas vers 0, alors évidemment la série Z 0y diverge (grossierement) ;

- si 0 tend vers 0, alors 0, ~ —In(1 — 0) et, par le critere des équivalents (les séries
considérées sont a termes positifs), la série Z 0, est encore divergente.

c. Analyse: si T" est une variable aléatoire solution, alors

n—1 n n—1
P(T=n)=P(T>n)-P(T>n+1)=[[(—0) - [J(A—6k) =6, [JT(1—6k).
k=0 k=0 k=0
La loi de T est donc déterminée.
n—1
Synthese: Posons p, = 0, H (1 —6;) pour tout n entier naturel. Alors les p,, sont des
k=0
n—1
réels positifs et, pour n € IN, on a p, = ¢, — ¢n+1 €n posant ¢, = H(l — 0;). Comme
k=0

la série Z 0y diverge, il en est de méme de la série a termes négatifs Zln(l — 0x) par

un raisonnement analogue a celui de la fin de la question b., donc ses sommes partielles

tendent vers —oo, soit In(g,) — —oo, puis lim ¢, = 0. La série télescopique an =
n—-+o0o n—-+4oo

—+oo +oo
Z(qn — qn+1) est alors convergente et Zopn = Zo(qn ~Gnt1) = qo — nll)riloo In =qo = 1.
n= n=

La suite (pn)nen est donc une distribution de probabilités sur I’ensemble IN, il existe alors
une variable aléatoire T (sur un certain espace probabilisé), & valeurs dans IN,
et telle que P(T = n) = p, pour tout n.



+oo

Enfin, P(T > n) Zpk = Z(Qk — Qk+1) = Gn, PUis
k=n

P(T=n Pn

La suite (6,,) est donc le taux de panne associé a la variable aléatoire T'.

19. Soient X et Y deux variables aléatoires sur (2,4, P), a valeurs dans IN. On suppose que
Y < X et que E(X) < 4o0. On suppose de plus que, pour tout € IN, la loi de Y
conditionnellement & ’événement {X = z} est la loi uniforme sur [0, z].

a. Donner une relation simple entre E(X) et E(Y).
b. Montrer que
Vn € IN P(X=n)=(n+1) (PY=n)—PY =n+1)).

c. Montrer que les variables X — Y et Y ont la méme loi.

a. Déja, par comparaison, X est d’espérance finie, puis en calculant dans le monde des
bisounours (c’est-a-dire dans [0, +00] ol toutes les interversions sont permises):

E(Y) = iokp(yz
k=0

_ iok(JrzooP(Y:MX:n)P(X:n))

+oo +oo —-n n
- SHE R - AR

B *fp(xzn)xn(nﬂ) 1
N — n+l 2 2

b. On a d’abord, pour tout n entier naturel,

+o00 +oo +OOP(X:]<;)
:kz:;LP(Y:n,X:k‘):;lP(Y:np(:k)P(X:k):Zﬁ_

k=n

P(X =
On en déduit que P(Y =n)—P(Y =n+1) = %, puis la relation demandée.
n
c. Pour tout n entier naturel, on a
+oo
Y PX-Y=n,Y=1)=) PX=n+l,Y =1

=0

P(X —Y =n)

= Y PY=I|X=n+])P(X=n+l)



+oo +oo
P(X =n+1) P(X = k)
Zl:O ntl+1 > k1 (¥ =n)

par une translation d’indice, et en comparant avec la premiere ligne de la question b.

20. Soient X7, ---, X, des variables aléatoires réelles discretes admettant un moment d’ordre
deux, i.e. telles que X12, BN XfL soient d’espérance finie. On appelle matrice des cova-
riances de la famille (X5, -, X,,) la matrice carrée d’ordre n:

S = (COV()Q7 XJ))

1<ij<n *

Soient a7y, ---, a, des réels. Exprimer la variance de X = a1 X1 + -+ + a,X,, a l'aide de la
matrice S. En déduire que la matrice symétrique S est positive.

La covariance étant une forme bilinéaire symétrique sur I’espace vectoriel L?(Q,R), on a
n n
= Cov(Za,-Xi,Zanj) ZZazaj Cov(X;, X;) ZZa,aJ Sij -
=1 Jj=1 =1 j=1 1=1 j=1
ai
Soit alors la matrice-colonne A = [ : | € M,, 1(IR). On reconnait que V(X)= A" S A.

Qn

On a donc ATSA = V(ZaiXi) > 0 pour tout A € M, 1(RR), d’ott S € S;f (R).

i=1

Fonctions génératrices.

21. On dispose d’un premier dé normal (non pipé, faces numérotées de 1 a 6), et d’un deuxieme
dé (non pipé) dont les faces ne portent aucune inscription. On note X la variable aléatoire
correspondant au résultat du lancer du dé normal. En utilisant des fonctions génératrices,
déterminer de quelle fagon il est possible de numéroter les faces du deuxieme dé afin que,
lors du lancer simultané de ces deux dés, la somme des deux nombres obtenus prenne toutes
les valeurs de 1 a 12 avec équiprobabilité.

La variable X suit la loi uniforme sur Uintervalle [1, 6], sa fonction génératrice est donc le

polynome
2 43 | 44 | 45 | 46 t1-1t° .
Gx(t)=-(t+t>+t+1" +t°+1°) = (sit#1).
6 6 1—t
Notons Y la variable aléatoire correspondant au résultat du lancer du deuxieme dé ; ce
dernier étant non pipé, si ny, - - -, ng sont les numéros (non nécessairement distincts) inscrits

sur les faces (et supposés entiers naturels), on a

1 6
=3 > ot
k=1



Soit enfin Z = X +VY. Les variables X et Y étant indépendantes, on a Gz(t) = Gx(t) Gy (¢).

On voudrait que Z suive la loi uniforme sur [1,12], c’est-a-dire que Gz(t) soit égal a
12

1 t 1—1¢2
— Ztk, soit encore (pour ¢t # 1), a LIt Cette condition est réalisée si et seulement
k=1
si (pour t ¢ {0,1})

Gz(t) 11-t2 1
Gx(t) 21—t 2
Il est donc nécessaire et suffisant que les valeurs 0 et 6 apparaissent de fagon équiprobable

lors du lancer du deuxiéme dé, autrement dit que trois de ses faces portent le numéro 0, et
les trois autres le numéro 6.

1
—(14+1% ==t + Lo

Gy(t) = 5 5

22. On effectue une suite de lancers d’une piece de monnaie équilibrée. On suppose que les
résultats des lancers sont indépendants. On note X la variable aléatoire égale au nombre
de lancers nécessaires pour obtenir deux “Pile” consécutifs. Par exemple, pour la suite de
lancers PFFPFPPFFF..., on a X = 7. De méme, on note Y la variable aléatoire égale au
nombre de lancers nécessaires pour obtenir “Face” immédiatement suivi de “Pile”. Dans
Pexemple ci-dessus, on a donc Y = 4. On pose enfin =, = P(X = n) et y, = P(Y = n)
pour tout n entier naturel non nul.

1
a. Prouver la relation VYn >3 z, = imn_l + an_2.

b. En déduire la fonction génératrice de la variable aléatoire X . Calculer E(X).

c. Avec des méthodes analogues, calculer I’espérance de la variable Y. Ici, on pourra aussi
expliciter y, qui a une expression plus simple que x.,.

a. Discutons suivant le résultat du premier lancer. Notons F} 1’événement “le premier lancer
donne Face”. On a alors, pour n > 3,

T, = P(X=n) = P{X=n}n FA)+P{X=n}n F)
P{X=n} N A)+P{X=n} N F N k)
1

4

= Tp-1X 5+ Tp_2X—

»-lkM—‘ Do =

On a par ailleurs 1 = 0 et x5 =

b. On multiplie par t" avec t € [—1, 1], et on somme, pour n de 3 & 'infini, la relation démontrée

en a.:
00 1 +00 1 +o0
n __ _ n - n
ant ~ 9 anflt + 1 Z$n72t )
n=3 n=3 n=3

soit
12 +oo

Gx(t) —7t2 Z:cnt”—i—— ant"



donc

1 t2
Gx(t) — th =5 Gx() + 7 Gx(®),
t2
et finalement GX (t) = m
! 2t(4 — t) : /
On a Gk (t) = A—oi— puis E(X) = G%(1) = 6, c’est le temps d’attente moyen

pour voir apparaitre deux “Pile” consécutifs.
c. Ici,

Yo = P(Y =) = PY =n} 0 F)+ P(Y = n[F5) P(F) = — 4yt x ~. (%)

2n 2
En effet, 'événement {Y = n} N F; correspond & la réalisation de n — 1 “Face” suivies

d’un “Pile”, et est donc de probabilité on On peut en déduire que 2"y, = 2" 1y,_1 + 1,

donc que la suite (2"y,) est arithmétique de raison 1, puis 2"y, = 2'y; + (n — 1) =

n —1, enfin y, = nT—nl On peut aussi déduire de la relation de récurrence (*) ci-dessus
= Xty 1R 21 t

que Zynt" = Z (5) + §Zyn_1t”, soit Gy(t) = V] + 3 Gy (t), donc
n=2 n=2 1 — 5

At
(PR puis E(Y) = Gy (1) = 4. Ayant calculé

n=

Gy(t) = (%)2 Enfin, G (t) =

+oo
explicitement les y,, on peut aussi calculer directement Uespérance par E(Y) = Z nYn =
n=2

1 X 1\»2 1 2
1 T;Qn(n — 1)<§> =7 {(1_03} s =4 (on aura effectivement reconnu la dérivée

, , 1
évaluée pour t = -).

de de t — —
seconae ae 11 2

23. On répete indéfiniment le lancer d’une piece équilibréee et I'on note la suite des résultats
obtenus. On appelle série toute séquence de résultats identiques consécutifs. Par exemple,
si les huit premiers lancers donnent, dans I'ordre: PPFFFPFF, on aura obtenu quatre séries,
a savoir 'PP’, 'FFE’, 'P’ et 'FF’. Pour tout n entier naturel non nul, on note X,, la variable
aléatoire donnant le nombre de séries obtenues lors des n premiers lancers. Dans ’exemple
précédent, X1 :X2:1, X3:X4:X5:2, X6:3, X7:X8:47

a. Pour n > 2 et 1 < k < n, prouver la relation

P(X, =k) = % (P(Xn,1 = k) + P(Xpy =k — 1)) .

b. En déduire, par récurrence, la fonction génératrice GG,, de la variable X,.

c. En déduire que la variable Y,, = X,, — 1 suit une loi binomiale dont on précisera les
parametres.

a. Pour n > 2, notons F,, I’événement: “les lancers n—1 et n donnent le méme résultat”. Alors



{Xn = k}

({Xn =k} N En> L <{Xn — k) N Fn)

((Xa =k 0 B U ((Kaa=k-1) 0 B,),

On a donc
P(X,=k)=PE,Xn1=k)P(Xpn_1=k)+PE,|Xpn1=k—-1)P(X,_.1=k—1).

La piece étant équilibrée (sinon, il faudrait décomposer plus!), on a P(E,|X,—1 = k) =
1 S
P(E,) = 2 de méme pour P(E,|X,—1 =k — 1). On obtient donc
1
PX, = k) = ; (P(Xn,1 = k) + P(Xn_1 =k — 1)) .
b. Notons que X,,(Q2) = [1,n] pour tout n € IN*.

On a X; =1 (v.a. constante), donc G1(t) = t. Pour n > 2, on reprend la relation obtenue
en a., on multiplie chaque membre par t", on somme, et on assaisonne avant de servir:

Ga(t) = io P(X, = k) t"

400 400
P(Xy1 = k)" + 3 P(X,y =k —1) tk)
k=1 k=2

On a écrit des sommes infinies par commodité, mais ce sont toutes en fait des sommes
finies, et il n’y a donc aucun probleme de convergence, les fonctions génératrices sont des
fonctions polynomiales et sont défiinies sur tout IR.

1. 1+t\n-1
On déduit de ce calcul que Yt e R VYn e IN* G,(t) =t (—) .

2
c. On sait que X,,(Q) = [1,n] et

n—1 n
t n—1 k n—1 1 k
Gnlt) = 505 Z( k )t :Z<k_1)2nlt :

k=0

VEe[0n -1 P(Y,=k) =P(X,=k+1)= - <”;1>=<”;1> (%)ke)"_l_k.



La variable Y,, suit la loi binomiale 5B (n -1, %)

24. On répete une expérience aléatoire ayant la probabilité p de réussir et ¢ = 1 — p d’échouer,
définissant ainsi une suite de variables de Bernoulli indépendantes (X,,),>1. Pour m € IN*,
on note S, la variable aléatoire déterminant le nombre d’essais jusqu’a ’obtention de m
succes: Sy =k <= (Xi+-+Xp=m et Xi+- -+ Xz <m).
a. Déterminer la loi et la fonction génératrice de S7.
b. Méme question avec S,, — Sp,_1, pour m > 2.
c. En déduire la fonction génératrice, puis la loi, de S,,.

a. On reconnait le temps d’attente du premier succes, donc S; suit la loi géométrique de

parametre p. On a alors Gg, (t) = , avec un rayon de convergence R = — > 1.
q

pt
1—qt
b. La variable S,,, — S,,_1 représente le temps d’attente du m-eéme succes, compté a partir du
(m — 1)-éme succes. Cette variable suit aussi la loi géométrique de parametre p.

m
c.OnasS,, =5+ Z(Sk — Sk—1), les variables sommées étant mutuellement indépendantes.
k=2
En effet, si on se donne un m-uplet (nq, - -, n,,) d’entiers naturels non nuls, 1’événement
E:{Sl =ni, 52_51 =MN2, ", SnL_Sm—l :nnL}

coincide avec ’événement
{an = Xny4no = = Xny+nat-tn,, = 1; X =0 pour les autres k dans [1,ny +--- + nm]]} .

Les X étant mutuellement indépendantes, on a alors

P(E) = pmgmt e = (pg™ ) (pg™ ) - (pg™ )
P(Sl :nl)P(Sg—Sl ZTLQ) P(Sm— m—1 :nm),

ce qui prouve I'indépendance mutuelle des variables Sy, So— S, - -+, Sy — Sy 1. La fonction
génératrice Sy, est alors le produit des fonctions génératrices, ce qui donne

Gs. ()= (72) " = e l—an

1
Par le développement en série entiere de (1 + x)%, on obtient, si |¢| < —,
q

400
m —-m)(—-m—-1)---(—m—-k+1
Gs, () = prem Y D ) (—qry*

k=0 ’
+oo

= it T m =1y )
k=0
“+oo

_ m pm m+k71 k .k

= p-t < m— 1 >qt
k=0



R (n-1

n=m

Il est clair que S, (2) = [m, +oo[. Pour n > m, onadonc P(S,, =n)= (:1_ 11) p"g" ™.

+1

L. . . a n
25.a. Trouver la constante k et une condition sur le réel a pour que la suite ( ( ) k)
a nelN

b.

C.

a.

soit une distribution de probabilités sur I’ensemble IN.

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes sur (2,4, P), & valeurs dans IN,
et ayant toutes la loi définie par la distribution de probabilités ci-dessus. Déterminer la
n

fonction génératrice de la variable S, = Z X,
k=1

Calculer de deux manieres ’espérance et la variance de S,,.

a

a+1
soient tous positifs et de somme 1. La positivité est réalisée si et seulement si

a €] — oo, —1[ U [0,400[. Mais, si a < —1, alors a
a+1

n
Posons p, =k ( ) pour n entier naturel. La condition recherchée est que les réels p,

> 1, donc la série géométrique

. . a - P o a n
an diverge. Si a > 0, alors 0 < —— < 1, donc la série géométrique Z( )
a+ 1 n>0

a+1
converge et a pour somme a + 1, qui est un réel strictement positif, donc les conditions
1
seront satisfaites si et seulement si on prend k = PR
a
1

Bilan. Les conditions recherchées sont a > 0 et k =

a+1
. La fonction génératrice de chaque variable aléatoire X est donnée par
= 1 X/ oat y\n 1
Gx, ()= P(X, =n)t" = ( ) -t
x(t) nz:% Xk =m) a-i—].; a+1 a+1—at

1
avec un rayon de convergence R =1+ — > 1 (R = 400 dans le cas particulier a = 0). Les

variables X étant mutuellement indépendantes, on a alors

n " 1
vVtel|-R,R Gg, (t) = Gx,(t) = (Gx,(t) = ——F——— .
=R 65,0 = [[0x0) = (0x.0)" = oy
1 2
c.  En utilisant la fonction génératrice, G's (t) = ﬁ, puis G (t) = m,

donc E(S,) = G (1) = na, puis
V(S,) =G5 (1) + G4 (1) = (G, (1)) = na+n(n+1)a® — (na)? = nala+1) .

+oo
d 1 1
e Calculons d’abord l'espérance de X7 en utilisant Z nx" "t = —( ) = 5
— dz\1l—=z (1—-2a)

pour |z| < 1:



+oo 1 I a \" a 1 2
E(X1):nz=:1nP(X1:n):a+1 2:1”(@4_1) _(a+1)2<1_ - ) B

n=

a+1
Par linéarité de l'espérance, E(S,) = n E(X;) = na. De la méme fagon, en utilisant
00 2
d 1 2
n—2 __ _ .
nz:;n(n—l)x _@<1—x)_(1—x)3 pour |z| < 1:

+o00 2 3
E<X1(X1_1)):Zn(n_l)P(Xlzn):2(ail)3 (11a ) :2(12’
a+1

puis E(X?) = E(X? — X)) + E(X)) = 2a® + a, puis V(X;) = E(X?) - E(X1)? = ala + 1),
et enfin puisque les variables X sont mutuellement indépendantes,

n=2

V(Sn) =Y V(Xi) =nV(X1) =na(a+1) .
k=1
e En fait, il est bien plus simple de remarquer tout de suite que la loi de X “ressemble” a
une loi géométrique, et plus précisément que la variable Y = X + 1 suit la loi géométrique
1
de parametre k = ar 1 On a alors E(Y) = z=@ + 1, donc E(X%) = a pour tout k, puis
a
1—-k
E(S,) = na par linéarité de lespérance. Ensuite, V(X;) = V(Y) = e = a(a + 1) puis,
par indépendance, V(S,,) = ZV(Xk) =na(a+1).
k=1

26*.

a.

b.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN. On définit sa fonction caractéristique ¢ x
par ®x(t) = E(e™X) pour tout ¢ réel.

Montrer que @ x est définie et continue sur IR.
1 & ;

Pour k € IN, calculer 'intégrale I, = o dx(t) et dt. Que dire de deux variables
™ —T

aléatoires X et Y, a valeurs dans IN, telles que &x = @y 7

c. On suppose que X est d’espérance finie. Montrer que la fonction ® x est de classe C' sur IR

et déterminer ®'y (0).

—+oo
. On a donc ®x(t) = E(e™) = Z P(X = n)e™ pour tout réel ¢ tel que cette série soit
n=0
convergente. Mais si 'on pose u,(t) = P(X = n)e™, on a |u,(t)] = P(X = n), donc
+oo
ltnlloe = P(X = n), donc Z llunlloo = 1, ce qui garantit la convergence normale sur IR
n=0

+oo
de la série de fonctions Zun, d’onr existence de ®x(t) = Zun(t) pour tout t, et la
n=0

continuité sur IR (puisque chacune des fonctions w,, est continue sur IR et qu’il y a CVN).



7w +00 1

b. Fixons k € IN. On a alors I, = Z vp(t) dt ot 'on pose vy, (t) = —
—T n=0 2T

On est bigrement tenté d’intervertir série et intégrale! Or il se trouve que les fonctions v,, sont

P(X = n)e!n=h)t,

continues sur le segment [—, 7] et que la série de fonctions E vy, converge normalement

. 1 .
sur ce segment puisque ||v, |0 = Q—P(X = n), terme général d’une série convergente,
T
nous sommes donc autorisés a faire cette interversion. Donc

s

+oo T +oo
1 .
I, = Z/ vp (t) dt = o ZP(X =n) / =Rt gt = P(X = k)
n=0"Y "7

n=0 -
puisque / =Rt qp = 27 On,k (symbole de Kronecker).

On en déduit que, si x = Py, alors X et Y ont la méme loi (Attention! Ne pas répondre
X =Y). De méme que la fonction génératrice Gx, la fonction caractéristique caractérise

la loi de la variable aléatoire.

c. Reprenons les fonctions wu,, introduites en a., elles sont C' et u/,(t) = in P(X = n) ™,

donc ||u,||ec = n P(X = n). Si on suppose X € L*(9), alors la série Z [lul, || converge,

autrement dit la série de fonctions Zu; converge normalement sur IR, ce qui autorise a
+oo

affirmer (sachant qu’il y a convergence simple de la série Z Uy, ) que la fonction ®x = Z U

n=0
est de classe C* sur IR, et & intervertir série et dérivée. Ainsi,

+oo +oo
VteR  ®h(t)=> u,(t)=i» nP(X =n)em.
n=0 n=1

En particulier, 'y (0) = i E(X).

27. On note X une variable aléatoire & valeurs dans IN. On se donne une suite (X;);>1 de
variables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé (2, .4, P), de méme loi que X.
Soit d’autre part N une variable aléatoire a valeurs dans IN, que 1’on suppose indépendante
des X;. Pour tout w € 2, on pose

On conviendra que T'(w) =1 si N(w) = 0.

On suppose que X est d’espérance finie notée m. En utilisant la fonction génératrice Gy
de la variable N, donner une condition nécessaire et suffisante pour que T soit d’espérance
finie, et exprimer dans ce cas E(T). Etudier le cas particulier o N et X sont des variables
de Poisson.

La variable T étant positive, calculons dans [0, +00] oll toutes les interversions de som-
mations sont permises par le programme. Notons que, pour tout couple (k,n) d’entiers
naturels, on a 1’égalité des événements



(T=k} N {N=n} = {N=n} N {ﬂXi:k}

et que, les variables N, X1, ---, X,, étant indépendantes, on déduit du lemme des coalitions
n

I'indépendance des variables N et H X;. Donc
i=1

P(T:k:,N:n):P(N:n)P(HXi:k:) .

C’est parti, calculons!

E(T) = +ka(T:k) - Jrzook(ioP(Tk,Nn))

k=0 k=0 n=0
+o0 +o0 n

- Zk(ZP(N:n)P(HX,:k))
k=0 =0 i=1
+o0 +oo n

- Y P(N=n) (ZkP(HXi:k)>
n=0 3

- +f}?(]\f_n)E(lﬁ[)g)
n=0 i

+o00
= Y P(N=n) (E(X))".

n=0

On en déduit que T est d’espérance finie si et seulement si la série Z P(N =n)m" est
n>

convergente et que, dans ce cas, E(T) = Gy (E(X)) = Gn(m). n=0

Si X ~ P\ et N ~ P(u) avec A > 0 et p > 0, alors la fonction génératrice de N

est une série entiere de rayon de convergence infini, donc E(T) < +oco et, précisément,
E(T) = Gy(\) = e,

Exercices avec Python.
28. Une piece a la probabilité p €]0, 1[ de tomber sur pile. On la lance jusqu’a avoir obtenu deux
fois pile, et on note X le nombre de fois ou elle est tombée sur “face”.
a. Loi de X. Montrer que X est d’espérance finie et la calculer.

Lorsque X = n, on place n+ 1 boules numérotées de 0 & n dans une urne, et on en tire une
au hasard. On note Y le numéro de la boule tirée.

b. Utiliser Python pour simuler cette expérience aléatoire.

c. Loi de Y. Montrer que Y est d’espérance finie et la calculer.



a. Pour tout n entier naturel, 'événement {X = n} est réalisé si et seulement si la séquence
des n + 2 premiers lancers est I'une des n + 1 suivantes, comportant n fois F et deux fois P
(le dernier lancer est un P=pile!):

FFF..FFPP, FFF..FPFP, ---, FFPF..FFFP, 6K FPFF..FFFP,6K PFFF..FFFP.

Sur tous les n 4+ 2 premiers lancers possibles, chacune de ces séquences a une probabilité
égale & p?q", avec ¢ = 1 — p. On en déduit que
VnelN  P(X =n)=(n+1)p*".

+oo
NB: On vérifiera par un calcul facile que Z P(X =n) =1, on a donc bien un systéme

n=0
quasi-complet d’événements.

Le calcul de lespérance nous amene & considérer la série de terme général n P(X = n), soit
Z n(n + 1)pq™. Cette série converge (régle de d’Alembert par exemple), et on obtient

—+o00 —+o00 —+o0
B(X) =Y n(n+1)p’q" =p’¢ Y _n(n+1)¢" ' =p’q Y nn—1)¢"">.
n=1 n=1 n=2
+oo 1
Pour x €] — 1, 1], posons s(z) = Zx” =7 . Alors s est de classe C*°, et sa dérivée
-z
n=0
+oo 9
seconde sur ] — 1, 1] s’exprime de deux manieres: s’ (z) = nz::zn(n —1)a"? = s On
en conclut que
2p? 1-—
E(X):piqugﬂzgip_
) p p

b. cf. script.

c. Comme ({X =n}) @5t un systéme quasi-complet d’événements, la formule des proba-
bilités totales donne, pour tout k£ entier naturel,

~+o0 +oo 1 qk
P(Y=k)=) PY=k|X=n)P(X=n)= Zn+1(n+1)p2q"=p2 g =P
n=~k n=
On en déduit
400 +o00
E(Y)=) kP(Y =k =pg ) kq" ",
k=0 k=1
400 400
d d 1 1
on reconnait cette fois-ci kz::lk g1l = dff(k_omk> = dx(l —x) = =2 calcul

1—
valable sur | — 1,1[, donc E(Y) = 4_-"P
p

p



