EXERCICES sur le CALCUL DIFFERENTIEL PSI2 2024-2025

Calcul de dérivées partielles

1. Soit f : IR? = IR de classe C! telle que Y(z,y) € R? f(y,z) = f(z,y). Quelle relation
y a-t-il entre les dérivées partielles de f 7

2. Soit f: R? — IR de classe C*. Montrer 1’équivalence entre les assertions:
(1): VteR Y(z,y) e R®  flz+ty+t)=f(zy);
of of

(2) : VY(z,y9) € R? %(z, y) + a—y(m,y) =0.

y
3. Soit g : IR — IR continue, soit f : IR?* — IR définie par f(z,y) = / g(t) dt.

x

Montrer que f est de classe C' sur IR? et exprimer ses dérivées partielles premiéres.

1 — cos(x? 4+ y?)
(22 1 y2)2

la fonction f admet une limite finie [ au point (0,0). Si on prolonge f par continuité en

posant f(0,0) =1, la fonction f admet-elle alors des dérivées partielles en (0,0) ? Montrer

que f est en fait de classe C? sur IR?.

4. Soit la fonction f définie sur U = R?\ {(0,0)} par f(z,y) = . Montrer que

5. Soient f : IR — IR et ¢ : R — IR deux applications de classe C?. Soit F : R? — IR définie
par F(z,y) = f(x + go(y)) Montrer que F est de classe C? sur IR? et vérifier 1'égalité
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6. Expression du laplacien en coordonnées polaires

Soit f : (z,y) — f(x,y) de classe C? sur IR?, soit g : (r,0) — f(r cos@,r sin@). Montrer que g

o2f 02
est de classe C? sur IR? et exprimer Af = a—;; + a—yJ; sur R*\ {(0,0)} & l'aide des dérivées
partielles de g.
ry(z® — y?)

7. Soit f: R? = IR telle que f(z,y) = si (z,y) # (0,0), et f(0,0) = 0.

1‘2 + y2
a. Montrer que f est de classe C' sur IR%.
b. Est-elle de classe C? ?

Equations aux dérivées partielles

8. En utilisant le changement de variables {u = zy , v = g}, résoudre, sur 'ouvert U = (]Rj_)2,
x

I’équation aux dérivées partielles

af af
— - =2 2=0.
T o +y 3y f+
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9. Résoudre sur IR” I'équation aux dérivées partielles el 3 3 = 0, avec le changement de
€z Y
variables {u v y.
v =3x+y



10. En passant en coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : R x R} — IR, de classe C L

telles que
of _ of _

Y or Iay_f'

0 0
11. Soit f: IR?\ {(O7 O)} — IR, de classe C*, telle que = a—i +y 8—5 = 0. Montrer que I'intégrale
27

I(r) = f(r cost,r sint) dt ne dépend pas du réel r, avec r > 0.
0

12. En utilisant les coordonnées polaires, résoudre, sur 'ouvert U = IR’ x IR, les équations aux
dérivées partielles

of of ..
0% f 0% f 0% f
207 2 O°F _
(2) T a2 +2zy Ox Oy +y y? 0.

Montrer qu’il existe une unique solution de (1) sur U vérifiant Vy € R f(l,y) = y
et Pexpliciter.

13. Soit « un réel. Une fonction f : (]Ri)2 — IR est dite homogene de degré « si elle vérifie
Y(z,y) € (]Rj)2 vVt e R [tz ty) =t f(z,y) .

a. Soit f: (IR})? — IR de classe C'. Montrer que f est homogene de degré « si et seulement si

elle est solution de 1'équation aux dérivées partielles (E) : = ? +y g—f =af sur (]Rj_)z.
€T Y

On pourra considérer g :t— f(tz,ty), avec (z,y) € (R})? fizé.
b. Soit f: (IRj_)2 — TR, de classe C2, homogene de degré . Montrer que I’on a

0 f 0% f 0% f
29°J 297 _ _
x x2+2xy - y+y y2_a(a 1 f.

14. Trouver les fonctions f : IR — IR, de classe C?, telles que, en posant ¢(z,y) = f (Q), on ait
x
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15. Trouver les fonctions ¢ : R} — IR, de classe C?, telles que, en posant f(z,y,z) = p(r) avec
r = /a2 +y2 + 22, la fonction f vérifie sur Pouvert U = IR*® \ {(0,0,0)} I’équation aux
dérivées partielles

0*f o0%f 0%*f
A e A Y
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ou k est un réel donné.



. u=x+cy . 2 2
16. Soit ¢ > 0. En posant , rechercher les fonctions f : IR® — IR de classe C* telles
v =x—cy
que
SOF_PF
0x2  0y?
17. Une fonction f, de classe C? sur un ouvert U du plan, est dite harmonique lorsque son
laplacien est nul, i.e. 92 52
N T
oxr? = 0y?

a. On suppose f & symétrie sphérique sur U = R*\ {(0,0)}, i.e. f(z,y) = p(z® +y?), avec
¢ : R} — IR de classe C?. Montrer que f est harmonique si et seulement si ¢ est solution
sur IR’ d’une équation différentielle d’ordre un que l'on écrira. En déduire quelles sont les
fonctions harmoniques a symétrie sphérique.

b*. Soit f : R? — IR, de classe C2, harmonique. On pose g(r,t) = f(rcost,rsint).

0 s Jg 0%g
i. Trouver une relation entre — (r —) et —=.
or\ or ot?
27
ii. Montrer que 'application ¢ : r — f(rcost,rsint) dt est de classe C? sur IR, et

0

d
prouver que — (r¢'(r)) =0.

iii. En déduire que ¢ est constante sur IR.

Recherche d’extremums

18. Soit D = {(z,y) e R* |2 >0,y >0, x+y < 1}.
a. Montrer que D est une partie fermée bornée du plan.

b. Soient a > 0, b > 0, ¢ > 0. Soit f : D — IR définie par f(z,y) = 2%y® (1 —z —y)°. Montrer
que f est continue sur D.

c. Déterminer max f(z,y).
(z,y)eD

19. Soit K = [0, 1]*. Soit f : K — IR définie par f(1,1) =0 et

Wo) € KN{WLD} Sy = 2200,

a. Montrer que Y(z,y) € K 0< f(z,y) <1—y.

b. L’application f est-elle continue au point (1,1) ?

c. Justifier Uexistence dem = min  f(z,y) et M = max f(x,y) et déterminer leurs valeurs.
(z,y)EK (z,y)EK

20. Soit f un endomorphisme autoadjoint défini positif de £ = IR" (muni de sa structure eucli-
dienne canonique). Soit w € IR™. Soit l'application h définie sur IR"™ par

1
h(z) = 3 (f(z),2)— < u,z >. Montrer que h est de classe C' sur R" et qu'elle admet

un unique point critique en lequel elle atteint un minimum global strict.



21. Déterminer les extremums locaux sur IR? (ou IR?) de
fo(z,y) = 2? + oy +y? — 32 — 6y
g:(z,y) = 2 +y* — 22y — 2y +5
h:(x,y) 2 +9°
ke (z,y)

L:(z,y,2) — 2? +y? + 2% — 2xyz

23+ y® — 3wy

22. Déterminer les extremums locaux et globaux de f : (z,y) — y (:102+ln(y)2) sur U = RxIR} .

2 . - L . . . 1
23. Dans IR“ muni de sa structure euclidienne orientée canonique, on considere les points M ( O) ,

A <093a> et B <C9Sﬂ>, ol v et B sont des réels tels que 0 < a < 8 < 27.
sin « sin 8
g

a. Montrer que laire du triangle M AB est f(«,5) =2 sin (%) sin (5) sin (5 ; a).
b. Rechercher les points critiques de f dans l'ouvert U = {(a, BleR*|0<a<f< 27r}.

c. En déduire quels sont les triangles d’aire maximale inscrits dans le cercle trigonométrique.

24. Soit U un ouvert convexe de IR", soit f: U — IR une fonction convexe, i.e. telle que
Vie,y) eU? YA€(0,1]  f(A-Nz+Xy) < (1-A) fx) +Afy),

et de classe C'. Montrer que tout point critique de f est un minimum global.

Applications géométriques du calcul différentiel

25. Soit la surface S : z% + y* — 22 = 1. Existe-t-il des points de S en lesquels la normale est

dirigée par le vecteur v = (1,2,3) ?

26. Soit S la surface d’équation 2% — 3% + 22 = 1. Déterminer les points de S en lesquels le plan
tangent est parallele au plan P : 22 +y — 2z = 0.

27. Déterminer les plans tangents & la surface S : z® = zy qui contiennent la droite D

d’équations

{3322 ; y=3z—3}.

1+z+y
L4224 y2
a. Montrer que Y(z,y) € R? |z +y| < /2(22 +y2). Montrer que f(x,y) tend vers zéro

quand r = v/x2 + y2 tend vers +oo.

b. Soit S la surface d’équation cartésienne z(1 + 2® + y?) — 1 — x —y = 0. Déterminer les
points de S en lesquels le plan tangent est parallele au plan zOy. En déduire les extremums
globaux de f.

28%*. Soit f(z,y) =



