EXERCICES sur le CALCUL DIFFERENTIEL PSI2 2024-2025

Calcul de dérivées partielles

1. Soit f : R? — IR de classe C! telle que V(z,y) € R* f(y,x) = f(x,y). Quelle relation y
a-t-il entre les dérivées partielles de f 7

h,y) — h) —
On a 31f(x,y):}1li_%f(z+ ,y})L f(937y):%ig%)f(y717+ ;)L [y, x)

0 0
s’écrit aussi, mais de facon plus confuse, —f(x, y) = —f(y,x)

ox oy

= 02f(y, ), ce qui

2. Soit f: IR? = R de classe C. Montrer 1’équivalence entre les assertions:
(1): VteR VY(z,y)€R? flx+t,y+1t) = f(z,y);
of of

(2) : V(x,y) € 1R2 %(l‘,?ﬁ + aﬁy(x,y) =0.

Pour tout (z,y) € R? fixé, application Gz it flz+t,y+1t) est de classe C! sur R et

a pour dérivée g, ,(t) = %(SE +ty+t)+ %(m +ty+1i).

e Si on a (1), alors pour tout (z,y) € R?, g, , est constante sur IR donc 9y ,(0) =0, ce
qui donne (2).

e Si on a (2), alors pour tout couple (z,y) € IR?, I'application dérivable g, , a une dérivée
nulle sur IR, donc elle est constante et, pour tout ¢, g, ,(t) = gaz,4(0), ce qui donne (1).

Interprétation. Les fonctions vérifiant (1) ou (2) au choix sont les fonctions de classe C*
sur IR? dont les lignes de niveau sont les droites paralleles & la premitre bissectrice.

y
3. Soit g : R — IR continue, soit f : IR — IR définie par f(z,y) = / g(t) dt.

x

Montrer que f est de classe C! sur IR? et exprimer ses dérivées partielles premieres.

Comme ¢ est continue sur IR, elle admet des primitives qui sont des fonctions de classe C*
sur IR; soit G 1'une d’elles. On a alors f(z,y) = G(y) — G(z), donc f est C' sur IR? par

cotions o O _
opérations, et 7 (r.y) = ~g(x), 5 (x,9) = 9(s).

. : o 2 1 — cos(x? + y?)
4. Soit la fonction f définie sur U = R” \ {(0,0)} par f(z,y) = @217
la fonction f admet une limite finie [ au point (0,0). Si on prolonge f par continuité en
posant f(0,0) =1, la fonction f admet-elle alors des dérivées partielles en (0,0) ? Montrer
que f est en fait de classe C? sur IR?.

. Montrer que

1 —cost
C’est facile si 'on pense & introduire une fonction auxiliaire : si on pose g¢(t) = =

pour t € IR*, on voit en utilisant un développement limité en 0 que }iH(l) g(t) = 3
—

Posons alors g(0) = o ona ainsi construit une fonction g qui est définie sur IR et qui

est continue. Mais la fonction cosinus est développable en série entiere sur IR, précisément



= (1P e

cost = Z (2p)!

p=0

, on voit alors par une opération tres simple et un changement d’indice

que
= (—1)P e

vte R g(t) = o

jing

Donc la fonction g, qui est maintenant développable en série entiére sur IR, est de classe C*™
1
sur IR. En prolongeant f par f(0,0) = z ona alors V(z,y) € R* f(z,y) = g(z* + ).

Donc f est de classe C? sur IR? comme composée de fonctions de classe C2, ce qui en-
traine bien str I'existence de toutes les dérivées partielles d’ordres 1 et 2. On peut préciser,

. . . 0 ,
concernant les dérivées partielles premieres, que —f(aj, y) = 2z ¢'(z® + y?), ce calcul étant

Ox
0 0
valable en tout point (z,%) € IR?, en particulier é(0,0) = 0. De méme, 6—5(0,0) =0.

5. Soient f : IR — IR et ¢ : R — IR deux applications de classe C. Soit F : R? — IR définie
par F(z,y) = f(x + go(y)) Montrer que F est de classe C? sur IR? et vérifier 1'égalité

C°F OF  0°F OF

0z? Oy Oz 0y Ox

=0.

La fonction F est de classe C? sur IR? comme composée de fonctions de classe C2. On calcule

successivement
0 0
e = Flate),  Golen) =) Flate).
puis
PF PF
oz @) = f"(z + e(y) , m(% y)=¢'(y) [ (z+ o))

et ’égalité a vérifier est évidente!

6. Expression du laplacien en coordonnées polaires.
Soit f : (x,y) — f(x,y) de classe C? sur IR?, soit g

(r, ) — f(r cos@,r sinf). Montrer
J; + Tf sur R?\ {(0,0)} a laide des

que g est de classe C? sur IR? et exprimer Af = o

dérivées partielles de g.

Onag=foX,avec X : R* — IR? défini par X (r,0) = (rcos6,rsinf). Comme f et X
sont de classe C2, alors ¢ = f o X D’est aussi. Passons au calcul, un peu fastidieux, mais
utile pour ses applications en physique. Par la regle de la chaine généralisée,

dg of of dg

0 0
1) : e cos(0) Pz + sin(f) = 9y et (2) : 20-" sin(6) % + 7 cos(0) a—f .



0 0 0
Notons que la relation (1) peut s’écrire aussi of +y or _ r —g, cela sera utile pour la

Or oy  Or
suite. On redérive (1) par rapport a 7:

02 a9 (0 o (0
a—rg = cos(d) 37"(85) + sin(6) Z?v*(f>

Y
— cos(h) {COS(Q)BZ)JCHm(e) aizgx}—ksinw){cos(e) ?:f + sin(f) Qf}

0z2
2

2
= cos?(0) % + 2 cos(0) sin(0) of + sin?(0)

On redérive (2) par rapport a 6:

% = —r cos(f) % —r sin(0) or _ r sin(0) [— 7 sin(0) ﬁ + 7 cos(0) 782‘70 ]

_ of . Of | o o O L o - o*f 2 o Pf
= —r cos(f) o " sin(6) By + 7 sin“(0) 21 cos(0) sin(h) oz 0y + 7% cos?(0) .

2 2

On observe enfin que 12 % + % =r2Af — (a: g—i +y %)’ donc pour r # 0, i.e.

(x,y) # (0,0), on conclut que
0% 1 0% 1 0g

M=ntEmawm o

it f:R2 _wy(a?—y?) _
7. Soit f:IR® — TR telle que f(x,y) = 21 g si (z,y) # (0,0), et f(0,0) = 0.

a. Montrer que f est de classe C' sur IR%.
b. Est-elle de classe C? ?

a. & La fonction f est évidemment de classe C? sur I'ouvert U = IR?\ {(0,0)} comme produit et

quotient de fonctions C? ne s’annulant pas (c’est une fonction rationnelle). Le seul probléme
est donc en (0,0).

x = 1 cosf
e Le passage en polaires permet d’étudier la continuité: en posant { g’ on a
y = r sin
4 0 sinf 2 0 — si 2 0 2
F(r cosf,r sing) = 227 5 ((;OS sin 6) _ % sin(46) . (*)
r
La fonction 6 — sin(40) étant bornée sur R, il est clair que  lim  f(z,y) =0 = £(0,0),

(,y)—(0,0)
donc f est continue au point (0,0). En effet, faire tendre (x,y) vers (0,0) revient, en
coordonnées polaires, a faire tendre r vers 0 indépendamment de 6. Une explication plus

rigoureuse est aussi que, puisque r = \/x2 +y? = ||(z,y)||2, la relation (*) montre que



P )] = 1fw) — 10,01 < 3 @ 9)13

d’ot découle la continuité de f en (0,0) en disant par exemple que pour avoir
|f(z,y) — f(0,0)] <& avec e > 0 donné, il suffit que ||(z,y)|l2 < a en choisissant a = 2/
pour ceur qui aiment la définition de la continuité et de la limite avec des € et des a.

e Sur I'ouvert U = R?\ {(0,0)}, les dérivées partielles premicres se calculent en appliquant
les regles de dérivation d’un produit ou d’un quotient : on obtient

of y (" =y + 4a?y?) of z (z' —y' — 42®y?)
V(z,y) €U —(z,y) = : ) =
L’existence de dérivées partielles premieres en (0, 0) ne peut se déduire ici que de I'étude des
applications partielles z — f(z,0) et y — f(0,y), mais les deux étant nulles, on a donc
of of
—(0,0) = =(0,0) =0.
ax( I ) ay( ? )

0 0
e Les applications dérivées partielles —f et —f sont donc bien définies sur IR?, elles sont

Oor dy

continues sur 'ouvert U et leur continuité en (0,0) peut s’étudier encore en passant en
coordonnées polaires :

0 5 (6
8—3;(7“ cosf,r sinf) = ! :i( ) =rp(d),
ou la fonction ¢ (que je n’explicite pas) est bornée sur IR (elle est continue et 27-périodique,
0 0
c’est un “polyndme trigonométrique”). On a donc (m,y%igl(o,o) %(z,y) =0= %(0,0) par

le méme raisonnement que ci-dessus. La fonction f est donc de classe C! sur IR?.

L . *f
b. La dérivée partielle seconde

ox Oy
partielle x — 8—f(x,O). Or, g—i(a:,O) = z pour tout x, donc

(0,0) , si elle existe, est la dérivée en 0 de lapplication
2

o°f _ )
By 92 0y (0,0) = 1. De méme,
of 0?

—(0,y) = —y, donc 7f(0, 0) = —1. Les dérivées partielles “croisées” prenant des valeurs

ox Oy Ox

différentes & 1'origine, on déduit que f n’est pas de classe C? sur IR? (théoreme de Schwarz).

Equations aux dérivées partielles

8. En utilisant le changement de variables {u = 2y , v = Q}’ résoudre, sur l'ouvert U = (IR})?,
x

I’équation aux dérivées partielles

of  of _
xax+yay—2f+2—0.

Posons f(z,y) = g(u,v) = g(:vy, E>’ avec (u,v) € (IF{”_;_)2 La régle de la chaine donne
x

Of 99 0u  Og Ov _ dg y Oy

dr  Ou Ox %8x_y8u z2 Qv



et
of 99 0u_ 99 dv_ D9 10y

dy  Ou dy %8y7x8u x Ov
Lo . , D g ) g
En réinjectant dans I’équation, il vient u == — g+ 1 =0, soit u a—(u,v) —g(u,v) = -1,
u u
9 rg9(u,v) 9 (g(u,v)
2 Y I\ - _ -~ ’
ou ( U ) 1, ou Ju ( u )

1
= — 4+ ¢(v), ot ¢ : RY — IR est une fonction arbitraire de classe Ct, puis

soit encore wu ce qui s’integre en

g(u,v)

T

u u
g(u,v) =1+ u@(v), et enfin
_ Y
flz,y) = 1+95y<P( ) :

x
Remarque. Le changement de variables proposé est bien bijectif de (IRi)2 vers lui-méme

. . P (]
puisque, réciproquement, on peut écrire {x = \/7 , Y= \/uv}.
v

af _ of

9. Résoudre sur IR? Péquation aux dérivées partielles e 3 30 = 0, avec le changement de
€z Y
u = 2x +
variables y.
v =3r+y

Posons f(x,y) = g(u,v). La regle de la chaine donne
of _,09 0 o _ 09 0y

2 — —_— = .
oz ou +3 Ov ot dy Ou Ov

0
L’équation proposée devient alors _99 0, soit g(u,v) = h(v) avec h : IR — IR de classe
u

C! arbitraire, et finalement f(z,y) = h(3z +y).

Interprétation. Les fonctions solutions sont les fonctions de classe C* sur IR? dont les
lignes de niveau sont les droites (paralléles entre elles) d’équation 3z +y = C, ou C est une
constante réelle.

10. En passant en coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : R x R’ — IR, de classe C L

telles que
of _of _

Y or x@y U

Posons g(r,0) = f(rcosf,rsinf) pour (r,0) € IR’ x]0, 7[. La regle de la chaine donne

dg of B of of
20 (z,y) + 7 cos(f) = (z,y) = —y . +

9]
(r,0) = —r sin(0) / By

dx



en posant © = r cos(f) et y = r sin(f). L’équation proposée est alors équivalente &
g
a0
g(r,0) = h(r) exp(—0) avec h : R} — IR de classe C', soit enfin &

flz,y) = h(\/x2 + y2) exp < (z — Arctan z>> = k(z® + 9% exp (Arctan §> ,

(r,0) = —g(r,0) soit, en raisonnant sur les applications partielles 8 — g¢g(r,0), a

2

ot k: IR} — IR est une fonction arbitraire de classe cl.

Remarque. Une expression de langle 6 (de sa “mesure principale” pour étre rigoureux,
i.e. celle comprise dans | —, 7], et ici plus précisément dans |0, 7[) des coordonnées polaires
dans le demi-plan ouvert IR x IR’} (situé au-dessus de I'axe des abscisses) est effectivement

donnée par 0 = g — Arctan (z)
Y

11. Soit f: IR?\ {(0, 0)} — TR, de classe C!, telle que x g +y ? = 0. Montrer que 'intégrale
£ Y

27

I(r) = f(r cost,r sint) dt ne dépend pas du réel r, avec r > 0.
0

Posons g(r,t) = f(r cost,r sint) pour (r,t) € R, x IR. Alors l'application g est de classe
C! sur R’ x IR comme composée de fonctions du méme métal et, en tout point de IR’ x IR,
par la regle de la chaine, on a

%(r,t) = cost - %(r cost,r sint) +sint - Z—ch(r cost,r sint) .
On a donc
0 0 0
V(r,t) e Ry, xR r a—‘z(r,t) =r cost a—i(r cost,r sint) 4+ r sint a—jyr(?“ cost,r sint) =0

0
d’apres I’équation aux dérivées partielles vérifiée par f. On en déduit que a—g(r, t) = 0 pour
r

tout (r,t) € R x IR, il existe donc une fonction h : IR — R, de classe C', et évidemment
2m-périodique, telle que g(r,t) = h(t) pour tout (r,t) € R} x IR.

Interprétation. La fonction f est donc constante sur toute demi-droite ouverte issue du
pole, i.e. de lorigine (0,0), ces demi-droites ouvertes sont donc des lignes de niveau de f.

27
Finalement, pour tout r € R, on a I(r) = / h(t) dt, qui est bien indépendant de 7.
0

12. En utilisant les coordonnées polaires, résoudre, sur ouvert U = IR}, x IR, les équations aux
dérivées partielles

of . of _
2 2 2
(2) x2ﬂ+2xy o] —&-yQa—f:O.

Ox? Oz Oy Oy?



Montrer qu’il existe une unique solution de (1) sur U vérifiant Vy € R f(l,y) = y
et Iexpliciter.

(1) : Le changement de variables ¢ : (r,0) — (x,y) = (r cosd,r sinf) est une bijection

de classe C' de R} x ]—g, g[ sur U = IR’} x IR, dont on peut ici facilement expliciter

I'application réciproque ¢! : (z,y) (\/.%‘2 + 92, Arctan Q)_

x
Posons g(r,0) = f(x,y) = f(r cosé,r sinf), et appliquons la régle de la chaine :
3g73f@+0f@7 of 8filxg+g

== — = 0) — inf) —— = - .
or Odx Or Oy Or (cos )8x+(sm )83/ r( or y@y)

On a beaucoup de chance, on a reconnu le premier membre de 1’équation (1), cette derniere

0 1

a—g = —, soit g(r,0) = lnr + k() avec k : } T z{ — IR fonction
r r

272
arbitraire de classe C', et finalement

71 2 2 g 71 2 2 g
flz,y) = 2ln(z +y )+k(Arctanx) = 2111(1; +y )+h($> 7

se ramene donc a

avec h : R — IR fonction arbitraire de classe C'.

1
Si I'on impose la condition f(1,y) = y, on voit que cela donne h(y) =y — 3 In(1 + »?),

donc f est completement déterminée, puis

1 1 2
flz,y) = §ln(x2+y2)+%— ;I (1+%) :ln(x)+% .
(2) : On passe maintenant au calcul des dérivées partielles secondes :
g 009\ 0 of . . of
92 = E(E) = E((COS@) 9z + (sin6) a—y)
_ 0 (of . 0 (of
= (cosb) o (a—x) + (sin0) o (a—y)
OF | sinoy L1 | 4 s P O
= (cos®) - l(cos 0) 902 + (sind) By O + (sin@) - [(COS 0) 9z 0y + (sin0) e
0? o2 92
= (cos2 0) - 6733120 + 2 (sin®) (cosb) - o gy + (sin2 ) a—y‘é
_ 1|29 f | 5 0%f
o2 lx 0x? + 22y Oz Jy Ty 0y?

On a vraiment beaucoup de chance aujourd’hui, c’est un jour a jouer au loto, on tombe
juste sur le premier membre de ’équation (2). On continue :

g _
or2

dg B
£9(r,6) = A(9)

(2) =



<~ g(r,0)=r- A() + B(0)

=  flz,y)= \/W@(%) +b(g)

T

avec A, B : }fg, g[ — IR fonctions arbitraires de classe C; ou a,b : R — IR fonctions

arbitraires de classe C2.

13. Soit « un réel. Une fonction f : (IRj_)2 — IR est dite homogene de degré « si elle vérifie
V(z,y) € (RY)? VteRY  flta,ty) =t* f(z,y) .

a. Soit f : (IR’;)2 — TR de classe C'. Montrer que f est homogene de degré « si et seulement si

0 9]
elle est solution de I’équation aux dérivées partielles (E) : z or +y a—f =af sur (R})%
Y

Ox
On pourra considérer g :tw f(tx,ty), avec (x,y) € (IR*_;_)2 fizé.

b. Soit f : (IR:)2 — IR, de classe C?, homogene de degré a. Montrer que 1'on a

0% f 0% f 0% f
22249 222 = -1 .
e + 2y 3x3y+y oy? ala=1)f

a. Fixons m = (z,y) € (IR})?, et considérons la fonction d'une variable g : R? — IR définie
par g(t) = f(tz,ty). On peut écrire g = fop, avec p : R — (R%)?, ¢(t) = (tz,ty). On a

P(0)= (2,9) et (1) = AT (0(0)) -2 (0) = (VI(00)|[¢'0)) = 2 2L (1, t) -y %(tx,ty»
e Si f est homogene de degré o, alors on a aussi g(t) = t* g(1), donc ¢'(t) = at*~* g(1),

donc

of

. of
t —(tz,t
vt e R} xam(x, y) +y

dy

En évaluant cette égalité pour ¢ = 1, on obtient la relation (E) demandée.

(ta, ty) = at* ! f(z,y) .

e Inversement, si f vérifie 'équation x g(x,y) +y ?(m,y) = a f(z,y) sur (]R*+)2, en
€T Y

appliquant cette relation au point (tz,ty), on a

of of
tr — (tx,t ty —(z,ty) = a f(tz, ty) ,
o (1T ) +ty 5t ty) = o f(tw, ty)
soit ¢ ¢'(t) = a g(t). La fonction g est donc solution sur IR’ d’une équation différentielle
ordinaire, qui se résout en g(t) = C't“ avec, bien sir, C = g(1) = f(z,y), et on obtient bien
la relation f(tz,ty) =t f(z,y).

b. Si f est de classe C* et homogene de degré o sur (IR’.)?, on écrit 'équation (E1) obtenue
en dérivant (E) par rapport & la variable z, puis "équation (E2) obtenue en dérivant (E)
par rapport & la variable y, puis on forme la combinaison linéaire z x (E1) +y x (E2), on
obtient alors

332&4-2 > f of of

0% f
2071 _ 95 95
Ox? Y ox Oy ty Oy (@ =1) (a: Ox Ty 8y) ’




En appliquant de nouveau (E) au second membre, on conclut.

14. Trouver les fonctions f : R — IR, de classe C?, telles que, en posant op(z,y) = f (g) pour
x
(z,y) € (IR})?, on ait

1
Posons t = % pour simplifier. On calcule g—i(x,y) = f% /<%), et g—s;(x,y) == f'(%),
puis
¢ 2y (YN Y (Y 0%p Ly
g = Q)+ G r(G) 5 pew=5()

d’ou 'expression du laplacien

oS5 5E - B+ () Y]

En multipliant par z2, on a

82 82
ach Tyf:% = ()2 f )=t
d el
— a[(1+t2)f(t)}_ﬁ
2
— (1+t2)f’(t):%+0
s (+1)—1 C
= F0=Taye Tire
1 K
= J0=5tie
— f(t)= % + K Arctan(t) + K,

ou C, puis K et K’ sont des constantes réelles arbitraires.

15. Trouver les fonctions ¢ : R} — IR, de classe C?, telles que, en posant f(z,y,z) = ¢(r) avec

r = \/x2 +y2 + 22, la fonction f vérifie sur Pouvert U = IR*®\ {(0,0,0)} Péquation aux
dérivées partielles

0*f  0*f 0°f B
@‘F@—F@-ka—o,

ou k est un réel donné.

Interprétation. On recherche les fonctions propres de 'opérateur laplacien, qui sont a
symétrie sphérique. L’équation posée s’appelle parfois équation de Helmholtz.



Si f(z,y,2) = @(r) avec r = /22 +y?+ 22, on obtient sur U les calculs de dérivées
partielles
of ,, L or x 1 ,
— =0 (r=—==¢'(r)=ox = x'(r
puis, en dérivant cette expression par rapport a x comme un produit de trois facteurs :
a2f 1 2 2

x x
922 7 ¢'(r) - 3 @' (r) + 2 @"(r) .

Les trois variables jouant le méme role, on obtient des expressions analogues pour les autres
dérivées partielles. On en déduit notamment 'expression du laplacien d’une fonction C? &
symétrie sphérique : si f(z,y,2) = ¢(r) avec ¢ de classe C* sur IRY,, alors
3 22 4y?+ 22 2?2 +y? + 22 2
Afena) = (2= LIS )+ TEEEE iy = 20+ 00).

r 73

L’équation Af + kf = 0 se ramene a une équation différentielle ordinaire du second ordre :
re(r)+2¢'(r)+kro(r) =0,

laquelle n’est malheureusement pas a coefficients constants, mais le changement de fonction
inconnue 1 (r) = 7 ¢(r) nous ramene a 1’équation " (r)+ k1 (r) = 0, que I'on sait discuter
et résoudre. Allons-y :

B

-si k=0, alors ¢(r) = Ar+ B, donc p(r) = A+ -

- si k > 0, posons k = w?, alors 9(r) = A cos(wr) 4+ B sin(wr), donc
p(r)=A

-si k <0, posons k = —w?, alors 1(r) = A ch(wr) + B sh(wr), donc
o(r) = A ch(:n") Sh(;ur) .

cos(wr) sin(wr) '

+ B

+B

= x+ct

U
16. Soit ¢ > 0. En posant { " rechercher les fonctions f : R* = IR, (z,t) — f(z,1),

v =2x—cC
de classe C? telles que
! D f P
cC — — — =
ox?  Ot?
(équation de d’Alembert, ou équation des cordes vibrantes).

Posons f(x,y) = g(u,v). La régle de la chaine donne

of 0y 09 . O _ (05 2y
dxr Ou O o \ou o)’
puis
0%f 0% 0%g 0%g
922 ~ 0w % dudw T o0?




et

’f 5 (9% %9 | O%
2 = ¢ (auz”auaﬁavz)-

0? 0 (0 0
L’équation proposée devient alors 4c? 8u8g = 0, soit 0 (a—g) =0, donc a—i(u v) = h(v)
ot h: IR — IR est de classe C*, puis g(u,v) = k(u) + H(v), ott k et H sont deux fonctions

arbitraires de IR vers IR, de classe C?. Finalement,

flz,y) =k(z+ct)+ H(x —ct) .

17. Une fonction f, de classe C? sur un ouvert U du plan, est dite harmonique lorsque son
laplacien est nul, i.e.
0%f  0%*f

Af =

a. On suppose f & symétrie sphérique sur U = IR?\ {(0,0)}, ie. f(z,y) = o(x? +y?), avec

¢ : R} — IR de classe C?%. Montrer que f est harmonique si et seulement si ¢’ est solution

sur IR’ d’une équation différentielle d’ordre un que l'on écrira. En déduire quelles sont les
fonctions harmoniques a symétrie sphérique.

b*. Soit f : R? — IR, de classe C2, harmonique. On pose g(r,t) = f(rcost,rsint).

0/ 0Og 0%g
i. Trouver une relation entre —( ) et —
or\ or ot2’
27
ii. Montrer que I'application ¢ : r — f(rcost,rsint) dt est de classe C? sur IR, et
0

d
prouver que —— (r¢'(r)) =0.
r
iii. En déduire que ¢ est constante sur IR.

a. Posons t = 2%+, alors f(x,y) = ¢(t), on en déduit g(w, y) = 2z (2° +9?) et, de facon

Ox
0
similaire, a—zjj(ﬂc, y) = 2y ¢’ (% + y?). 1l vient ensuite
0% f

82
@y =2 @) APy e o

2 (z,y) = 20/ (® +97) +4° " (2 +1°)

puis Af(z,y) =4 (¢'(2® + ) + (2> + ¢*) 9" (2" +4%)) = 4 (¢'(t) + 1 " (t)). Ainsi, [

est harmonique sur U si et seulement si ¢ ¢ (t) + ¢'(t) = 0, ce qui se résout d’abord en
C

o'(t) = 7 puis en ¢(t) = C In(t) + D, avec C et D constantes arbitraires. Les fonctions

harmoniques & symétrie sphérique sur U sont les fonctions f : (z,y) + C In(x? + y*) + D.

b.i. On retrouve le calcul de 'exercice 6. ci-dessus, peut-étre organisé de fagon un peu plus
agréable. On a g = f o X, avec X : IR? — IR? défini par X (r,t) = (rcost,rsint). Comme
f et X sont de classe C?, alors g = f o X lest aussi. Par la régle de la chaine généralisée,



(1) : == = cos(t) == +sin(t)

cos(t

0

or

9y
a2

of

. g f ‘
By et (2) : = —r sin(t) . + 7 cos(t)
De (1), on déduit que r o =" cos(t) o + r sin(t) y puis - (7“ ) vaut

9, 3} 0? 0 0
) of +sin(t) a—z +7cos(t) ( cos(t) 8—;; +sin(t) By 835) +rsin(t) ( cos(t) 92 0y +sin(?) e

or

soit

99\ _ of . .. Of 2, O2f : f *f
(r g) = cos(t) 9z + sin(t) % + 7 cos=(t) ) + 2r cos(t) sin(t) 9z 0y .

En redérivant (2) par rapport & ¢, on a

= — ai — i g 2 Lin2 ﬁ 9,2 .
= —r cos(t) 5 " sin(¢) By + 7 sin®(¢) 92 2r° cos(t) sin(t)

On observe alors que

0% f
oz Jy

g 0 9g 2
7—1—7"—(7"—) =r"Af=0.
ot? or\ Oor !
ii. L’application g : (r,t) — g(r,t) = f(rcost,rsint) est continue par rapport & la variable
o Lo 09 .
t sur le segment [0, 27|, ainsi que sa dérivée partielle ar qui a été explicitée ci-dessus, d’ol
r
l'intégrabilité sur [0,27] des fonctions ¢ — g(r,t) et t — 8—g(r,t). L’application partielle
r
82
r — g(r,t) est de classe C? et, si S est un segment de IR, Papplication continue 8—5 est
r
bornée sur la partie fermée bornée S x [0, 2], on a donc une domination de la forme
2

W(r,t) € S x [0, 2n] %(r, t)

< Ms,

la fonction constante ¢ — Mg étant intégrable sur le segment [0, 27]. On peut donc affirmer

27 ag 27 829

que ¢ est de classe C? sur R avec /(1) = / —=(r,t)dt et "(r) = / —(r,t) dt.
0 or 0 87”2

Alors

r () 2 ()
2 dg 2 829
/0 (r E(r, t)+r w(r, t)) dt

2 0 89
/0 U (r E(r, t)) dt

o
P (r ()



0
puisque la fonction ¢ — g(r,t), ainsi que sa dérivée ¢ — a—g(r, t), sont 2m-périodiques.

Pour r # 0, on déduit donc que %(r gp’(r)) = 0, égalité qui reste vraie pour r = 0 par
continuité.

iii. Il existe donc C réel tel que Vr € IR r ¢’ (r) = C. Mais, en évaluant pour r = 0, on voit
que C' est nécessairement nul. Donc ¢'(r) = 0 pour r € IR*, puis pour r € IR de nouveau
par continuité. Donc ’application ¢ est constante sur IR, soit

vre R o(r) = ¢(0) =27 £(0,0) .

Recherche d’extremums

18.

a

b.

Soit D = {(z,y) e R*|2>0,y>0,z+y <1}
. Montrer que D est une partie fermée bornée du plan.

Soient a > 0, b > 0, ¢ > 0. Soit f : D — IR définie par f(x,y) = 2*3° (1 — 2 —3)°. Montrer
que f est continue sur D.

. Déterminer max f(z,y).

(z,y)€D

. La partie D est définie par des inégalités au sens large, les applications (z,y) — z, (z,y) — y

et (z,y) — = + y étant continues sur IR?, donc elle est fermée (intersection de trois images
réciproques de fermés de IR par des applications continues). Elle est bornée car incluse dans
le pavé [0, 1]%.

. Les exposants a, b, ¢ étant strictement positifs, Papplication ¢t — t¢ = e® * (et idem avec b
ou ¢) est continue sur IR ... & condition toutefois de la prolonger par la valeur 0 en 0. Ainsi
f est continue sur D comme produit et composée de fonctions continues.

. Comme f est continue sur la partie fermée bornée D, elle admet un maximum global sur D.

o
Notons D l'intérieur de D, i.e. I’ensemble des points intérieurs a D, alors

D={(z,y) eR*[2>0,y>0,z+y<1}.

o o
Comme f est nulle sur la frontiere D\ D de D et strictement positive sur D, son maximum
sur D est atteint dans l'intérieur de D, qui est un ouvert. Le(s) point(s) en le(s)quel(s) ce

maximum est atteint (il peut a priori étre atteint en plusieurs points) est donc un point

critique de f. Recherchons donc le(s) point(s) critique(s) de f sur D.

Le calcul, laissé au lecteur intrépide, donne

%(x,y) e T (e [a(l —r—y)— c:c] .

%u,y) —at (L mr ) bz —y) —ey] |



of

Ay
[e]

). Ce point, qui est le seul point critique de f dans D, est

Le systeme {g—f(:r,y) =0 ; (z,y) = O} admet pour seule solution dans 109 le couple
x

(2,1) ( a b
x7 = )

4 at+b+c a+b+c
donc nécessairement le point en lequel le maximum global de f sur D est atteint. Ainsi,

max f(-r )_f< a b )_ a® bb c*
(z,y)eD W= a+b+c at+b+ec _(a+b+c)a+b+c'

19.

oo

(¢}

Soit K = [0,1]%. Soit f: K — IR définie par f(1,1) =0 et

V(z,y) e K\{(1,1)}  f(z,y) = ry(l—2)(1-y)

1—2zy
. Montrer que V(z,y) € K 0< f(z,y) <1—y.
. L’application f est-elle continue au point (1,1) ?
. Justifier 'existence de m = min  f(z,y) et M = max f(z,y) et déterminer leurs valeurs.
(z,9)eK YEK

. Observons d’abord que f est bien définie sur K puisque, si (z,y) € K \ {(1,1)}, alors
1—2y > 0. On en déduit aussi la continuité de f sur K\ {(1,1)} comme produit et quotient
de fonctions continues.

Par ailleurs, f(z,y) > 0 est évident, et, si (z,y) € K \ {(1,1)}, alors zy < z puis
0<1—-—2z<1-—uxy, et enfin

ay(l—z)(1 -y

0< flz,y) = T

<zy(l—-y)<l-y.
im 0= lim

(z,y)—(1,1) (@,y)—(1,1)
que ( %un( )f(a:,y) =0= f(1,1), ce qui traduit la continuité de f au point (1,1).
z,y)—(1,1

. Comme (1 —y) =0, le théoréme d’encadrement permet d’affirmer

. L’application f est finalement continue sur la partie fermée bornée K du plan, donc elle est

bornée sur K et atteint ses bornes, autrement dit elle admet un minimum global m et un
maximum global M sur K.

On remarque que f est nulle sur la frontiere de K, i.e. sur le bord du carré

[0,1] x [0,1], et qu’elle prend des valeurs strictement positives sur l'intérieur K. On en
déduit que m = m}%n f =0 et que cette valeur minimale est atteinte en tout point du bord.

[e]
On en déduit aussi que la valeur maximale M est atteinte dans l'intérieur U = K =]0, 1[*
de K, et comme cette partie est ouverte et que f est de classe C' sur U, elle est atteinte
en un point critique de f. Recherchons donc les points critiques de f dans U. On calcule

of B y(1—y)(1 — 2z + 22y) of B (1 —2)(1 -2y + 29?)
%(Jc,y) = e et a—y(m,y) = 1=y . Donc, dans U,

2z — 2%y =1 (E1)

Vf($7y)=6> = {Qy—ny =1 (E2)



Le systéme ci-dessus est équivalent & celui constitué de (E1) et de (E1)-(E2), donc

Vi(z,y) =0 < 20— 2%y =l o 2x7m2y:1<:> vooo"
Y (x—y)(2—2y) =0 x—y =0 20 — a3 =1

La deuxieme équation s’écrit encore x> — 22 + 1 = 0, soit (z — 1)(2* + 2 — 1) = 0, dont

VB—
2

critique dans U le point P(«, «). C’est donc nécessairement en ce point P que le maximum

_ 5V/5—11
T2

la seule racine dans l'intervalle ]0,1[ est o = . Donc f admet pour unique point

de f est atteint. Finalement, M = m}zgxf = f(a, )

20. Soit f un endomorphisme autoadjoint défini positif de £ = IR" (muni de sa structure eucli-
dienne canonique). Soit w € IR"™. Soit l’application h définie sur IR"™ par

1
h(z) = 3 (f(z),2)— < u,z >. Montrer que h est de classe C' sur R" et qu'elle admet

un unique point critique en lequel elle atteint un minimum global strict.

L’application h est de classe C* sur IR™ car elle est polynomiale: en effet, en posant
u = (u1,--+,u,), en nommant A = (a;;) € ST (IR) la matrice représentant canonique-
ment f, on a facilement, pour x = (z1,---,z,) € R",

1 n
h(z) = 3 E _ Qi jTiT5 — E 1 Ui%; ,
i, i=

dont on peut (en utilisant le fait que la matrice A est symétrique) tirer I'expression des
dérivées partielles:

oh &
*) s > aiju; — i,
3 j:1

et on voit qu’elles sont continues sur IR". Pour rechercher les éventuels points critiques, il
est plus agréable d’écrire un développement limité de h a l'ordre 1 au voisinage d’un point
x de IR™: si on prend k € IR™ (que I'on pourra interpréter comme un “petit déplacement”),
alors

hz+k) = = (fz+k),z+k)— <uz+k>
((F(@), @)+ (@), k) + (), @) + (k). k) ) = < w2 > = < u,k >

(f(x),2)— <u,z> ) + (%<f(x),k> + = (f(k),z)— <u,k > ) + (f(k), k)
= h(x)+ (f(x) —u k) + (f(k), k)

1
2

en utilisant le fait que ’endomorphisme f est symétrique donc que < f(z), k;> = < f (k;),ac>
Le terme (f(k), k) est “négligeable au premier ordre” puisque ’<f(k),k>‘ < [k || £ (R)||



(Cauchy-Schwarz) et klirél H f (k)H = 0 (toute application linéaire en dimension finie est
—UE

continue), c’est donc un of||k||). Sachant que le développement limité & I'ordre 1 d’une
fonction de classe C' est unique et s'écrit h(z+k) = h(z)+(Vh(z), k)+o(||k|), on déduit que
Vh(z) = f(z) — u. L’endomorphisme f est diagonalisable et ses valeurs propres sont toutes
non nulles, donc f est un automorphisme, donc

Vh(z) =0p <= f(z)—u=0p <= z=f"'(u).
Donc h admet bien un unique point critique 2o = £~ (u).

Remarque. On pouvait aussi remarquer, en utilisant (*), que 'annulation des dérivées
n

partielles de h revient & écrire le systéme {Vi € [1,n] Zamxj = ui}, soit f(z) = u.

Le seul point critique de h est donc bien zg = f_l(u). =t
1
Enfin, pour tout € IR", en utilisant u = f(x), on a h(zg) = —3 < u,xo >, puis
(en utilisant le caractére symétrique de f):
1 1
h(z) — h(zo) = §<f(:c),a:>— <u,r>+ 5 <uzo >
1 1
= §<f($)a3?> — {(f(zo),x) + §<f(330)7330>
1
= §(<f(w),$> — (f(zo), ) — (f(x),z0) + <f(9€0)7930>)
1
= 3 <f(x—xo),x—xo> .

Or, I'endomorphisme autoadjoint f est défini positif, i.e. (f(y),y) > 0 pour tout vecteur
non nul y de R™, donc h(x) — h(xo) > 0 pour tout x (strictement si x # xp), le point
critique xg de h est bien le point ol h atteint son minimum global, et celui-ci est strict.

21. Déterminer les extremums locaux sur IR? (ou IR*) de
a. f:(z,y) = 2® +zy+y* — 3z — 6y
b. g: (z,y) — 2> +9y* — 22y — 2y +5
c.h:(z,y)—a®+y3
d. k:(z,y) — 2® +y° — 3y
e.l:(z,y,2) = > +y* + 2% — 2xy2

a. Le seul point critique de f est a = (0,3). La matrice hessienne de f en a est
Hy(a) = (? ;>7 d’ailleurs indépendante de a. On constate que tr(Hf(a)) =4>0
et det (Hys(a)) = 3 > 0, donc la matrice Hy(a) est symétrique définie positive, et f
présente un minimum local strict au point a, et c’est son seul extremum local.
Remarque. Dans cet exemple (f est une fonction polynomiale de degré 2), on peut aussi
faire une translation des variables, i.e. placer la nouvelle origine au point critique, et alors
constater que



k\2 3
f(h,3+k)—f(073):h2+hk+k2:(h+§) + LR 20,

donc f admet un minimum global au point a.
. Les équations 2x — 2y = 0 et 2y — 2x — 2 = 0 étant incompatibles, la fonction g n’a pas de
point critique, donc a fortiori pas d’extremum local dans IR?.

. Le seul point critique de h est lorigine (0,0). Comme h(z,0) est du signe de =z,
h(z,y) = h(z,y) — h(0,0) n’est pas de signe constant dans un voisinage de 1’origine, donc
h ne possede pas d’extremum local.

. La recherche des points critiques de k s’écrit:

ok _0

%(1‘7?/) - y:xQ y:xz
Vik(z,y) =0 < ok = , = 4

(wy) = 0 T=y r=w

oy’

On obtient deux points critiques qui sont l'origine O = (0, 0), et le point a = (1, 1).

Comme k(z,0) = 2° est du signe de xz, k(z,y) = k(z,y) — k(0,0) n’est pas de signe
constant dans un voisinage de l'origine, donc l'origine n’est pas un extremum local. On
peut remarquer aussi que la matrice hessienne de k en ce point est Hi(O) = (_03 _03>,
matrice symétrique qui n’est ni positive ni négative puisque ses valeurs propres sont 3 et
—3, donc k n’a pas d’extremum local en ce point.

On calcule Hk(a) = (_63 _63>7 donc tr(Hk(a)) =12 > 0, det (Hk(a)) =27 >0, la
matrice hessienne de k en a est donc définie positive, on en déduit que la fonction k présente

au point @ un minimum local strict. Ce n’est pas un minimum global car la fonction & n’est

pas minorée sur IR?, on a en effet lim k(z,0) = —oc.
T—r—00
e. Recherchons les points critiques de [ : oL =2(x—yz) oL =2(y—zx) et a =2(z—=xy), on
" Oz " Qy 0z ’
T = yz
voit que M(x,y, z) est un point critique si et seulement si ¢ y = zz. Ce systéme entraine
z = zy

y = yz*, soit y(1 — 2)(1+ 2) = 0 donc :

- soit y =0, alors x = 2 =0, et O (0,0,0) est un point critique ;

-soit z = 1, alors 2 = y et 2 = 2> = 1, dont A (1,1,1) et B (—1,—1,1) comme points
critiques ;

- soit z = —1, alors x = —y et z = —2® = —1, d’ot1 C' (1,1, —1) et D (—1,1,—1) comme
points critiques ;

On a obtenu finalement cing points critiques. Notons que la fonction [ posséde quelques
symétries évidentes, comme

l(—l‘, _yvz) = Z(JZ, Y, _Z) = l(—l‘,y, _Z) = l(.]?,y,Z) )



I’étude locale des points critiques B, C' et D se déduira donc facilement de celle faite au
point A.

e Etude locale au point O :

on a H;(O) = 213, matrice définie positive, cela montre que ! présente un minimum local

au point O.
. 2 -2 =2
e Etude locale au point A (1,1,1) : on calcule H;(A) = [ =2 2 =2 | = =2J + 413,
-2 =2 2

en notant J la matrice dont tous les coefficients valent 1. La matrice J ayant pour valeurs
propres A = 0 (double) et u = 3 (simple), on en déduit que les valeurs propres de H;(A)
sont —2A + 4 =4 (double) et —2u 4+ 4 = —2 (simple), donc cette matrice symétrique n’est,
ni positive, ni négative. Donc le point A n’est pas un extremum local de [. Par symétrie, il
en est de méme des points B, C et D.

22. Déterminer les extremums locaux et globaux de f : (z,y) — y (a:2 +ln(y)2) sur U = RxIR} .

La fonction f est de classe C? sur U, on calcule

0 5,
a—i(z, y)=2zxy et 8—‘;(%, y) = 2> +1n(y)* + 21In(y) .

On en déduit que f admet deux points critiques dans louvert U, a savoir a = (0,1) et
b= (0,e7?). On calcule ensuite

o f o f o*f 2
Yy x
donc V(z,y) €U Hy(z,y) =2 1+ In(y)
p -\
Y

e au point a = (0, 1), on a Hy(a) = 2[5, matrice symétrique définie positive, donc f admet
un minimum local strict en ce point. On note par ailleurs que

Viz,y) €U  f(z,y) =y (2 +1n(y)?) > 0= f(0,1),
donc 0 = f(a) est le minimum global de f sur U.
0 —é?
positive , ni négative, donc f n’admet pas d’extremum local en ce point.

e

e au point b = (0,e72), on a He(b) =2 , matrice symétrique qui n’est ni

23. Dans IR? muni de sa structure euclidienne orientée canonique, on considére les points M < 0)

A (cgsa) et B (CQSB) ou « et [ sont des réels tels que 0 < a < 8 < 2.
sin ar sin 8

a. Montrer que l'aire du triangle M AB est f(a, ) =2 sin (%) sin (g) sin (6 ; a).




. Rechercher les points critiques de f dans Pouvert U = {(«, 8) € R*|0<a<f< 2}
. En déduire quels sont les triangles d’aire maximale inscrits dans le cercle trigonométrique.

. On sait que l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs M A ot MB est la valeur
absolue du produit mixte de ces vecteurs, l'aire A du triangle M AB est alors la moitié, soit

A = L) - || e

’(1 —cosf3) sina — (1 — cos ) sinﬁ’

2 () 2 in (§) cos (5) — 25 (§) 2 s () cos (5)

_2-(9>-(é)(~é @ e é)
= S1n B) Sin B Sln2 COS2 Sln2 0052

= 2 sin (%) sin (g) sin(ﬁga> = f(a,B),

cette derniére expression étant toujours positive pour («, 3) € U.

N~ N~

. On calcule

g—i(mﬁ) = sin (g) sin (5—2204) et %(a,ﬂ) = sin (%) sin <262—a) .

a
Les facteurs sin (5) et sin (g) sont non nuls pour (o, ) € U. L’annulation des dérivées

) 23 _
aE{—ﬂ',O}et poa

2 47T)
373

partielles de f conduit aux conditions € {0,7} (pour rester

dans U), et la seule solution avec (o, 8) € U, est (o, 8) = (
2 im)

373/

. Soit K =U = {(a,ﬁ) eR?*|0<a<fB< 27r} I’adhérence de U. Alors f est continue

sur K, donc admet un maximum sur K (partie fermée bornée du plan) par le théoreme des

bornes atteintes. Mais f est nulle sur la frontiere K \ U de K, et est strictement positive
sur l'intérieur U, ce maximum est donc atteint en un point de U, et ce point est alors un

Le seul point critique de f dans U est donc (

. . , . . 21 4r
point critique de f, c’est donc nécessairement le point (?, ?) obtenu en b.

4
Le triangle M AB est donc d’aire maximale lorsque o = ?ﬂ- et B = 3 autrement dit
21 4 3v3
lorsqu’il est équilatéral. Son aire vaut alors f(%, ?ﬂ-) = 2 sin® (g) = %

L’aire étant invariante par toute rotation de centre O (qui est une isométrie), on en déduit
que les triangles d’aire maximale inscrits dans le cercle trigonométrique sont les triangles
équilatéraux.




24. Soit U un ouvert convexe de IR", soit f : U — IR une fonction convexe, i.e. telle que
Viz,y) eU? YA€(0,1]  f(A-Nz+Xy) < (1-A) flx)+Afy),

et de classe C'. Montrer que tout point critique de f est un minimum global.

Soit € U un point critique de f, on a donc V f(z) = 0. Fixons y € U, l'objectif est de
montrer que f(y) > f(x).
Pour A € [0, 1], posons g(A) = (1= X) f(z) + A f(y) — f((1 = Nz + Ay).
Alors g est de classe C* sur [0,1] comme composée avec
e g0 =)~ f@) (VA= Ne+ ) [y-2) .

Comme g(0) =0 et g > 0 sur [0,1], on a ¢'(0) > 0, soit f(y) — f(z) > 0, CQFD!

Applications géométriques du calcul différentiel

25. Soit la surface S : 2% + 3? — 22 = 1. Existe-t-il des points de S en lesquels la normale est
dirigée par le vecteur v = (1,2,3) ?

3]
S est la surface d’équation f(x,y, z) = 0 avec f(z,y,2) = 2> +4y> —2°—1. On a or _ 2x

oxr
of of : - . .
50 = 2y, 5 = —2z, donc tout point de S est régulier (le seul point critique de f est
Yy z
(0,0,0) qui n’appartient pas & S). En tout point M (z,y,z) de S, la normale est donc
2z
dirigée par le vecteur Vf(M) = | 2y |. La normale en M est donc dirigée par TV siet
—2z
seulement si les vecteurs V f (M) et U sont colinéaires, i.e. si et seulement s’il existe un réel
A tel que {x =N, y=2\, z= —3/\}. Mais le point M doit appartenir a S, d’ou I’équation
A2 (20)% — (=3)\)% = 1, soit —4\? = 1, qui n’a pas de solution. Il n’y a donc aucun point
c .y —
de S en lequel la normale est dirigée par v .

26. Soit S la surface d’équation 2% — 3?4+ 22 = 1. Déterminer les points de S en lesquels le plan
tangent est parallele au plan P : 2z +y — z = 0.

2
On recherche les points de S en lesquels la normale est dirigée par le vecteur o 1
-1

3]
S est la surface d’équation f(z,y,2) = 0 avec f(z,y,2) =2* —y*+2°—1.On a of = 2z,

ox
0 0
8—f = —2y, ('Tf = 2z, donc tout point de S est régulier (le seul point critique de f est
Y z

(0,0,0) qui n’appartient pas & S). En tout point M (z,y,z) de S, la normale est donc



2z
dirigée par le vecteur Vf(M) = | —2y |. La normale en M est donc dirigée par U siet
2z

seulement si les vecteurs V f (M) et  sont colinéaires, i.e. si et seulement s’il existe un réel
A tel que {Qx =2\, 2y=\, 2z = —)\}, soit {x =2a,y=-a, z= —a} en posant

A
a=g (qui est toujours un réel arbitraire). Mais le point M doit appartenir & S, d’ou

1 1
’équation (2a)% — (—a)? + (—a)? = 1, soit 4 = 1, qui a deux solutions, a = = et a = —5
1 1
Il y a donc deux points de S en lesquels la normale est dirigée par 7, cesont M <1, —5 75)
11
et son symétrique par rapport a O, soit M’ ( -1, 2 5)
27. Déterminer les plans tangents & la surface S : z® = xy qui contiennent la droite D

d’équations

La surface S est définie implicitement par 1’équation F(z,y,z) = 0, ot F(z,y, z) = 2> —zy.

On a VF(z,y,2) = (—y, —x,32%). Tous les points de S sont réguliers sauf origine O que
nous allons exclure de cette étude. En un point mg = (o, y0, 20) de S autre que l'origine,
S admet un plan tangent 7 d’équation

—yo(z —z0) — 2oy — yo) +325(2 — 20) = 0.
On veut que la droite D soit incluse dans le plan 7 ; or la droite D est paramétrée par
{z=2,y=3t-3, 2=t} (teR).
On veut donc avoir
vte R —y0(2 — x0) — w0(3t —3 —yo) +323(t — 20) =0 .

En identifiant les coefficients (une fonction affine est nulle si et seulement si son coefficient
directeur et son ordonnée d l'origine sont nulles), on a le systéme

2x0y0 — 240 + 3x0 — 325 = 0 (E1)
—3x0+322 =0 (E2)

De (E2), on tire 29 = z3, puis 23(z0 — yo) = 0 en réinjectant dans 1’équation de S. On
peut simplifier par zg: en effet, si zg = 0 alors zg = zé est nul aussi, on peut avoir a
priori yo quelconque puisque tous les points de la forme (0, yo,0) sont dans S, mais en ces
points le plan tangent est le plan d’équation = 0 qui manifestement ne contient pas la
droite D. Apres cette simplification, il reste donc yy = 2, on est donc en un point de S
de la forme (22, 20, 20) avec zy # 0. L’équation (E1), non encore exploitée, donne alors
zo(zg — 329 4+ 2) = 0. En excluant toujours 1’éventualité zo = 0, il reste deux possibilités:
zo =1 ou zg = 2.

Nous obtenons alors comme solutions:



- le point (1,1,1) de S en lequel le plan tangent: x +y—3z+ 1 = 0 contient effectivement D;

- le point (4,2,2) de S en lequel le plan tangent: z + 2y — 6z + 4 = 0 contient aussi D.

28%*.

. 1+z+y
Soit f(x,y) = m

. Montrer que V(z,y) € R* |z +y| < /2(22 +y2). Montrer que f(z,y) tend vers zéro

quand 7 = \/22 + y? tend vers +oo.

. Soit S la surface d’équation cartésienne z(1 + 22 4+ y?) — 1 — 2 — y = 0. Déterminer les

points de S en lesquels le plan tangent est parallele au plan zOy. En déduire les extremums
globaux de f.

. L’inégalité demandée, équivalente & (z4y)? < 2(x*+1?), est une conséquence immédiate de

(z — y)2 > 0. En posant r = +/z2+4+ 92, on en déduit donc la majoration
14 rv/2
f(z,9)] < ———5-

1472
on a bien lim f(x,y) = 0. Comprendre par 1a que, si I'on se donne un € > 0, on
Il (,y) | =+o0

pourra trouver un R > 0 tel que /22 +y?> > R = |f(z,y)| < ¢, autrement dit |f(x,y)]
sera majoré par € en dehors du disque de centre O et de rayon R.

et, comme cette derniere expression tend vers 0 lorsque r — 400,

. @ On notera que S est aussi la surface d’équation z = f(x,y), autrement dit c’est la surface

représentative de la fonction de deux variables f.
Posons g(z,vy,2) = z(1 + 2% +4?) —1 — 2 —y, alors g est une fonction de classe C' sur IR?,
on a

2zx — 1
Vy(z,y,2) = 2yz — 1
22 +y? 4+ 1

et ce vecteur gradient ne s’annule jamais (sa troisieme coordonnée est toujours strictement
positive). Donc tout point de la surface S est régulier, et le plan tangent & S en M(x,y, 2)
est parallele a 0y si et seulement si le vecteur Vg(M) est colinéaire au vecteur es, donc si
| 22z2—1 =0 . ) . 1
et seulement si , soit encore si et seulement si x =y = —, avec z # 0. En
20z—1 =0 2z
reportant dans I’équation de la surface S, on obtient la condition sur z, apres simplifications:
222 — 2z —1 = 0. On en déduit qu'il y a deux points de la surface S en lesquels le plan
tangent est “horizontal”, ce sont les points

A<_1+\/§7_1+\/§71—\/§> ot B(x/ﬁ—l V31 1+\/§>_

2 2 2 2 ’ 2 ’ 2
e On a déja noté que g(x,y,2) = 0 <= 2z = f(x,y). Comme les points A et B

ci-dessus appartiennent a S, nous déduisons que la fonction f prend des valeurs stricte-
ment négatives et aussi des valeurs strictement positives: en effet, A € S, donc f prend la

1-v3
2

valeur strictement négative a = ; de méme, B € S, donc f prend la valeur stricte-



1 3
ment positive § = +2\[. Soit & un réel tel que 0 < £ < min{|«|, 8}, nous savons d’apres a.

qu’il existe un réel strictement positif R tel que |f(x,y)| < e en dehors du disque fermé D
de centre O et de rayon R. Par ailleurs, D est un fermé borné ; comme f est continue sur ce
fermé borné, elle y présente un minimum et un maximum qui sont aussi le minimum global
et le maximum global de f sur le plan IR? (cela résulte du choix de ¢). “Au-dessus” de ces
points, la surface S a un plan tangent horizontal: en effet, S est aussi la surface d’équation
h(z,y,z) = 0 en posant h(z,y,z) = z — f(z,y) pour (z,y,2) € IR®. Les points extrémaux

de f sont aussi des points critiques de f, i.e. a—(amy) = a—(x,y) =0, ce qui entraine
€T Y
Oh of Oh of
%(Ivyuf(xay)) :—%(x,y):o et @(xayvf(fvy)) :_@(mvy):07
0
et le vecteur Vh(x, y, f(z, y)) est “vertical”, plus précisément il vaut [ 0 |. Finalement, f
1

en lequel elle prend la

V3—-1 V3-1
2 72

1+43 1+\/§>
s 9 )

atteint son minimum global en le point ( 5

1-3
2

valeur oo =

, et son maximum global en le point (

1+3

prend la valeur 8 = 5

), en lequel elle




