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I. Résultats préliminaires

I.A. Étude d’une série entière

1) Fixons x ą 0, et considérons la fonction fx :s0,`8rÑ R, t ÞÑ tx´1e´t. Elle est continue et positive.
De plus,

fxptq „ tx´1 quand tÑ 0`, avec x´ 1 ą ´1,

et
fpxq “ o

ˆ

1

t2

˙

quand tÑ `8.

Cela prouve la convergence de l’intégrale
ż `8

0
fxptqdt, autrement dit que

la fonction Γ est bien définie.

Comme de plus la fonction fx est continue, positive et non identiquement nulle, on a Γpxq ą 0. Ainsi,

la fonction Γ est à valeurs strictement positives.

2) Fixons à nouveau x ą 0. On a

lim
tÑ0`

txe´t “ lim
tÑ`8

txe´t “ 0,

ce qui légitime l’intégration par parties suivante :

Γpx` 1q “

ż `8

0
txe´tdt “

”

´ txe´t
ıtÑ`8

tÑ0`
´

ż `8

0
xtx´1p´e´tqdt “ x

ż `8

0
tx´1e´tdt “ xΓpxq.

Ainsi,
Γpx` 1q “ xΓpxq pour tout x ą 0.

3) Notons que an ą 0 pour tout n ě 0 par la question 1). De plus, d’après la question précédente,

an`1
an

“
Γpn` α` 2q

Γpn` α` 1q

n!

pn` 1q!
“
n` α` 1

n` 1
Ñ 1 quand nÑ `8.

D’après la règle de d’Alembert,

le rayon de convergence de la série entière
ÿ

anx
n est égal à 1.

4) La somme de la série entière
ř

anx
n est donc définie (au moins) sur s´1, 1r. Fixons donc x Ps´1, 1r.

On a
8
ÿ

n“0

anx
n “

8
ÿ

n“0

Γpα` n` 1q

n!
xn “

8
ÿ

n“0

ż `8

0
tα
pxtqn

n!
e´tdt.

Nous allons essayer de permuter les symboles
ż `8

0
et

8
ÿ

n“0

. Pour cela, définissons, pour tout n ě 0, la

fonction
fn :s0,`8rÑ R, t ÞÑ tα

pxtqn

n!
e´t.
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‚ Tout d’abord, pour chaque n ě 0, la fonction fn est continue par morceaux et intégrable sur
s0,`8r, car

fnptq „
xn

n!
tα`n quand tÑ 0`, avec α` n ě α ą ´1,

et
fnptq “ o

ˆ

1

t2

˙

quand tÑ `8.

‚ Ensuite, la série
ř

fn converge simplement sur s0,`8r et, pour tout t ą 0,

8
ÿ

n“0

fnptq “ tαepx´1qt,

donc la somme de cette série de fonctions est continue par morceaux sur s0,`8r.
‚ Enfin, pour n ě 0, on a

}fn}1 “

ż `8

0
tα
p|x|tqn

n!
e´tdt “

|x|n

n!

ż `8

0
tα`ne´tdt “

|x|n

n!
Γpα` n` 1q “ an|x|

n.

Comme le rayon de convergence de la série entière
ř

anx
n est 1, et comme une série entière

converge absolument en tout point de son intervalle ouvert de convergence, on en déduit que la
série

ř

}fn}1 est convergente.

D’après le théorème L1 de Lebesgue, on peut donc écrire

8
ÿ

n“0

anx
n “

ż `8

0

8
ÿ

n“0

fnptqdt “

ż `8

0
tαepx´1qtdt.

La changement de variable C1 et inversible u “ p1´ xqt donne

8
ÿ

n“0

anx
n “

ż `8

0

ˆ

u

1´ x

˙α

e´u
du

1´ x
“

1

p1´ xqα`1

ż `8

0
uαe´udu,

soit
8
ÿ

n“0

anx
n “

Γpα` 1q

p1´ xqα`1
pour tout x Ps ´ 1, 1r.

I.B. Projections orthogonales

5) Comme F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, on sait que E “ F ‘ FK. Cela
permet de définir l’application

πF : E Ñ E, x “ f
loomoon

PF

` g
loomoon

PFK

ÞÑ f,

qui est par définition la projection orthogonale sur F .

6) Comme πF pxq P F et pe1, . . . , enq est une base orthonormale de F , on a

πF pxq “
n
ÿ

i“1

xπF pxq, eiyei.

Or, pour chaque i P rr1, nss,

xπF pxq, eiy “ xπF pxq ´ x
loooomoooon

PFK

, eiy ` xx, eiy “ xx, eiy,
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d’où

πF pxq “
n
ÿ

i“1

xx, eiyei. (1)

7) Comme les vecteurs x´ πF pxq et πF pxq sont orthogonaux, le théorème de Pythagore donne

}x}2 “ }x´ πF pxq ` πF pxq}
2 “ }x´ πF pxq}

2 ` }πF pxq}
2.

Par ailleurs, la décomposition en base orthonormale (1) donne

}πF pxq}
2 “

n
ÿ

i“1

xx, eiy
2,

d’où

}x´ πF pxq}
2 “ }x}2 ´

n
ÿ

i“1

xx, eiy
2.

II. Polynômes de Laguerre

8) Soit pa, bq P R2. On a

a2 ` b2 ´ 2|ab| “ |a|2 ` |b|2 ´ 2|ab| “ p|a| ´ |b|q2 ě 0,

d’où

|ab| ď
a2 ` b2

2
pour tout pa, bq P R2.

9) Soit f, g P Eα. Pour x ą 0, on a, par la question précédente :

ˇ

ˇxαe´xfpxqgpxq
ˇ

ˇ ď
1

2
xαe´xfpxq2 `

1

2
xαe´xgpxq2.

On en déduit que l’intégrale
ż `8

0
xαe´xfpxqgpxqdx est absolument convergente, donc convergente.

Ainsi,

pour tous f, g P Eα, l’intégrale
ż `8

0
xαe´xfpxqgpxqdx est convergente.

10) Il est clair que Eα Ă Cpr0,`8r,Rq et que la fonction nulle est élément de Eα. Par ailleurs, si
f, g P Eα et λ, µ P R, on a, pour tout x ą 0,

xαe´x pλfpxq ` µgpxqq2 “ λ2xαe´xfpxq2 ` µ2xαe´xgpxq2 ` 2λµxαe´xfpxqgpxq,

et la question précédente permet de conclure que l’intégrale
ż `8

0
xαe´x pλfpxq ` µgpxqq2 dx est conver-

gente, autrement dit que λf ` µg P Eα. En définitive,

Eα est un sous-espace vectoriel de Cpr0,`8r,Rq.

11) Par linéarité, il suffit de montrer que, pour tout n P N, la fonction en : r0,`8rÑ R, x ÞÑ xn est

élément de Eα, autrement dit que l’intégrale
ż `8

0
xα`2ne´xdx est convergente. Mais cette intégrale

n’est autre que Γpα`2n`1q, dont on a montré l’existence à la question 1), puisque α`2n`1 ě α`1 ą 0.
Ainsi,

toute fonction polynomiale est élément de Eα.
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12) On obtient aisément

ψ0pxq “ 1, ψ1pxq “ ´x` α` 1 et ψ2pxq “ x2 ´ pα` 2qx` pα` 1qpα` 2q pour x ą 0.

13) Soit n P N. La formule de Leibniz donne, pour x ą 0 :

ψnpxq “ x´αex
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

dn´k

dxn´k
`

e´x
˘ dk

dxk
`

xn`α
˘

“ x´αex

˜

p´1qne´xxn`α `
n
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙

p´1qn´ke´xpn` αq ¨ ¨ ¨ pn` α´ k ` 1qxn´k`α

¸

“ p´1qnxn `
n
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙

p´1qn´kpn` αq ¨ ¨ ¨ pn` α´ k ` 1qxn´k.

Cela prouve que

la fonction ψn est polynomiale de degré n et de coefficient dominant p´1qn.

14) On a montré à la question 9) la convergence de l’intégrale xf, gy pour tous f, g P Eα. Par ailleurs,
x¨, ¨y est bilinéaire par linéarité de l’intégrale, et clairement symétrique. Enfin, si f P Eα, on a

xf, fy “

ż `8

0
xαe´xfpxq2dx

qui est positive comme intégrale d’une fonction positive. Supposons l’intégrale nulle. Comme la fonction
x ÞÑ xαe´xfpxq2 est continue et positive sur s0,`8r, on a alors xαe´xfpxq2 “ 0 pour tout x ą 0, d’où
fpxq “ 0 pour tout x ą 0, d’où fpxq “ 0 pour tout x ě 0 par continuité de f , soit f “ 0. Cela prouve
que

x¨, ¨, y est un produit scalaire sur Eα.

15) Fixons k P rr0, n´ 1ss. La formule de Leibniz donne, pour tout x ą 0 :

ϕpkqn pxq “
k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

p´1qk´ie´xpn` αq ¨ ¨ ¨ pn` α´ i` 1qxn`α´i.

Dans cette somme, tous les exposants sont strictement positifs puisque, pour tout i P rr0, kss, n`α´i ě
α` 1 ą 0, ce qui prouve que

ϕpkqn pxq Ñ 0 quand x tend vers 0 par valeurs strictement positives.

De plus,

e
x
2ϕpkqn pxq “

k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

p´1qk´ie´
x
2 pn` αq ¨ ¨ ¨ pn` α´ i` 1qxn`α´i Ñ 0 quand xÑ `8,

d’où
ϕpkqn pxq “ o

´

e´
x
2

¯

quand xÑ `8.

16) Fixons m,n P N et définissons, pour tout k P rr0, nss, l’assertion

Ppkq : « xψm, ψny “ p´1qk
ż `8

0
ϕpn´kqn pxqψpkqm pxqdx ».
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‚ Tout d’abord, Pp0q est vraie, car par définition :

xψm, ψny “

ż `8

0
xαe´xψnpxqψmpxqdx “

ż `8

0
ϕpnqn pxqψmpxqdx.

‚ Soit k P rr0, n´ 1ss. Supposons Ppkq vraie. On a donc

xψm, ψny “ p´1qk
ż `8

0
ϕpn´kqn pxqψpkqm pxqdx.

D’après la question précédente (appliquée à n ´ k ´ 1 ď n ´ 1) et le fait que la fonction ψpkqm
est polynomiale, on a

ϕpn´k´1qn pxqψpkqm pxq Ñ 0 quand xÑ 0` et quand xÑ `8.

Cela légitime l’intégration par parties suivante :

xψm, ψny “ p´1qk
”

ϕpn´k´1qn pxqψpkqm pxq
ıxÑ`8

xÑ0`
´ p´1qk

ż `8

0
ϕpn´k´1qn pxqψpk`1qm pxqdx

“ p´1qk`1
ż `8

0
ϕpn´pk`1qqn pxqψpk`1qm pxqdx,

ce qui prouve que Ppk ` 1q est vrai.

En définitive,

xψm, ψny “ p´1qn
ż `8

0
ϕnpxqψ

pnq
m pxqdx pour tous m,n P N. (2)

Si m ă n, comme ψm est polynomiale de degré m (question 13)), on a ψpnqm “ 0, d’où xψm, ψny “ 0.
Cela prouve que

la famille pψnqnPN est orthogonale pour le produit scalaire x¨, ¨y.

17) Soit n P N. L’égalité (2), appliquée à m “ n, donne

}ψn}
2
α “ p´1qn

ż `8

0
ϕnpxqψ

pnq
n pxqdx.

Or, comme ψn est polynomiale de degré n et de coefficient dominant p´1qn (question 13)), on a
ψ
pnq
n pxq “ p´1qnn! pour tout x ą 0, d’où

}ψn}
2
α “ n!

ż `8

0
ϕnpxqdx “ n!

ż `8

0
xn`αe´xdx “ n! Γpn` α` 1q.

Ainsi,
}ψn}

2
α “ n! Γpn` α` 1q pour tout n ě 0.

III. Approximation

18) Fixons k P N. Tout d’abord,

xfk, ψ0y “

ż `8

0
xαe´pk`1qxdx

u“pk`1qx
“

1

pk ` 1qα`1

ż `8

0
uαe´udu “

Γpα` 1q

pk ` 1qα`1
.

Ensuite, pour n P N˚, on a

xfk, ψny “

ż `8

0
xαe´xe´kxψnpxqdx “

ż `8

0
e´kxϕpnqn pxqdx.
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On réalise alors, comme à la question 16), n intégrations par parties successives, légitimes car, pour
tout k P rr1, nss, ϕpn´kqn pxq Ñ 0 quand xÑ 0` et quand xÑ `8 d’après la question 15). Cela donne

xfk, ψny “ p´1qn
ż `8

0

dn

dxn

´

e´kx
¯

ϕnpxqdx

“ kn
ż `8

0
xn`αe´pk`1qxdx

u“pk`1qx
“

kn

pk ` 1qn`α`1

ż `8

0
un`αe´udx

“
kn

pk ` 1qn`α`1
Γpn` α` 1q.

Ainsi, on a montré que

xfk, ψny “ Γpn` α` 1q
kn

pk ` 1qn`α`1
pour tout n P N,

d’où, grâce à la question 17) :

xfk, ψny
2

}ψn}2α
“

Γpn` α` 1q

n!

k2n

pk ` 1q2n`2α`2
pour tout n P N.

Avec les notations de la question 4), cela s’écrit encore

xfk, ψny
2

}ψn}2α
“

1

pk ` 1q2α`2
an

˜

ˆ

k

k ` 1

˙2
¸n

pour tout n P N.

Comme 0 ď
k

k ` 1
ă 1, on en déduit que

8
ÿ

n“0

xfk, ψny
2

}ψn}2α
“

1

pk ` 1q2α`2
Γpα` 1q

˜

1´

ˆ

k

k ` 1

˙2
¸α`1 “

Γpα` 1q

ppk ` 1q2 ´ k2qα`1
,

d’où finalement
8
ÿ

n“0

xfk, ψny
2

}ψn}2α
“

Γpα` 1q

p2k ` 1qα`1
. (3)

19) Soit k P N. On a

}fk}
2
α “

ż `8

0
xαe´xe´2kxdx “

ż `8

0
xαe´p2k`1qxdx

u“p2k`1qx
“

1

p2k ` 1qα`1

ż `8

0
uαe´udu,

soit
}fk}

2
α “

Γpα` 1q

p2k ` 1qα`1
. (4)

Or, pour tout N P N, la famille
ˆ

ψn
}ψn}α

˙

0ďnďN

est une base orthonormale de VN , donc d’après la

question 7) :

}fk ´ πN pfkq}
2
α “ }fk}

2
α ´

N
ÿ

n“0

B

fk,
ψn
}ψn}α

F2

“ }fk}
2
α ´

N
ÿ

n“0

xfk, ψny
2

}ψn}2α
,

donc, quand N Ñ `8 :

}fk ´ πN pfkq}
2
α Ñ }fk}

2
α ´

8
ÿ

n“0

xfk, ψny
2

}ψn}2α
“ 0
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d’après (3) et (4). On a donc montré que

}fk ´ πN pfkq}α Ñ 0 quand N Ñ `8.

20) Il suffit d’observer que ψn P P pour tout n ě 0 (question 13)). Le résultat découle alors immédia-
tement de la question précédente. Ainsi,

pour tout k P N et tout ε ą 0, il existe p P P telle que }fk ´ p}α ď ε.

21) Suivons l’indication du texte en définissant la fonction

g : r0, 1s Ñ R, t ÞÑ
"

fp´ ln tq si t Ps0, 1s
0 si t “ 0,

de sorte que
fpxq “ gpe´xq pour tout x ě 0.

Comme f tend vers 0 en `8, la fonction g est continue sur le segment r0, 1s. D’après le fait admis, il
existe une fonction polynomiale p : r0, 1s Ñ R telle que |gptq ´ pptq| ď ε pour tout t P r0, 1s. Écrivons

pptq “
n
ÿ

k“0

λkt
k pour t P r0, 1s.

On a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´
n
ÿ

k“0

λke
´kx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |gpe´xq ´ ppe´xq| ď ε pour tout x ě 0,

d’où
›

›

›

›

›

f ´
n
ÿ

k“0

λkfk

›

›

›

›

›

α

“

ż `8

0
xαe´x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´
n
ÿ

k“0

λke
´kx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ď ε

ż `8

0
xαe´xdx,

la dernière intégrale écrite étant convergente. Comme ε est arbitraire, on a bien montré que

pour tout ε ą 0, il existe n P N et λ0, . . . , λn P R tels que

›

›

›

›

›

f ´
n
ÿ

k“0

λkfk

›

›

›

›

›

α

ď ε.

22) Soit ε ą 0. D’après la question 20), pour chaque k P rr0, nss, on peut fixer une fonction pk P P telle
que

}fk ´ pk}α ď
ε

pn` 1qp|λk| ` 1q

Posons alors p “
n
ÿ

k“0

λkpk, qui est élément de P. Comme } ¨ }α est une norme, on a

}f ´ p}α “

›

›

›

›

›

f ´
n
ÿ

k“0

λkfk `
n
ÿ

k“0

λkfk ´
n
ÿ

k“0

λkpk

›

›

›

›

›

α

ď ε`
n
ÿ

k“0

|λk| }fk ´ pk}α

ď ε`
n
ÿ

k“0

|λk|
ε

pn` 1qp|λk| ` 1q

ď ε`
n
ÿ

k“0

ε

n` 1
“ 2ε.
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Comme ε est arbitraire, on a bien montré que

pour tout ε ą 0, il existe p P P telle que }f ´ p}α ď ε.

23) Suivons l’indication de l’énoncé, et définissons la fonction

φ : r0,`8rÑ R, x ÞÑ h
`?
x
˘

e
x
2 .

Soit α un réel strictement supérieur à ´1 à ajuster, et ε ą 0. Comme la fonction φ est nulle en dehors
du segment r0, A2s, il est clair qu’elle est élément de Eα. D’après la question 22), il existe q P P tel
que }f ´ q}2α ď ε, soit

ż `8

0
xαe´x

´

h
`?
x
˘

e
x
2 ´ qpxq

¯2
dx ď ε.

Le changement de variable u “
?
x (C1 et inversible sur s0,`8r) donne

ż `8

0
u2αe´u

2

ˆ

hpuqe
u2

2 ´ qpu2q

˙2

2udu ď ε,

soit
ż `8

0
u2α`1

ˆ

hpuq ´ qpu2qe´
u2

2

˙2

du ď ε.

En choisissant α “ ´1
2 , on obtient

ż `8

0

ˆ

hpuq ´ qpu2qe´
u2

2

˙2

du ď
ε

2
,

d’où par parité
ż `8

´8

ˆ

hpuq ´ qpu2qe´
u2

2

˙2

du ď ε.

En posant ppuq “ qpu2q pour u P R, on a bien trouvé p P P tel que

ż `8

´8

ˆ

hpuq ´ ppuqe´
u2

2

˙2

du ď ε.
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