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I. Résultats préliminaires

I.A. Etude d’une série entiére

1) Fixons x > 0, et considérons la fonction f, :]0, +00[— R, t > t*~le~t. Elle est continue et positive.
De plus,
fe(t) ~t* 1 quand t — 07, avec z — 1 > —1,

et )
flx)=o0 <7§2> quand t — +00.

+00
Cela prouve la convergence de l'intégrale fz(t)dt, autrement dit que
0

’1& fonction I' est bien définie.

Comme de plus la fonction f, est continue, positive et non identiquement nulle, on a I'(z) > 0. Ainsi,

’1a fonction I' est & valeurs strictement positives. ‘

2) Fixons a nouveau z > 0. On a

lim t*e” ! = lim t%e~ ! =0,
t—07+ t—+00

ce qui légitime 'intégration par parties suivante :

F(x+1)=J

0

+00

+00 t——400 +00
- f ot (e t)dt = a:f t* te~tdt = 2T (z).

Ainsi,

’F(x + 1) = zI'(x) pour tout z > 0. ‘

3) Notons que a,, > 0 pour tout n > 0 par la question 1). De plus, d’aprés la question précédente,

r 2 ! 1
n+1 _ n+a+2) n _nta+ 1 quand 1 — +o0,
an F'n+a+1)(n+1)! n+1

D’aprés la régle de d’Alembert,

le rayon de convergence de la série entiére Z anx™ est égal a 1.

4) La somme de la série entiére > a,a™ est donc définie (au moins) sur | —1, 1[. Fixons donc z €] —1, 1[.

On a ” . .
F 1 +0o0 t n
S et = Y Platn+l) ,_ 5 J @) oo
n=0 n=0

| |
n. oy 0 n.
+00 ©
Nous allons essayer de permuter les symboles J et Z Pour cela, définissons, pour tout n > 0, la
n=0

fonction .
(zt) et
n!

fn :]0, +0[— R, t — t*



Tout d’abord, pour chaque n = 0, la fonction f, est continue par morceaux et intégrable sur
10, +oo[, car
fu(t) ~ %toﬁn quand t — 07, avec a +n > a > —1,
et .
fa(t) =0 (;2) quand ¢t — +00.

Ensuite, la série > f,, converge simplement sur 0, +oo[ et, pour tout ¢ > 0,

i 3
_ta x t7

donc la somme de cette série de fonctions est continue par morceaux sur |0, +o[.
Enfin, pour n = 0, on a

xlt x|™ +00 n
anH1 _J (‘ n|/') —tdt _ |n|' f ta-i—n _tdt _ ’n" F(a—i—n—i— 1) _ an’x‘n
. . 0 .

Comme le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™ est 1, et comme une série entiére
converge absolument en tout point de son intervalle ouvert de convergence, on en déduit que la
série Y || fnl1 est convergente.

D’aprés le théoréme L' de Lebesgue, on peut donc écrire

0 +o00 OO
Z apx’ = J Z fa(t)dt = J t*er=Ditgy.
n=0

0

La changement de variable C'! et inversible u = (1 — x)t donne

soit

0 +o0 U (e} du 1 +0o0
—U — « —ud
Z:: f <1—x> € 1—=2 (1—3;)0‘“L u-e o,

1
2 anx" [+ >1 pour tout z €] — 1, 1].

— )t

I.B. Projections orthogonales

5) Comme F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, on sait que E = F @ FL. Cela
permet de définir I'application

71-I*_‘:E’_)E17:L‘: f + g '_>f7
eF eFt

qui est par définition la projection orthogonale sur F.

6) Comme 7wp(z) € F et (e1,...,e,) est une base orthonormale de F, on a

= Z(ﬂp(x), €i €;.
i=1

Or, pour chaque i € [1,n],

(mr(x), ei) = (mr(@) — 2, e0) + (2, 00) = (2, €0),
—_———

eFL



mr(x) = Z@?,ei}ei. (1)

7) Comme les vecteurs © — mp(x) et mp(x) sont orthogonaux, le théoréme de Pythagore donne

J2* = o = 7p(2) + 7p(@)|* = |z — 7p@@)* + |7p(2)]*.

Par ailleurs, la décomposition en base orthonormale donne

lp(@)? = ) (e, en)?,
i=1

n

& = mp (@) = 2] = Y (e, e,

=1

II. Polynémes de Laguerre
8) Soit (a,b) € R2. On a

a® 4+ b* = 2|ab| = |a|* + |b]* — 2|ab| = (Ja| — |b])?* = 0,

a? + b2

lab| < pour tout (a,b) € R%.

9) Soit f, g € E,. Pour x > 0, on a, par la question précédente :

1 1
26~ fl)ge)| < g2 f(x)? + Lo g(a)?
+o0
On en déduit que l'intégrale f z%e * f(x)g(x)dx est absolument convergente, donc convergente.
0
Ainsi,
+o
pour tous f, g € E,, l'intégrale f x% " f(x)g(x)dx est convergente.
0

10) I est clair que E, < C([0,+o[,R) et que la fonction nulle est élément de E,. Par ailleurs, si
f,9€ Eq et A, ue R, on a, pour tout x > 0,

2™ (Mf(2) + pg(x))? = Nae™ f(a)® + pPae " g(x)® + 2uae™ f(z)g(x),

+00

et la question précédente permet de conclure que 'intégrale f %" (A f(z) + pg(x))? dz est conver-
0
gente, autrement dit que Af + ug € E,. En définitive,

’Ea est un sous-espace vectoriel de C([0, +oo[, R). ‘

11) Par linéarité, il suffit de montrer que, pour tout n € N, la fonction e, : [0, +0[— R,z — z™ est

+00

élément de E,, autrement dit que l'intégrale f 22"~y est convergente. Mais cette intégrale

0
n’est autre que I'(a+2n+1), dont on a montré I'existence a la question 1), puisque a+2n+1 > a+1 > 0.
Ainsi,

’toute fonction polynomiale est élément de F,. ‘




12) On obtient aisément

Yo(x) =1, Y1(z) = =2+ a4+ 1 et Yo(x) = 22 — (o + 2)z + (o + 1)(a + 2) pour = > 0.

13) Soit n € N. La formule de Leibniz donne, pour x > 0 :
n dn_k —x dk n+o
(k) dxn—F (e ) dxk (x )

—agw ((_Dne—xxn-i-a + 2 <Z> (_1)n—ke—x(n + a) c (n +Toa—k+ 1)xn—k+a>

Up(z) =z~ %" Z

I
8

= (=1)"2" + Z (Z) (D" *n+a)---(n+a—k+1)z""

Cela prouve que

’1& fonction 1), est polynomiale de degré n et de coefficient dominant (—1)". ‘

14) On a montré a la question 9) la convergence de I'intégrale (f, g) pour tous f,g € E,. Par ailleurs,
{+,+> est bilinéaire par linéarité de I'intégrale, et clairement symétrique. Enfin, si f € E,, on a

+00
oty = fo e f(2)2da

qui est positive comme intégrale d’une fonction positive. Supposons 'intégrale nulle. Comme la fonction
x> 2% % f(x)? est continue et positive sur |0, +-o0[, on a alors z%e~* f(z)? = 0 pour tout x > 0, d’out
f(z) = 0 pour tout z > 0, d’ott f(x) = 0 pour tout x > 0 par continuité de f, soit f = 0. Cela prouve
que

’<-, -, » est un produit scalaire sur F,,. ‘

15) Fixons k € [[0,n — 1]. La formule de Leibniz donne, pour tout x > 0 :
5k | |
()O%k)(g;) = Z <Z> (_1)k—ze—m(n + a) - (n +a—i+ 1)xn+a—z‘
i=0

Dans cette somme, tous les exposants sont strictement positifs puisque, pour tout i € [[0, k]|, n+a—i =
a+ 1 >0, ce qui prouve que

go,(f) () — 0 quand z tend vers 0 par valeurs strictement positives.

k
P k A .
ez (z) = Z ( )(—1)’“162(1% +a)- - (n+a—i+1)2""*" - 0 quand z — +o0,

d’ou

o®(z) =0 <€7%> quand z — +00.

16) Fixons m,n € N et définissons, pour tout k € [0, n]], I'assertion
+o0
PE) 5« i) = (-1 [ e P @)l @) >
0

4



e Tout d’abord, P(0) est vraie, car par définition :
+a0 +o0
Wty = || @ @inla)dn = [ @)

0

e Soit k € [[0,n — 1]]. Supposons P(k) vraie. On a donc
+o0
Wt = (U | AP @0l ) da,
0

D’aprés la question précédente (appliquée a n —k —1 < n — 1) et le fait que la fonction ¢,§’§)
est polynomiale, on a

(n—k—1)

o (2)9*) (x) - 0 quand = — 0% et quand z — +00.

Cela légitime l'intégration par parties suivante :

sty = (D [ V@@ = 0F | D @)y )

z—07t 0
+00
= (G @t ) da,
0
ce qui prouve que P(k + 1) est vrai.

En définitive,

Py Py = (—=1)" J+OO gon(:v)zl)ﬁg) (xz)dx pour tous m,n € N. (2)
0

Si m < n, comme 1), est polynomiale de degré m (question 13)), on a w,(ﬁ) =0, d’ott (Y, ) = 0.
Cela prouve que

’1a famille (¢, )nen est orthogonale pour le produit scalaire (-, -). ‘

17) Soit n € N. L’égalité , appliquée & m = n, donne
40

in 2 = (—1)" f o ()0 (2)
0

Or, comme 1, est polynomiale de degré n et de coefficient dominant (—1)" (question 13)), on a
w,&”’ () = (—=1)"n! pour tout x > 0, d’ou

il =t |

0

400 +00

on(z)de = n!f 2" % dr = n!T(n + a + 1).
0

Ainsi,

Hlﬁnﬂz =n!T'(n + a+ 1) pour tout n = 0.

I1I. Approximation
18) Fixons k € N. Tout d’abord,

+00 +o0
[ arerteengg e L [ g, Hat D),
{frs o) L z-e dx G u®e “du i+ 1)L

Ensuite, pour n € N*, on a

+00 +00
oot = fo x%—xe-’%m)dx:f e o) () .

0

5



On réalise alors, comme a la question 16), n intégrations par parties successives, légitimes car, pour

tout k € [1,n], ¢n (n— k)( ) — 0 quand x — 0% et quand  — +00 d’aprés la question 15). Cela donne

+00 dn &
<fka @Z)n> = (_1) fo d.%'in (6 ) gon(:c)dsc
+0 n +o0
_ 1.n n+o ,—(k+1)x u=(k+1)z k— ndo —u
=k J;) "% dr = (e 1)nrart ), u' e dx
k I'n+a+1).

= (k+ 1)ntatl

Ainsi, on a montré que

n

ey by =T(n+a+1) 7 pour tout n € N,

(k+ 1)n+o+
d’ou, grace a la question 17) :

fe¥n)® Tlta+l) k"
Tom]2 = ] (b & 1)2n 2072 pour tout n € N.

Avec les notations de la question 4), cela s’écrit encore

o\ ™
<fk7 1/1n>2 1 <<k> ) pour tout n € N.

a2~ e+ D22\ \ k41
Comme 0 < Pl < 1, on en déduit que
i {frs Pn)? _ 1 I'a+1) _ I'a+1)
[0nllZ — (b +1)20+2 N S (CE I D
I
<l<: + 1)
d’ou finalement
frbn)?  Tla+ 1)
Z ; (3)
19nl2 (2k +1)
19) Soit k€ N. On a
+ + +
kaHQ _ J * xae—x€—2kmdx _ J * Iae—(2k+1)mdx “:(Qi-‘rl)x 1J © uae_udu,
N 0 (2k + 1)otT J,
soit o 1)
2 o+
= 4

Or, pour tout N € N, la famille <¢n> est une base orthonormale de Vi, donc d’aprés la
os<n<N

[¥nla
question 7) :

- 2 _ 9 <fka¢n>
I = w12 = LAl <fk7‘ I Il - Z S

donc, quand N — +o0 :
fk7 7~pn>

=0
el

e — mn ()2 — 1l 2 s Yn)”



d’apreés (3) et . On a donc montré que

’ | fx — 78 (fx)|a — 0 quand N — —|—oo.‘

20) II suffit d’observer que ¢, € P pour tout n > 0 (question 13)). Le résultat découle alors immédia-
tement de la question précédente. Ainsi,

pour tout k € N et tout € > 0, il existe p € P telle que | fr — pl|a < e. ‘

21) Suivons l'indication du texte en définissant la fonction

. f(—1Int) sitel0,1]
9:10.1] = R {oatzm

de sorte que
f(x) = g(e™™) pour tout z = 0.

Comme f tend vers 0 en +00, la fonction g est continue sur le segment [0, 1]. D’apreés le fait admis, il
existe une fonction polynomiale p : [0,1] — R telle que |g(t) — p(t)| < € pour tout ¢ € [0, 1]. Ecrivons

n
= Z At pour t € [0, 1].

k=0
On a
n
|f(ar) - 2 e ") = |g(e™®) — p(e™®)| < & pour tout z = 0,
k=0
d’ot
n +00 +00
Hf — 2 e Sr —J %" Z e ke < f % “dx,
k=0 a 0 0
la derniére intégrale écrite étant convergente. Comme € est arbitraire, on a bien montré que
n
pour tout € > 0, il existe n € N et Ag,..., A\, € R tels que || f — Z Mefrll <e.
k=0 o

22) Soit € > 0. D’apreés la question 20), pour chaque k € [0, n]], on peut fixer une fonction py € P telle

que
5

(n 4+ D)(Aef + 1)

| i = Prlla <

n
Posons alors p = Z APk, qui est élément de P. Comme | - ||, est une norme, on a
k=0

If = pla = Hf = T Mefr+ D) M — D) Mk
k= = =0

n
<e+ ) el fe = prla

k=0

A
E+Z| T |)\k|+1)

€
<E+kz:()n+1 = 2¢.



Comme ¢ est arbitraire, on a bien montré que

pour tout € > 0, il existe p € P telle que |f —pla < e. ‘

23) Suivons l'indication de I’énoncé, et définissons la fonction
¢ : [0, 40[— R,z — h(Vz) es.

Soit « un réel strictement supérieur & —1 & ajuster, et € > 0. Comme la fonction ¢ est nulle en dehors
du segment [0, A2], il est clair qu’elle est élément de FE,. D’aprés la question 22), il existe ¢ € P tel
que [|f — g2 < e, soit

+00 " 2
J %" (h (Vz)e2 — q(x)) dr < e.
0
Le changement de variable u = \/z (C! et inversible sur ]0, +c0[) donne
+00 2 w2 2
J ue™ (h(u)e2 - q(u2)> 2udu < e,
0

soit

En choisissant « = —=, on obtient

1
2

d’ott par parité

FOO <h(u) _ q(u2)e_u22>2 du<e.

—0Q0

En posant p(u) = ¢(u?) pour v € R, on a bien trouvé p € P tel que

f m (h(u) - p(u)e—“f>2 du <e.

—00




