DIVERS EXERCICES d’ORAL
I. ALGEBRE GENERALE (arithmétique, nombres complexes, polynémes)

ALG 1 (CMT).

a. Soient a et A deux réels tels que 1+ e + ? = 0.
Soit le polynome P = (X — 1)(X — e™)(X — €').
i. Exprimer les coefficients de P a l’aide de ses racines.
ii Montrer que les coefficients de X? et de X sont nuls.
iii. En déduire P.

b. Soient z, y, z des réels tels que e + ¥ + e¥* = 0.
i. Montrer que €2 4 %% 4 %= =,

ii. Que dire de €™ + €3 4 3% ? ot de €™ + €™ 4 ™% pour n entier naturel ?

a.i. On développe: P = X% — (1 + €' + ¢¥) X2 4 (&' 4 €'P + (@) X — ¢ilath),
Plus généralement, si a, b, c sont des nombres complexes,

(X —a)(X —=b)(X —¢)=X3—(a+b+c)X? + (ab+ bc + ca) X — abe .
ii. Le coefficient 1+ e + ¢ de X? est nul par hypothese. Puis, en conjuguant, on obtient
1+ e ' + ¢~ = (0. En multipliant ensuite par ¢?®*#)_ on obtient e*(*+#) 4 ¢ 4 i@ =,
le coefficient de X est donc nul aussi.
iii. En comparant les deux relations écrites dans le b., on obtient ¢"@*8) = 1. On en déduit
que P = X3 —1.

Commentaire. On a ainsi prouvé que 1, e'® et '’ sont les trois racines cubiques de 'unité.
27
1= . .
En posant comme d’habitude j = e ° , on a, soit e!® = j et e = j2, soit I'inverse. On
déduit en particulier les relations e3® = 1, €3 = 1, ou encore ¥ = (£!%)? et '™ = (7).
b.i. Si e +e?¥+e'* = 0, si on multiplie par e ™%, alors 14¢*¥ =) +-¢*=%) = (. Du commentaire
ci-dessus, on déduit que e¥=*) = 2/(3=%) gt ¢1(*=%) = £2{¥=2) Op a donc aussi la relation
1+ 2= 4 ¢21:=2) — (_ Enfin, en multipliant par ¢, il vient €?® + ¢ + ¢2%* = (.
ii. Du commentaire ci-dessus, on déduit aussi que e*¢=*) = ¢3(*=%) = 1 donc
1+ 631(7;—1) + 631(2—1) =3, puis 63’L$ + e32y + 6312 -3 6311‘ ,
cette derniére expression étant aussi égale & 3 € ou & 3 €3 par symétrie des roles des
variables x, y, z, ou bien parce que e>* = 3 = 3% d’aprés les commentaires ci-dessus.
En réitérant les mémes méthodes, on obtient
3™ =3e" =3€"*  si  nest mutiple de 3

enz:}; _|_ eTLLy _"_ enzz — .
0 sinon

ALG 2 (CCINP). Montrer que, pour tout n entier naturel, il existe un unique polynéme
P, € R[X] tel que
Déterminer le degré de P,,. Montrer la relation P,’L = n P,_; pour n € IN*. Déterminer
Pexpression de P, en fonction des P(0), 0 < k < n.
d—1
Recherchons P, sous la forme P, = agX® + Zaka avec ag # 0. Le polynoéme
k=0
P, (X)+P,(X+1) aalors pour terme dominant 2a4X?. Si P, existe, il a donc nécessairement



pour terme dominant X", donc P, € R,,[X]. Par ailleurs, 'application ¢ : R, [X] — IR, [X],
P — P(X)+ P(X + 1), est un endomorphisme, injectif car elle conserve le degré, donc
bijectif puisque IR,,[X] est de dimension finie. Le polynéme 2X™ a donc un unique antécédent
par p, d’ou l'existence et l'unicité de P,, et deg(P,,) = n.

En dérivant la relation P,(X)+ P,(X +1) =2X" pourn € N*,ona P, (X)+ P, (X +1) =
P/

2nX""1. Le polynome Q = —2 vérifie donc Q(X) + Q(X + 1) = 2X"~'. Par I'unicité
n

obtenue ci-dessus, on déduit que Q = P,,_1, soit P, =n P, _1.

n!

(n—k)!

pour k € [0,n]. Comme P, est de degré n, la formule de Taylor pour les polynémes donne

P, = zn: P’SZ!(()) Xk = En: (Z) Po_(0) X* = En: (Z) P(0) X%

k=0 k=0 k=0

Par récurrence immédiate, on obtient P¥) =n(n—1)--- (n—k+1) P,_j = P,

la derniere égalité résultant de la symétrie des coefficients binomiaux ( n ﬁ k:) = <Z>

ALG 3 (CMT). Factoriser, dans IR[X] et dans C[X], le polynéme P = X* + 1.

e Factorisation dans IR[X] : on peut utiliser des identités remarquables.
X'41=(X2+1)2—2X2 = (X2 - XV2+ 1)(X2+ XV2+1)

et les deux facteurs du second degré obtenus sont irréductibles dans IR[X].

e Factorisation dans C[X] : on recherche les racines complexes de P, qui sont les racines

) i(T+kS
quatritmes du nombre —1 = '™, a savoir 2! = -1 <= z=c¢ (Z 7) avec k € [0,3]. On

a alors

i T T Z—37T 71-37r
P=(x—c?)(x—e ) (x-c)(x-c"").
NB: Le produit des deux premiers facteurs redonne
X2_92X cos%—l—lzXz—X\/ﬁ—i—L

le produit des deux derniers donne évidemment X2 + Xv/2 + 1 (regroupement des racines
complexes conjuguées).




n
Xk
ALG 4 (CCINP). Pour tout n entier naturel, soit le polynéme P,, = Z o Montrer que le
k=0
polynome P,, a toutes ses racines simples.

X’I’L
On constate que, pour tout n € IN*, on a P}, = P,,_; (calcul facile) et donc P,, — P, = —-
n!
Si P, admettait une racine multiple z € C, on aurait P,(z) = P, (z) = 0 et, par différence,
n
Z—' =0, d’on z = 0 mais le nombre 0 n’est jamais racine de P,, donc c¢’est absurde!
n!
ALG 5 (CMT). Soit n > 2. Calculer les nombres
n—1 Ok n—1 b
A=TI(1-¢") is = T sin 2.
H e puis B H sin -
k=1 k=1
n—1 i%—ﬂ—
On a A = P(1), en introduisant le polynéme P = H (X —e " ) Or, on connalt
k=1
n—1 i 2km i2km
I’identité polynomiale H (X —e " ) = X" — 1 (les nombres complexes e " | avec
k=0

0 <k <n—1, sont les racines n-iemes de 1'unité, c’est-a-dire les n racines du polynome
X™ —1 qui est de degré n et unitaire). On en déduit que X" —1= (X —1) P(X), donc le

polynéme P est le quotient exact du polynéome X" — 1 par le polynéme X — 1, ce qui donne
n—1

PX)=14+X+X24+.. 4 X! = Z X% (on obtient, soit en posant une division
k=0

euclidienne, soit en utilisant une “identité remarquable” qui est la factorisation de a™ —b™).

Ainsi, A= P(1) =n.

Considérons les modules des expressions ci-dessus : A = n, donc

2km

(-

k=1

- 2kT km -k kT k kT
. i BT —i BT 15T L. s PR
Mais 1—e¢ " =e¢ " (e n—e"):—stm(—)-e",donc
n

2km
=2 ‘Sin(ki)‘ = 2 sin (k—ﬂ)
n n

‘1 —e "
) km . (km .
puisque, pour k € [1,n — 1], on a 0 < — < 7 donc sin (—) > (. Finalement,
n n

n= ﬁ <2 sin (lmr)) =2""1B
k=1 n

n—1 i2km
n
-
=1

n=lnl= 4=

n—1
. km n




ALG 6 (CMT).
a. Montrer que le polynéme L,, € IR[X] défini par

d n 9

J— X n

T dxn [( -1 }

a toutes ses racines simples, appartenant au segment [—1, 1].

b. Calculer L, (1) et L,(—1).

Ly,

a. Posons P, = (X2 —1)". Alors P, est un polynoéme de degré 2n et L, = P,(L”). On note que
P,, admet deux racines, —1 et 1, toutes deux de multiplicité n. Considérons ses dérivées
successives : le polynome P!, admet encore —1 et 1 pour racines, mais & 'ordre n—1 et, entre
les deux racines de P, vient s’intercaler (théoreme de Rolle) au moins une racine (notons-la
agl)) du polynéme dérivé P, (il est évident que agl) = 0 mais cela n’a pas d’importance) :
on a donc trouvé 2n — 1 racines (en tenant compte des multiplicités) pour le polynoéme P,
et, comme il est de degré 2n — 1, on a obtenu toutes ses racines.

Continuons, c’est rigolo : le polynome P a toujours —1 et 1 pour racines mais & l'ordre

n — 2 et, d’apres le théoreme de Rolle, il admet encore deux racines a?) et oaf) telles que

-1 < a§2) < agl) < agQ) < 1, ce qui fait 2n — 2 racines avec les multiplicités et il est

justement de degré 2n — 2.

Le lecteur courageux pourra rédiger la démonstration par récurrence de la proposition (Py),
pour k € [0,n], que voici :

<<Le polynéme P{¥) admet —1 et 1 pour racines a Pordre n — k et il admet aussi k racines
simples comprises strictement entre —1 et 1 >>. Je ferai juste un commentaire : les racines
de P,Ebk) autres que —1 et 1 viennent s’intercaler, par le théoreme de Rolle, entre deux racines
consécutives du polynome Pﬁbk ~1_ Comme P,(Lk) est de degré 2n —k, on a bien obtenu toutes
ses racines. Pour k = n, on obtient la réponse a la question posée : le polynéme L,, = P,S")
n’admet plus —1 et 1 comme racines, mais il a n racines simples dans U'intervalle réel | —1, 1].

b. Posons Q = (X —1)" et R = (X +1)", alors L,, = (QR)™ = Z <Z) QW R™M) (formule
k=0
de Leibniz). On a Q(k)(l) = 0 pour tout k € [0,n — 1], il reste donc

Ln(1) = ( ) QM) R(1) =mn!2".

De méme, L,(—1) = Q(—1) R™(-1) = (-2)" n!

n
n

ALG 7 (divers). Soient a et b deux entiers naturels non nuls, on note ¢ le quotient de la division
euclidienne de a — 1 par b. Soit n un entier naturel. Déterminer le quotient de la division
euclidienne de ab™ — 1 par b"*1.

Le quotient recherché est aussi q. En effet, on peut écrire a — 1 = bg+ r, ou le reste r vérifie
0<r<bie.0<r<b—1.Donca=bg+r+1et

ab™ —1=(bg+r+1)b" —1=b""rqg+ (rb" +b" —1).



Pour conclure, il suffit de montrer que le nombre 1’ = rb™ + b™ — 1 est strictement inférieur
a bt Or,

0SB —1 <" +b" 1< (b—1)b" +b" —1=b""" —1 < p.

Youpi!

ALG 8 (divers). Soit p un nombre premier.

a. Montrer que, pour tout k € [1,p — 1], le coefficient binomial (p) est divisible par p.

k
b. Soit n un entier naturel. Montrer que p | n? — n.

c. Soient aq, - -+, a, des entiers naturels. Montrer que p divise le nombre
n p n
_ P
N = ( E ai) — E a; .
i=1 i=1

a. On a la relation & (p> = <p_1>' En effet,

p! p! (p—1)!

D\ o _ p—1
’ <k) - T E- DB PED(e-D -k P (k—l) '

Le facteur premier p est donc présent dans la décomposition en facteurs premiers du nombre

entier k Z , mais il n’est pas présent dans celle de I’entier k, c’est donc qu’il divise le

coefficient binomial <z> .

b. Par récurrence! C’est évident pour n = 0 (et pour n = 1). Supposons la propriété vraie
pour un entier n donné, et montrons-le pour n + 1: on écrit

(n+1)p(n+l)i(i)nknlpzl(z>nk+(npn)

k=0 k=1
et, d’apres le a. et 'hypothese de récurrence, tous les termes de cette somme sont divisibles
par p.

c. Encore par récurrence sur n. Pour n = 1, on a N = 0 donc c’est trivial. Si l’'on suppose que
n+1 n+1

P
c’est vrai pour un n donné, considérons N = ( E ai> - E a?’. Alors
i=1 i=1

n n n n —1 n
V= (o) = et == () =3+ 3 (1) () it
=1 i=1 i=1 1 k=1 1

i= =

et, d’apres le a. et I’hypotheése de récurrence, chaque terme de cette derniere somme est
encore divisible par p.




ALG 9 (CMT). Soit P € IR[X] un polynéme scindé sur IR.
a. Montrer que le polynéme P’ est scindé sur IR.

b. Montrer que le polynéme Q = P + P’ est scindé sur IR. On pourra considérer la fonction
fix— e Px).

a. Soit n le degré de P. Puisque P est scindé sur IR, il admet n racines (comptées avec
leurs ordres de multiplicité), notons donc 1, - - -, z, les racines distinctes de P ordonnées
dans Pordre croissant (z1 < 2 < --- < xp,) et mq, - -+, m, leurs multiplicités respectives.

P
On a alors P = A H(X — x;)™, ot A est le coefficient dominant de P. Par ailleurs,
i=1

p

n = deg(P) = Z m;. Chaque racine multiple x; de P (c’est-a-dire de multiplicité m; > 2)
i=1

est racine de P’ avec une multiplicité m; — 1. Les racines simples de P (cas m; = 1) ne sont

pas racines de P’ (on peut donc considérer qu’elles sont “racines de P’ avec une multiplicité
P

nulle”). Le polynéme P’ admet donc Z(mi — 1) = n — p racines (comptées avec leurs
i=1
multiplicités) dans I’ensemble {xl, e xp} des racines de P. Enfin, il résulte du théoreme

de Rolle que, entre deux racines consécutives de P, il y a au moins une racine de P’ :
pour tout i € [1,p — 1], il existe ¢; €]z, z;41] tel que P'(¢;) = 0, cela nous donne p — 1
racines de P’ n’appartenant pas a 1’ensemble des racines de P ; on a donc obtenu au moins
(n —p) + (p — 1) = n — 1 racines pour le polynéme P’ (comptées avec leurs multiplicités).
Comme P’ est de degré n — 1, cela prouve que P’ est scindé sur IR (et qu’il n’a pas d’autres
racines que celles déja mentionnées).

b. La fonction f admet pour dérivée f’'(z) = e* Q(z). Reprenons les notations de la question
précédente. Si x; est racine d’ordre m; > 2 de P, alors les polynémes P et P’ sont tous

deux multiples de (X — ;)™ ™!, donc il en est de méme de Q = P+ P’ qui admet donc déja
P

Z(mi — 1) = n — p racines (comptées avec leurs multiplicités) parmi les racines de P. En-
i=1

suite, pour tout i € [1, p—1], la fonction dérivable f s’annule en x; et en 2,11, donc la dérivée
/' s’annule en au moins un point intermédiaire ¢; €]z;, z;41[ d’apres le théoreme de Rolle,
et (puisqu’une exponentielle ne s’annule jamais) les ¢; sont aussi racines du polynéme Q.
Toujours en tenant compte des multiplicités, on a trouvé au moins (n—p)+(p—1) =n—1
racines réelles pour le polynéome @Q = P + P’. Mais ce polynéme est de degré n, il en
manque donc encore une. On a f(z1) = 0 et CEli}r_noof(gc) = 0 (croissance comparée des

fonctions polynémes et exponentielles), donc la dérivée f' s’annule en au moins un point
¢ €] — 00,z (c’est une classique “extension & U'infini” du théoréme de Rolle dont je laisse
la démonstration & I'improbable lecteur), on a donc le bon compte de racines pour affirmer
que @ est scindé sur IR.




ALG 10 (CMT). Soit (z,) une suite de nombres compexes, déterminée par la donnée de
z9 € C\ R_ et de la relation de récurrence

1
VnelN  zp4 = §(zn+\zn|) .

a. Donner le module et 'argument de 2,11 en fonction de ceux de z,.
b. Construire géométriquement z,1 en fonction de z,.

c. Convergence et limite de la suite (z,).

a. Notons d’abord que z, n’est jamais un réel négatif puisque, si 2,41 € R_ pour un entier
n donné, alors on peut écrire z, + |z,| = —a avec a € R4, soit z, = —(|z,| + a), mézalor
|2n| = |2n| + a et donc a = 0, puis z, = —|z,| donc z,, est lui-méme un réel négatif. Comme
on initialise avec zp € € \ IR_, on a donc z, € C \ IR_ pour tout n.
Chaque z, peut donc s’écrire de facon unique sous la forme z, = rpe®

" avec 1, € IRY et
0, €] — m,w[. On a alors

0, 0
1 i i% e % ye 7 0,\ %
Znty1 = =rp(1+e")=r,e — = (rn cos ?) e .
0 T 0
Comme % € } 53 [, on a r, Cos ?n > 0, ce qui permet d’affirmer que
n O
Tn+1 = Tn COS b} et Ont1 = 5

b. Notons M, le point d’affixe z,,. Le cercle de centre O passant par M,, coupe le demi-axe Ox
(réels positifs) en le point B,, d’affixe |z,]| ; alors M,,+1 est le milieu du segment [M,,B,].

6
c. On a immédiatement 6, = 2—2 pour tout n. Ensuite,

o T cos (%) = ro TT cos (%
Vn € IN TnTO,H)COS(Q) rogcos(Qk).

La formule sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) permet de simplifer ce produit. En effet, en supposant
d’abord que 6y # 0, on a

I
S S oE T _ T sin(fp)
n 0 5 g 90 on . 00
k=1 sin o sin oy
sin(6
(produit “télescopique”). En utilisant sin(z) ~ z, on obtient lim 7, = rg ( O), et
x—0 n—-+oo 90
sin(fp)

bien sir, lim 6, = 0, donc la suite complexe (z,) converge vers le réel positif rg
n—-+oo 0

Dans le cas ol 6y = 0, alors zp est un réel positif et la suite (z,) est constante.




II. ALGEBRE LINEAIRE et REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

L, I

LIN 1 (CCINP). Soit A = ( P ) € Ma,(IR).

a.

b.

Quelles sont les valeurs propres de A 7

- , . U
En utilisant des vecteurs de IR®"™ écrits sous la forme <V avec U € R" et V € R",

caractériser les sous-espaces propres de A et donner leurs dimensions.

. La matrice A est-elle diagonalisable ?

. A est triangulaire supérieure, on voit immédiatement que Sp(A) = {0,1}, ou encore que

xa = X"(X —1)", les deux valeurs propres sont de multiplicité n.

v 0

.S X = (U) e R*", alors AX = (U+V). On en déduit que

L] Ker(A) = Eo(A) = { (_UU) ; U e Rn} = Vect(E1 — ETL+17 E2 — ETL+27 s 7En — Egn),

en notant (E1,---, Es,) la base canonique de IR*".

U

eOnadX =X < VzO,doncEl(A):{<O

) ; UEIR"} = Vect(Eq, -+, E,).

. Donc dim Ey(A) = dim E1(A) = n, et la matrice A est diagonalisable.

LIN 2 (CCINP). Soit M =

€ M3(C). Calculer le polynéme caractéristique y .

Q2 O O

1
0
b

o~ O

A quelle condition sur ce polynome x s la matrice M est-elle diagonalisable ?

-2 1 0
xu = X3 —¢cX? —bX —a. Si X est un scalaire, la matrice M =Xz = 0 -\ 1
a b c—\

est de rang au moins 2 puisque, vu ’échelonnement, ses deux dernieres colonnes sont
indépendantes. Par le théoréeme du rang, on déduit que Ker(M — Al3) est de dimension
au plus 1, les sous-espaces propres de M sont donc des droites vectorielles. La matrice M
est donc diagonalisable si et seulement si elle admet trois valeurs propres distinctes, i.e. ssi
(on est sur C) son polynéme caractéristique x s est a racines simples.




LIN 3 (CCINP). Calculer le déterminant d’ordre n 41 :

0 a1 as - ap

ar 0 as - ap
D =

ap az an, O

La somme des coefficients de chaque ligne vaut s = Z a;. En effectuant I'opération
n+1

i=1
élémentaire C7 + C1 + g C;, on obtient
i=2
S a1 as -+ ap 1 a1 as -+ ay
s 0 ay - ap " 1 0 ay -+ ap
D= = (X w) |
. . i=1 :
s ay -+ ap, O 1 ao -+ a, O

Effectuons maintenant les opérations L; < L; — L1 (2 <i <n+1):

1 a1 ay -+ ap

N 0 —a; 0 --- 0
D= (Zai> : * :
i=1 . . 0

0 * cee ok —ay

Enfin, un développement par rapport a la premiere colonne nous ramene a une matrice

triangulaire inférieure, donc
n

D= (3) (1) = o (5e) (1)

i=1 i=1 i=1

LIN 4 (CMT). Soit A € M,,(C) une matrice donnée.
On considere l'application f : M, (C) — M,,(C) définie par VM € M, (C) f(M)=AM.
a. Montrer que f est un endomorphisme de 1’espace vectoriel M,,(C).
b. Calculer tr(f).

a. Bon, c’est une formalité!

b. Utilisons la base canonique (E; ;)1<i,j<n de My(C). La trace de I'endomorphisme f est la
trace de la matrice de f dans cette base. Nous n’allons pas construire cette matrice, qui
est de format n? x n?, Dessentiel est de comprendre que la trace de f est la somme, sur
tous les couples (i,4) € [1,n]?, des coefficients d’indices (i,j) de la matrice f(E;,;), soit



Tr(f) = Z (A E”)” Or, pour tout couple (k,1) € [1,n]%, (E; ;)i = (i j).5.0) = 0i,k0j1,
,J
puis

(A Ei,j)kyl = Z Ak (Eij)mg = Z Ak,m0im0j1 = Ag,idj1 -
m=1

m=1

Donc (A EiJ)i,j = 6j,j Ai,i = Aiﬁ‘, puis

Tr(f) = ZAz',i =n zn:A” =nTr(A).
i3 i=1

LIN 5 (CCINP). Soit A € M,,(IR) vérifiant A*> = A + I,,. Montrer que A est diagonalisable
sur le corps des complexes, en déduire que det A > 0.

On étudie f : x + 2° —2 — 1 sur R, on a f'(x) = 32% — 1, donc f est strictement croissante
1 1
—— |, strictement décroissante sur | ——, —
1 1 2—-3v3
{, +00 { Comme f( — —) = 7\[ < 0, on déduit que f s’annule en un seul réel a,

< 1o 1
appartenant a l'intervalle | —, +o0|.

V3

Le polynéme P = X3 — X — 1 est annulateur de la matrice A, et ce polynoéme est scindé
a racines simples sur C : en effet, il admet une seule racine réelle a, et donc deux autres
racines non réelles, qui sont complexes conjuguées (notons-les 3 et 3), et qui sont donc
nécessairement distinctes. Donc la matrice A est diagonalisable sur C.

sur ] —00, — ] , puis strictement croissante sur

On a alors Spi(A4) C {a, 3, B}. De plus, les valeurs propres 3 et 3 ont la méme multiplicité
(car A est a coefficients réels, donc le polynome caractéristique est aussi a coefficients réels).
En notant r la multiplicité de la valeur propre a, et s celle de 3, on a alors

det(A) = a" B° (B)° = a" |B|* € R’}
puisque a > 0 et 5 # 0.

LIN 6 (ENSEA). Dans E = IR?, soient P; et P, deux plans vectoriels distincts. Soit f € L£(F)
tel que f(P1) C Py et f(P2) C Pa.

Montrer qu’il existe des vecteurs x1 € Py, x2 € P et x € P; N Py tels que
R? = Vect(x) @ Vect(z;) ® Vect(xy) .

Montrer que Vect(z) est stable par f. Donner la forme de la matrice représentative de f
dans la base (z,x1,x2).

Par la formule de Grassmann, dim(P; N Py) = dim(P;) + dim(Pz) — dim(P; + P»). Or,
P+ P; est un s.e.v. de E contenant srictement le plan Py, c’est donc I’espace E tout entier.
Ainsi, P; N P, est une droite vectorielle D. Si x est un vecteur non nul de D, la famille



libre (z) peut étre complétée en une base (x,z1) de Py, et aussi en une base (z,z3) de Ps.
Onaalorsazy € P, 20 € Py, 2 € P, N Py et R? = Vect(z) @ Vect(z1) @ Vect(za).

Comme P; et P, sont stables par f, alors Vect(z) = P, N P, l'est aussi.

La matrice de f dans la base (z,z1,22) de R? est de la forme

S O *
S *x ¥
* O *

LIN 7 (CMT). Soit la matrice Ay = (1 _11

on pose A, = (ﬁni _A;;*ll > € Man (IR). Montrer que, pour tout n, la matrice A,, est
n— n—

) € Ms(IR), puis par récurrence pour n > 2

diagonalisable, et préciser ses valeurs propres.

Commencons par diagonaliser A1, je passe les détails de calculs, on obtient A; = P; D Pfl,
1+v2 1-V2 V20 11 V2
5 D1 = et Pl .

1 1 0 —V2 T2 -1 V2+1

Observons maintenant que, pour tout n, la matrice A,, est d’ordre 2", on a obtenu pour A;
le résultat : Ay = P; Dy Pl_l, soit

L1 _(14+v2 1-v2) (v2 o0\ 1 (1 Vv2-1
1 -1)" 1 1 0 —v2) 2,2\ -1 v2+1)°
En refaisant le méme calcul avec des blocs d’ordre 2", on obtient

()= ) (e ) ).

Ion (V2 —=1)Izn ) ot ((1 +V2)In (1 —V2)Ian
—In (V24 1)In Ion Ion

avec par exemple P; = (

1
les matrices ——= (

2V2

) étant in-

verses I'une de 'autre. Autrement dit, la matrice A, 1 = A" _X > est semblable a la
matrice diagonale par blocs D1 = <\/§OA” _ \/% A ) Si A, est supposée diagona-

lisable : A,, = P, D, P, 1, alors D, sera aussi diagonalisable puisqu’alors

D (P, 0 \/iDn 0 Pn_1 0
n+1 — 0 Pn 0 _\/§Dn 0 Pn_l ;

la matrice du milieu étant diagonale. Donc A,, 1 sera aussi diagonalisable puisque semblable
a une matrice diagonalisable.

On obtient donc par récurrence que la matrice A,, est diagonalisable pour tout n, ses valeurs
propres étant (\/5)" et —(\/5)", chacune ayant pour multiplicité 27




LIN 8 (CCINP). Soit A =

1 2 3 -+ n
2 00 --- 0
300 - 0[eM,(R).
n 0 0 --- 0
Quel est le rang de A ? Quelle est la dimension de Ker(A) ?

. La matrice A est-elle diagonalisable 7
. Quelle est la multiplicité de la valeur propre 0 ?
. Montrer qu'il existe un réel A > 1 tel que Sp(4) = {0,\, 1 — A}.

. Trouver un polynéme annulateur de A, de degré trois.

. Visiblement, rg(A) = 2. Par le théoreme du rang, dim (Ker(A4)) =n — 2.
. La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable.

. Comme A est diagonalisable, la multiplicité de la valeur propre est aussi la dimension du

sous-espace propre. Or, Ey(A) = Ker(A) est de dimension n — 2, donc mg =n — 2.

. Notons « et § les deux valeurs propres non nulles de A (réelles, mais non nécessairement

distinctes). Comme A est diagonalisable ( “trigonalisable” suffit), la trace est égale & la
somme des valeurs propres comptées avec leur multiplicité. On a donc (n—2) x04+a+5 =1,
soit a + B = 1. Les valeurs propres a et § sont distinctes, car sinon le sous-espace propre
associé a la valeur propre double « serait de dimension deux, mais cela contredit le fait que
la matrice A — oI, (la représenter!) est visiblement de rang au moins n — 1 puisqu’on peut
en extraire la matrice —a,_1 avec a # 0. L’une des deux, notons-la A, est alors strictement
supérieure & 1, et autre est alors 1 — \. Y a-t-il des arguments plus simples ?

. Comme A est diagonalisable, elle admet pour polynéme annulateur

P= J] X-a)=X(X-NX-1+1)=X"-X>+\1-M)X.
a€Sp(A)

Faut-il expliciter plus ¢ C’est possible, par exemple en calculant la trace de A?, qui vaut

n
2 Zk2 — 1, mais qui vaut aussi o + % = X 4+ (1 = N\)? = 1 —2X\(1 — \), mais le calcul
k=1
me semble moche.

3 -2 5

LIN 9 (CMT). Soit A= | =3 2 —5 |. Préciser le rang de A, son noyau. Soit B = E; 3 =

-3 2 =5

0
0 . Montrer qu'il existe P € GL3(IR) telle que B = P! AP, et expliciter une
0

SO =

0
0
0
telle matrice P.



e Il est immédiat que rg(A) = 1 (les trois colonnes sont proportionnelles), et que Ker(A)
est le plan d’équation cartésienne 3z — 2y + 5z = 0. On peut aussi écrire, par exemple,

2 0
Ker(A) = Vect 3.5
0 2

e Notons f I’endomorphisme de IR® canoniquement associé & la matrice A. On a donc
Matg, (f) = A, ou By est la base canonique de IR®. On cherche & construire une base

fler) =0 (1)
B = (e1,e,e3) de IR? telle que Matg(f) = B, i.e. telle que { f(ez) = 0 (2) . D’aprés
fles) = ex (3)

(3), le vecteur e; doit appartenir & Im(f) qui est la droite vectorielle engendrée par le

1
vecteur | —1 | (les colonnes de A sont toutes colinéaires a ce vecteur), choisissons donc
-1
1
pour ey ce vecteur. Le vecteur ez doit étre un antécédent de e, et le vecteur e3 = | 1
0

convient alors (il suffit de trouver un triplet (z,y, z) tels que 3z — 2y + 5z = 1). On vérifie
au passage que 'on a bien f(e;) = 0 (équation (1)), mais ceci est conséquence du fait
que A? = 0, donc Im(f) C Ker(f). On cherche enfin un vecteur e, appartenant aussi a

2
Ker(f), mais non colinéaire & e, par exemple e = | 3 |. On vérifie rapidement que la
0
famille B = (e, €2, e3) est bien une base de IR* (par exemple en calculant un déterminant),
1 2 1
on a bien alors Matg(f) = B. Soit P = | =1 3 1 | la matrice de passage de la base
-1 0 0

canonique By a la base B. Le cours sur les changements de base indique que 1’on a la relation
A= PBP~! ouencore B=P 'AP.

LIN 10 (CMT). Soit A € Ma,1(IR), de rang 2n, telle que A*> + A = 0. Montrer que A est

0 0 0
semblable a la matrice B={|0 0 -1,
0 I, O

La matrice A admet pour polynéme annulateur F = X° + X = X(X +i)(X —i). Ce
polynéme F' étant scindé a racines simples sur C, la matrice A est diagonalisable sur C avec
Spe(A) C Z(F) = {0,4,—i}. Comme rg(A) = 2n, on sait que 0 est valeur propre et que
le sous-espace propre associé, soit Ker(A), est de dimension 1. D’autre part, la matrice (et
son polynome caractéristique) étant & coefficients réels, les valeurs propres conjuguées i et
—i ont la méme multiplicité (qui est aussi la dimension des sous-espaces propres puisque
A est diagonalisable). Enfin, comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est
2n+ 1, on a donc dim E;(A) =dim E_;(A) = n.



Soit U € €*"*! un vecteur propre pour la valeur propre 0. Soit (Zy,-++,Zy,) une base
du sous-espace propre F;(A). Comme la matrice A est réelle, en conjuguant les relations
AZy=1Zy, 1 <k<n,onobtient AZy, = —i Z. Il est évident que la famille (Z1,---, Z,)

est libre dans C*" 1! et qu’elle constitue alors une base du sous-espace propre E_;(A). Pour
1 — 1 _
k € [1,n], posons Xj = 3 (Zrp+ Zi) et Y = % (Z, — Zy), alors ces vecteurs sont &
i

coordonnées réelles, autrement dit appartiennent & IR*" ™!, et on vérifie que AX), = —Y}, et

AY}, = Xj.. Par ailleurs, le vecteur U vérifie aussi AU = 0 donc les vecteurs V; = Re(U) =
_ 1 _
3 (U+4U) et Vo =Im(U) = 2—(U — U) sont aussi dans le noyau et 'un des deux au moins
i
(notons-le V) est non nul et dans IR*"**. Il ne reste plus qu’a montrer (c’est une formalité)
que la famille B = (V, Y1, ---,Y,, X1, ---, X,,) est libre dans IR*"** donc qu’elle en constitue
une base, et que Pendomorphisme de IR*" ™! canoniquement associé & la matrice A admet
pour matrice, relativement a la base B, la matrice B proposée par I’énoncé, donc A et B
sont semblables (avec une matrice de passage réelle).

LIN 11 (ENSEA). Soit f : M,(C) — M,(C) définie par f(M) = M + tr(M) I,

Qa6 oo

pour toute matrice M de M,,(C).

. Montrer que f est un endomorphisme de I’espace vectoriel M,,(C).
. Déterminer le noyau de f, son rang. ’endomorphisme f est-il bijectif ?
. Prouver la relation f? — (n+2) f+ (n+1) id = 0.

. Déterminer la réciproque f~! de f.

. Facile (résulte de la linéarité de la trace).

. Notons que, si une matrice M appartient au noyau de f, alors M est colinéaire a I,,, on en

déduit l'inclusion Ker f C Vect(I,). Par ailleurs, f(I,) = (n+ 1) I,, # 0. On en déduit que
Ker f = {0}, donc f est injectif, donc bijectif (dimension finie), c’est un automorphisme de
I’espace vectoriel E = M.,,(C). Alors bien sir, rg(f) = dim(E) = n?.

. On calcule

PO = F(M 4 T(M) 1)

(M) +Te(M) f(I,) par linéarité de f
M +Te(M) I, + (n + 1) Tr(M) I,

M + (n+2) Te(M) I,

= (n+2) (M+Te(M) 1) — (n+1) M

= (n+2)f(M)—(n+1)M.

On a bien obtenu la relation f? — (n +2) f 4+ (n + 1) Id = 0. Dit autrement, on a obtenu
un polynoéme annulateur de degré 2.

. La relation ci-dessus peut s’écrire fo (f — (n+2) Id) = —(n+ 1) Id, et ces deux
endomorphismes commutent, on en déduit que f~! = ] ((n +2)Id— f), ce qui peut

s'écrire f~H(M) = M — I,, pour toute matrice M € M,,(C).

n+1




LIN 12 (CMT). Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n. Montrer
I’équivalence entre

(a) : E=Keru®Imu
(b) : il existe r € [0,n], B base de F et A € GL,-(IR) tels que Mp(u) = (A 0),

0 0
Supposons d’abord (b), notons B = (ey,- -, e,) la base de E dans laquelle u est représenté
par la matrice par blocs proposée. Comme A est supposée inversible de taille r, il est
clair que rg(A) = r, donc rg(u) = r, puis que Im(u) = Vect(ey,---,e.), et aussi que

Ker(u) = Vect(e,41,++,€,). On a bien F =Imu @ Keru.

Supposons maintenant (a). Posons r = rg(u) = dim(Imwu). Comme Imu et Keru sont
supplémentaires dans E, on peut construire une base de E en concaténant une base (e1, - -, e,)
de Imu et une base (e;41,---,¢e,) de Keru. Comme Imwu est stable par u, la matrice de
u dans une telle base B adaptée a la décomposition F = Im(u) @ Ker(u) est bien de la

forme (61 8) ,avec A € M,.(IR). Enfin, la matrice A représente, dans la base (e1,-- -, e;),

I’endomorphisme v de Im u induit par u. Cet endomorphisme v est en fait un automorphisme
puisque Kerv = Keru N Imwu = {0}, donc v est injectif puis bijectif (endomorphisme en
dimension finie), on en déduit que la matrice A est inversible, ce qui démontre (b).

LIN 13 (CCINP). Soit E un espace vectoriel de dimension n, soit p € L(E) un projecteur. On
note C(p) l'ensemble des endomorphismes u de E qui commutent avec p (pou = u o p).

a. Montrer que u € C(p) si et seulement si Ker(p) et Im(p) sont stables par u.

b. Montrer que C(p) est un sous-espace vectoriel de L(E) et préciser sa dimension en fonction
du rang r du projecteur p.

a. L’implication directe est du cours: lorsque deux endomorphismes commutent, le noyau,
limage (et aussi les sous-espaces propres) de I'un sont stables par 'autre.

Supposons Kerp et Imp stables par u. On sait que Imp @ Kerp = E puisque p est un
projecteur. Soit donc un vecteur x de E, décomposons-le en x = y+ 2z avec y = p(x) € Imp
et 2 € Kerp. Alors (uo p)(z) = u(p(z)) = u(y), tandis que u(z) = u(y) + u(z) avec
u(y) € Imp et u(z) € Kerp (puisque ces deux sous-espaces sont stables par u), donc
(pou)(z) = p(u(z)) = p(u(y)) = u(y) puisque tout vecteur appartenant a 'image d’un
projecteur est invariant par ce projecteur. On a ainsi prouvé que w op = p o u. D’ou
I’équivalence entre les deux assertions.

b. L’ensemble C(p) est non vide et est stable par combinaisons linéaires (pure formalité!), c’est
donc un s.e.v. de L(FE).
Soit B = (e1, ", €r,€r41, -, €n) une base de F adaptée a la décomposition en somme
directe E = Im(p) @ Ker(p), alors un endomorphisme u de E laisse stables les s.e.v. Im(p)
et Ker(p) si et seulement si sa matrice, relativement a la base B, est diagonale par blocs,

de la forme M = (61 g), avec A € M, (K) et B € M,,_,(KK). Pour construire une telle



matrice, il faut “renseigner” r? + (n— 7“)2 coefficients indéterminés (on peut appeler cela
le nombre de “degrés de liberté”), 'ensemble des matrices diagonales par blocs de la forme
ci-dessus est donc de dimension r? 4 (n — r)?. L’espace vectoriel C(p), qui est isomorphe
a espace vectoriel des matrices associées dans une base B déterminée, est donc aussi de

dimension 72 + (n — r)2.

LIN 14 (CMT). Soit A € M3(IR), admettant les réels —2, 2 et 4 comme valeurs propres. Soit
¢ 'endomorphisme de M3(IR) défini par

VM € M3(RR) o(M)=AMA.

a. Montrer qu’un réel A est valeur propre de ¢ si et seulement s’ il existe une matrice
M’ € M;3(R), non nulletelle que DM'D = AM’, ot D est la matrice diagonale
D = diag(—2,2,4).

b. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de .

c. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

a. A est diagonalisable: A = PDP™! avec P € GL3(IR), alors (M) = PDP 'MPDP™*,
puis

o(M) =AM <= PDP'MPDP™ ' =AM <= DP 'MPD=\P 'MP <= DM'D =M’

avec M’ = P~' M P. L’existence d’une matrice M non nulle telle que p(M) = AM (traduisant
le fait que A est valeur propre de ) est alors équivalente a I'existence de M’ non nulle telle
que DM'D = \M’'.

b. Etudions alors I'endomorphisme 1 : M ~— MDM de Ms(IR). On voit facilement que, si

a b ¢ 4da —4b 8¢
M=\|d e f|,alors¢(M)=1| —-4d 4e —8f |.Un réel X est valeur propre de
g h 1 8¢ —8h 167

si et seulement s'il existe (a,b,c,d, e, f,g,h,i) € R?, non nul, tel que

(4=Na = (—4—\)b = (8=N)c = (—4-\)d = (4—N)e = (—=8—N)f = (8=\)g = (=8—A)h = (16-\)i = 0 ,

donc Sp(1)) = { —8,—4,4,8,16}. En discutant les équations ci-dessus pour les différentes
valeurs de A\ obtenues, on obtient E_g(¢) = Vect(E2 3, E32), E_4(¢0) = Vect(En 2, Ea1),
E4(’ll)) = Vect(El’l, EQ’Q), Eg(¢) = Vect(Elyg, E371), et EIG('LZ]) = VeCt(Eg’g).

De la question a., on déduit que Sp(p) = Sp(v)) et que, pour tout A € Sp(yp), le sous-espace
propre Ey(y) est 'image de E\ () par Papplication M +— PMP~!,

c. L’application M + PMP~! est un isomorphisme de I'espace vectoriel Mz(IR), elle
conserve donc les dimensions. L’endomorphisme ¢ de M3(IR) admet donc, tout comme 1),
quatre sous-espaces propres de dimension 2 et un de dimension 1. La somme des dimensions
des SEP de ¢ vaut 9, soit la dimension de M3(IR). Donc ¢ est diagonalisable.




LIN 15 (Centrale). Soient A et B deux matrices de M,(C), qui commutent, avec
B nilpotente. Montrer que det(1,, + B) = 1, puis que det(A + B) = det(A).

e La matrice B admet un polynéme annulateur de la forme P = X*, on a donc Sp(B) C
Z(P) = {0}, puis Sp(B) = {0} puisque B ne peut étre inversible. Comme K = C, elle est
trigonalisable, avec 0 comme seule valeur propre, donc B = PT P!, ol P est inversible et
T est triangulaire avec une diagonale de zéros. Ensuite, I, + B = P(I, + )P, et I, + T
est triangulaire avec des coefficients 1 sur la diagonale. Donc det(I,, + B) = det(I, +7T) = 1.

e Supposons d’abord A inversible. Comme B commute avec A, elle commute aussi avec
A~ (facile), donc la matrice A~ B est nilpotente: en effet, soit k un entier tel que BF =0,
alors (A"'B)* = (A™1)*B* = 0. On a donc det(I,, + A™'B) = 1, puis

det(A + B) = det (A(I, + A™'B)) = det(A) - det(I,, + A™'B) = det(A) .

e Soit A quelconque. Si B commute avec A, elle commute aussi avec A — Al pour tout A
complexe (facile). Pour tout A tel que A — I, soit inversible, on déduit de ce qui précede
que det(A — AI,, + B) = det(4A — A\I,,). Or, application

F1C > C, A det(A— A, + B) — det(A — AI,)

est polynomiale, et f(A) est nul pour tous les scalaires A qui ne sont pas valeurs propres de
A (donc une infinité), ¢’est donc le polynéme nul, donc f(0) = 0, soit det(A + B) = det(A).

LIN 16 (CCINP). a. Soit u € L(IR*") tel que u*> = 0 et rg(u) = n.
i. Montrer que Ker(u) = Im(u).

ii. Montrer qu'il existe une base B de IR*" telle que Matg(u) = <0" Ly >

b. Soit u € L(IR*™) tel que u® = 0 et rg(u) = 2n.
i. Montrer que Ker(u) = Im(u?).

ii. Montrer qu’il existe une base B de R®*" telle que Matg(u) = | 0, 0, I,
0, 0, 0,

a.i. La relation uw o u = 0 se traduit par Iinclusion Im(u) C Ker(u). Or, par le théoréme
du rang, le sous-espace Ker(u) est aussi de dimension n, tout comme Im(u). On a donc
Ker(u) = Im(u).

ii. Notons (e, --,e,) une base de Ker(u) = Im(u). Chacun de ces vecteurs ey, pour
k € [1,n], a au moins un antécédent par u, choisissons-en alors un que nous noterons

enqr- La famille B = (e1, -, €n,€nt1, -, €2,) est alors une base de £ = IR*". En effet,
2n

soient A1, ---, Ao, des réels tels que Z)\kek = Op, alors en appliquant u, on obtient
k=1

Ant1€1+ -+ Aonen, = 0g et la famille (eq, - -, e,) étant libre, on déduit que les scalaires

An+1, © -y A2n sont nuls. Il reste alors A\je; + -+ A\pe, = Op et, par le méme argument,



on déduit aussi la nullité des réels Ay, ---, A,,. Comme Card(B) = n = dim(E), B est une
base de E. Comme les vecteurs e, (1 < k < n) appartiennent & Ker(u) et que u(e,x) = e

pour 1 < k <mn, on a bien Matg(u) = <8” é").
n n

b.i. La relation u o u?> = 0 se traduit par linclusion Im(u?) C Ker(u). Par le théoreme du
rang, le sous-espace Ker(u) est de dimension n. On a donc nécessairement rg(u?) < n. Pour
conclure, il reste & prouver que rg(u?) = n.

Or, on a aussi Im(u?) = Im(v) avec v = u|1m(u) (ou encore, nuance subtile et ici sans
importance, si v est 'endomorphisme induit par u sur le sous-espace stable Im(w)), donc
rg(u®) = rg(v) = rg(u) — dim (Ker(v)) en appliquant le théoreme du rang & v. Comme
Ker(v) C Ker(u), il résulte dim (Ker(v)) < dim (Ker(u)) = n, donc rg(u®) > 2n —n = n,
d’ou la conclusion.

ii. Notons (e, --,e,) une base de Ker(u) = Im(u?). Chacun de ces vecteurs ey, pour
k € [1,n], a au moins un antécédent par u?, choisissons-en alors un que nous noterons eg,, 4 4.
Posons ensuite e, = u(ea,1 %) pour tout k € [1,n], on a alors u(e,yx) = u*(€anix) = €.

La famille B = (e1, -, €n,€ni1," ", €2, €an4+1, ", €3n) st alors une base de E = R3".
3n
En effet, soient A1, ---, A3, des réels tels que Z)\kek = 0p, alors en appliquant u?, on
k=1
obtient Agpt1e1 + -+ + Aspen, = O et, la famille (eq,---,e,) étant libre, on déduit que
2n
les scalaires Agj41, --+, Ag, sont nuls. Il reste alors Z)\kek = 0Og et, en appliquant
k=1
u, on obtient A,yi1e1 + -+ 4+ Ag2pe, = Op et, par le méme argument, on déduit aussi la
nullité des réels A, 41, - -+, Aap. Il reste enfin A\je; + -+ + A\pe, = O d’olt aussi la nullité
des réels Ay, ---, Ap. Comme Card(B) = 3n, B est une base de IR*", et il est clair que
Matg(u)=1{ 0, 0, I,
0, 0, 0,
0 0 0
0 1

LIN 17 (CCMP). Soit .J = € M,(R).

o -

o = O

a. Soit A € M, (IR) telle que A"~! #£0,, et A™ = 0,,. Montrer que A est semblable & .J.
b. Soit A € M,,(IR), nilpotente et de rang n — 1. Montrer que A est semblable & J.

a. Supposons A"~ ! #£ 0, et A" = 0,,. Notons « I’endomorphisme de IR™ canoniquement
associé & A, on a alors u™ 1 # 0 et u™ = 0. Il existe donc un vecteur zo de IR" tel que
u" (o) # 0. Alors la famille B = (u"~"(20), - -+, u(z0), zo) est libre (démonstration archi-



n—1

classique): soient Ag, -+, A,—1 des scalaires tels que Z )\kuk(mo) = 0, s’ils ne sont pas tous
k=0
n—1
nuls, considérons l'entier j = min {k € [0,n — 1] | Ay # 0}, on a alors Z MeF (z0) = 0,
k=j

et en appliquant u™ '~/ il reste \; u"~'(x0) = 0, ce qui est absurde puisque le scalaire \;
est non nul et le vecteur u™~!(xg) est non nul. Finalement, les scalaires \; sont forcément
tous nuls, la famille B est donc libre dans IR", et c’est une base de IR™ puisqu’elle est de
cardinal n. On constate alors que Matg(u) = J, ce qui montre que les matrices A et J sont
semblables puisqu’elles représentent le méme endomorphisme u de IR"™ dans deux bases
différentes.

. Si A € M,(IR) est nilpotente et de rang n — 1, alors elle vérifie les hypotheéses du a.,

c’est-a-dire A" #£0,, et A" =0, on en tire alors la méme conclusion.

En effet, considérons u € L(E) avec dim(E) = n, u nilpotent et de rang n — 1. Si F est un
sous-espace de E non réduit & {0p} et stable par u, on a alors dim (u(F)) = dim(F) — 1:
en effet, notons v Uendomorphisme de F induit par u, on a alors Ker(v) = F N Ker(u),
donc Ker(v) C Ker(u) mais Ker(v) # {Og} puisque, v étant aussi nilpotent, il ne peut
étre injectif ; comme Ker(u) est de dimension 1 par le théoréme du rang, on a donc
Ker(v) = Ker(u), puis en appliquant le théoréme du rang d v, il vient
dim (w(F)) = dim (Im(v)) = dim(F) — dim ( Ker(v)) = dim(F) — 1.

En appliquant ceci successivement aux sous-espaces stables Im(u), Im(u?), - - -, Im(u""1)
on voit que les dimensions diminuent d’une unité & chaque fois, donc rg uk) =n — k pour
tout k € [0,n], et en particulier «"~* # 0 et u™ = 0.

7

LIN

0 -+ 0 2

18 (CMT 2016) Soit A= | * (5) 2 € M, (R).
10

. Calculer le rang de A.

. La matrice A est-elle diagonalisable 7

. Visiblement, rg(A4) = 2.
. On a donc 0 € Sp(A4) , avec un sous-espace propre Fy(A) = Ker(A) de dimension n — 2 par

le théoreme du rang. Recherchons les valeurs propres non nulles. Si A est un réel non nul,
le systeme AX = AX s’écrit

2r, = A1 9
xy = =Tpn-1 = X:En
, soit
2, = ATp_1 2(” — 1).%, — \r
T1+ e+ T = Az, A

2(n—1)

Si 3

# A, la derniére équation impose x, = 0 et finalement X = 0 en reportant



2(n—1)

dans les autres équations, donc A n’est pas valeur propre de A. Si = ), alors x,,

2
est arbitraire (prenons-le par exemple égal & A) et le vecteur X = | * |est vecteur propre

A
de A associé a la valeur propre \.
Bilan. La matrice admet pour valeur propre 0, avec un SEP associé de dimension n — 2,
et elle admet aussi deux autres valeurs propres distinctes qui sont A\; = /2(n —1) et
Ay = —/2(n — 1). Elle est donc diagonalisable, on peut facilement préciser A = PDP™!,
avec D = diag(0,---,0, A1, \2) et

1 2 2
-1 1 o)

P = :
-1 1 2 2
(0) -1 2 2
A Ag

LIN 19 (CCINP 2016) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit ¢ une forme linéaire
sur F non identiquement nulle, soit ¢y € E un vecteur non nul. Pour tout vecteur =z de E,
on pose u(z) =1z + ¢(x) zo.

a. Montrer que u est un endomorphisme de E.

b. Montrer que 1 est valeur propre de u, préciser le sous-espace propre associé.
c. A quelle condition 'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

a. L’application u est linéaire, et va de F dans E, c’est évident.

b. Pas trop difficile non plus : u(z) = z <= ¢(x) = 0, donc Ker(u — Idg) = Ker¢ est un
hyperplan de E, donc 1 est valeur propre de u, le sous-espace propre associé Ej(u) = Ker ¢
est de dimension n — 1.

c. Comme dimEj(u) = n — 1, 'endomorphisme u est diagonalisable si et seulement s’il
admet une valeur propre autre que 1. Si A est un réel différent de 1, si un vecteur x de E
o(x)

vérifie u(x) = Az, alors ¢(z) xg = (A — 1)z, donc =z = zo est colinéaire & x.

A—1
Or, u(zg) = (1 + <p(a:0)) xg, donc zg est vecteur propre pour la valeur propre 1 + (),
d’ou la discussion :

- s1 p(xg) =0, alors 1 est la seule valeur propre de u, et u n’est pas diagonalisable ;

- 81 ¢(xp) # 0, alors le nombre 1+ ¢(x) est une valeur propre de u différente de 1, donc u
est diagonalisable.

Bilan. L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si g ¢ Ker ¢.




LIN 20 (CCINP 2016) On donne A € M,,(IR), et on considére I’endomorphisme f de M,,(IR)
défini par

VM € M,(IR) J(M)=M+tx(M)A.
a. Montrer que f est un automorphisme si et seulement si tr(A4) # —1.

b. Dans cette question, on suppose tr(A) = —1. Déterminer Ker(f). Montrer que
Im(f) = {M € M,(R) | tr(M) =0} .
c. On donne A € M,,(IR) et N € M,,(IR). Discuter et résoudre I’équation
M+tr(M)A=N,
d’inconnue M € M,,(IR).

a. Notons que, si une matrice M appartient au noyau de f, alors M est colinéaire a A, on en
déduit I'inclusion Ker f C Vect(A). Par ailleurs, f(A) = (14 Tr(A)) A. On en déduit que :

- si Tr(A) = —1, on a Ker(f) = Vect(A), c’est une droite vectorielle (car A n’est pas la
matrice nulle), donc f n’est pas un automorphisme de M, (IR) ;

- 81 Tr(A) # —1, alors Ker(f) = {0}, donc f est injectif, et ¢’est un automorphisme de
lespace vectoriel M, (IR) puisqu’on est en dimension finie.

b. Si f n’est pas un automorphisme, autrement dit si Tr(A) = —1, on sait déja que Ker(f) =
Vect(A), c’est une droite vectorielle. Par le théoréme du rang, on déduit que Im(f) est un
hyperplan de M,,(IR). Or, un calcul immédiat montre que, pour toute matrice M, on a
Tr(f(M)) = 0, dou linclusion Im(f) C Ker(Tr). Or, 'ensemble Ker(Tr) des matrices de
trace nulle est aussi un hyperplan de M,,(IR) car c’est le noyau d’une forme linéaire non
nulle ; on a donc I’égalité des dimensions, d’ou Im(f) = Ker(Tr).

c. e Supposons d’abord Tr(A) # —1, soit N une matrice donnée, on sait alors que f est
bijective, ’équation f(M) = N admet donc une solution unique. Cherchons l’expression de
la matrice M = f~!(N). Larelation M+Tr(M)A = N entraine (1+Tr(A))Tr(M) = Tr(N),
ce qui détermine Tr(M) et, en reportant, on déduit

_ Tr(N)
VN e M,(IR UYNy=N-— 7 _A.
W) ) =N -
e Supposons maintenant Tr(A) = —1. Alors I’équation proposée admet des solutions si
et seulement si N € Im(f), c’est-a-dire si et seulement si Tr(N) = 0. Si c’est le cas,

on voit qu’une matrice M solution est nécessairement de la forme N + AA avec A € IR.
Réciproquement, si on prend A réel quelconque, alors

FINFAA) =N+ MM+ Te(N+AA) A=N+AA+Tr(N) A+ ATr(A) A= N

(en tenant compte de Tr(A) = —1 et Tr(N) = 0).
Bilan: Notons S I’ensemble des matrices M solutions de M + Tr(M) A = N. Alors

Tr(N) Sy
ey A} (une seule solution) ;

- 81 Tr(A) = —1 et Tr(IV) # 0, alors S = @ (pas de solution) ;

-siTr(A) # —1,ona S = {N



-si Tr(A) = —1 et Tr(N) =0, alors S = {N + XA ; A € R} (une infinité de solutions, qui
constituent une droite affine).

LIN 21 (CCINP 2016) Soit f 'endomorphisme de IR® canoniquement associé & la matrice

9 1 6
A= -7 1 -6
-10 -1 -7

a. Déterminer les valeurs propres de f. Montrer que f n’est pas diagonalisable.

b. Trouver deux vecteurs propres u et v de f, ainsi qu’un vecteur w, tels que B = (u, v, w) soit
une base de IR®. Montrer que f est trigonalisable.

a. On calcule le polynéme caractéristique (par exemple en effectuant d’abord Ly < Ly + Lo,
ce qui permet de factoriser par x — 2, et lorsqu’on s’est ramené a un déterminant d’ordre
deuz, on fait C1 <+ Cy + Ca, ce qui permet une nouvelle factorisation par x — 2):

v-9 -1 =6 z—8 6 1 6
xpx)=| 7 -1 6 |=(x-2)|" ’ = (r—2)* ‘ = (z—2)*(z+1) .
10 1 e T 9 x4+7 0 z+1
7 1 6
Donc Sp(f) =Sp(A) = {—1,2}. On observe que A —2I3=| —7 —1 —6 | est de rang
-10 -1 -9

deux, donc E9(A) = Ker(A — 2I3) est de dimension 1. Pour la valeur propre 2, qui est
double, le sous-espace propre est de dimension 1. Donc la matrice A (ou ’endomorphisme
f associé) n’est pas diagonalisable.

1
b. On obtient facilement Es(f) = Vect(u) et E_i(f) = Vect(v), avec u = | —1 | et
-1
-2
v = 2 | . Si on choisit un quelgonque vecteur w de IR® n’appartenant pas a Vect(u, v),
3
1
par exemple w = | 0 |, alors B = (u,v,w) est une base de IR? dans laquelle la matrice
0
2 0 =
de f est de la forme Matg(f) = [ 0 —1 =« |, donc 'endomorphisme f est trigonalisable
0 0 =«

(ou, ce qui revient au méme, la matrice A est trigonalisable sur IR).

Remarque. De toute facon, le polynéme carcatéristique x s étant scindé sur IR, le cours
affirme alors que f est trigonalisable sur IR.




LIN 22 (Centrale 2016). Soient f1, ---, f, des formes linéaires sur un C-espace vectoriel F
de dimension n.

a. Montrer ’équivalence entre les assertions suivantes:
(1): la famille (f1,---, fp) est libre.
(2): lapplication lindaire ¢ : E — CP, z — ¢(z) = (f1(z), -, fp(z)) est surjective.
(3): il existe une famille (x1,---,xz,) de p vecteurs de E telle que le déterminant
filz) - fplan)
det (fj(xi))lgi,jgp =
filzp) - folzp)
est non nul.

b. Soit f une forme linéaire sur E. Montrer I’équivalence

P
f e Vect(fr, -, fp) = ﬂ Ker(f;) C Ker(f) .
i=1

a. Montrons (1) = (2) = (3) = (1).
e (1) = (2) : Par contraposition, si 'application linéaire ¢ n’est pas surjective, son image
Im(yp) est un sous-espace vectoriel strict de CP, donc est incluse dans un hyperplan H
de CP. Soit a1y + -+ + apyp, = 0, les coefficients a; étant non tous nuls, une équation
cartésienne de cet hyperplan H. On a alors a1 fi(x) + - - + ap fp(2) = 0 pour tout vecteur

P

x de E, les formes linéaires fi, - - -, f, sont alors liées par la relation Z a; f; =0, ce qui est
i=1

contradictoire.

e (2) = (3) : Notons (e1,---,ep) la base canonique de CP. Si on suppose (2), alors pour

tout k € [1,p], il existe un vecteur z, de E tel que p(xy) = e, c’est-a-dire f;(zx) = 0,1,
la matrice (f;(z;)) , est alors la matrice I, et son déterminant vaut 1.

1<i i<
e (3) = (1) : Par contraposition, si la famille (fi,---, f,) était lide, il existerait des
scalaires a1, - - -, a, non tous nuls tels que a1 fi+- - -+a, fp, = 0. Dans la matrice (fj (m,)) L<ij<p’

on observerait alors la relation entre les colonnes: a;C1 + - - - +a,Cp, = 0 et son déterminant
serait toujours nul.

b. L’implication directe est immédiate.

Dans le sens indirect, on reprend les idées de la preuve de (1) = (2) ci-dessus en

P

adaptant un peu. Si ﬂ Ker(f;) C Ker(f), alors application ¢ : E — CP' définie
i=1

par T (f1 (m),--~7fp(a:)7f(x)) n’est pas surjective car son image ne contient pas le

vecteur epy1 = (0,---,0,1) de CP*!. On déduit de a. que la famille (fro--, fpo f) est

liée, mais cela ne suffit pas tout a fait. Ici, Im(yp) est incluse dans un hyperplan de C? +

ne contenant pas le vecteur e,y;, une équation de cet hyperplan est alors de la forme

a1y1+- -+ apYp+apr1Yp+1 = 0 avec a,4q1 non nul. On a alors une relation de dépendance

linéaire de la forme a1 fi+- - -+ap fp+ap+1f = 0 avec ap41 non nul, ce qui permet d’affirmer

que f € Vect(f1, -+, fp)-



III. ESPACES PREHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

EUC 1 (CCINP). Soit B = (ey, e, e3,e4) la base canonique de E = IR* muni de sa structure
euclidienne canonique. On considere le plan H = Vect(a,b), avec a = e; + e3 + e3 et
b= €1 —é4.

a. Déterminer une base orthonormale de H.

b. Ecrire la matrice, relativement a la base B, du projecteur orthogonal sur H.

a. On applique le procédé de Schmidt: on commence par normer a en introduisant le vecteur
a

E1 = — = —
Yo lall V3

1
la droite vectorielle engendrée par 1. On obtient vy = 5(261 — ez — e3 — 3ey4). On norme

a. On calcule ensuite le vecteur va = b — py; (b) = b — (e1]b)e1, ou Vi est

enfin ce vecteur pour obtenir €9 = HZ—ZH Alnsi, (e1,€9) est une base orthonormale du plan
H, avec 1 ’ 9
1 1 1 -1
€1 = % 1 et €o = \/? 1
0 -3

b. On applique la formule du cours: si u = xe; + yes + ze3 + tey est un vecteur quelconque de
R, on a py(u) = (e1]u) 1 + (e2|u) 2, soit

1 2
c+y+z 1 [1) 20-y—2-3t_ 1 |[-1
U) = ——— X — + X
pu(u) /3 /3 |1 V15 V15 | —1
0 -3
Tous calculs faits, Jrty+z—2t

1 r4+2y+2z+t
5 | zH2y+22+t
—2r+y+2+3t

— =

1
Ainsi, la matrice représentant canoniquement le projecteur py est M = 3

— NN
= NN
[

-2

EUC 2 (CCINP). Trouver toutes les matrices M € M,,(IR) telles que M (M M)? = 1I,,.

Soit M € M,(IR) telle que M (MTM)* = I,. Alors M est inversible et son inverse
M= (MTM)2 = MTMMTM est symétrique, donc M aussi est symétrique, autrement
dit MT = M. L’hypothese donne alors M® = I,,. D’apres le théoréme spectral, M est alors
diagonalisable ; si A est valeur propre de M, alors A € R et A’> = 1, donc A = 1. Finalement,
M = I,, (matrice diagonalisable ayant 1 pour seule valeur propre). Réciproquement, M = I,
convient.




EUC 3 (CCINP). Soit u 'endomorphisme de IR? canoniquement représenté par la matrice

a® ab+c ac—>b

A=|ab—c b2 bc+a
ac+b bc—a 2

avec a, b, ¢ réels non tous nuls.

a. Calculer det(A).
b. Déterminer a, b, ¢ pour que u soit un automorphisme orthogonal.

Avec un peu de métier (!), on peut décomposer M en ses parties symétrique et anti-

symétrique :
a*> ab ac 0 c b
M=S+A, avec S=|ba b be et A=| - 0 a ,
ca b b —a 0
a
puis s’apercevoir que S = VV7T avec V = | b | ; ainsi, pour toute matrice-colonne X,
¢

ona SX = (VVT) X =V (VTX) = (v|z) V puisque VT X est un scalaire, précisément
c’est le produit scalaire des vecteurs v et x canoniquement représentés par les matrices-
colonnes V et X. On peut aussi remarquer que A est la matrice représentant canoniquement

. v v
I’endomorphisme = — x A v de IR®. Posons r = |[v]| = Va2 +b2+c2, et e = — = ol

r v

L’endomorphisme « de IR® canoniquement représenté par M a donc pour expression
u:z— (vg)v—vAz=17%(er|r)e; —rel Az,

Le vecteur e; est unitaire, si on le complete en une base orthonormale directe B = 1 62, 63 ,
0
alors en calculant les images des vecteurs de la base, on voit que Mg(u r
0

Le calcul du déterminant est alors plus facile!!! :
det(M) = det(N) = r* = (a*® + b* + c*)?

Comme la matrice N représente u dans une base orthonormale I’endomorphisme u est
orthogonal si et seulement si N N = 13 cor NIN = dlag(r r2r ) la CNS est donc r =1
(puisque 7 est positif), soit a® + b% + ¢ = 1.

EUC 4 (CMT). Soit 4 un endomorphisme d’un espace euclidien E. Montrer que deux quel-
conques des assertions suivantes entrainent la troisieme :

(a) : u est un endomorphisme orthogonal ;
(b) : u? = —idg ;
(c):Vz e E (afu(z)) =0.



Notons d’abord que la condition (c¢) équivaut & la condition (d) : “ u est un endomorphisme
antisymétrique”, i.e. V(z,y) € E* (u(z)|ly) = —(z|u(y)). En effet, 'implication (d) => (c)
est immédiate en prenant y = x. Réciproquement, si on a (c), alors

0= (z+ylu(z+y)) = (zlu(z)) + (z]uy)) + (ylu(z)) + (ylu(y)) = (@lu(y)) + (w(@)]y)
donc u est antisymétrique.

Soit B une base orthonormale de F, soit A la matrice représentant u dans cette base. On
est ramenés a montrer que, si deux des assertions suivantes sont exactes, alors la troisieme
aussi, avec:

(1) : A est une matrice orthogonale ;

(2): A2=—1, ;

(3) : A est une matrice antisymétrique.

e Siona (1) et (2), alors ATA = I, et A> = —1I,,, donc AA = —ATA. Comme A est
inversible, on peut multiplier & droite par A™!, on déduit A = —AT, donc (3).

e Siona (2) et (3),alors A2 = —1I,, et AT = —A, donc AAT = —A? = I,,, donc A est
orthogonale, i.e. (1).

e Siona (3)et (1), alors AT = —A et AAT =1I,,, donc A? = —AAT = —I,,, donc (2).

EUC 5 (CMT). On note S,,(IR) et A, (IR) respectivement I'ensemble des matrices symétriques
(antisymétriques) d’ordre n.

a. Montrer que (M, N) — (M|N) = tr(M " N) est un produit scalaire sur M, (IR).
b. Montrer que A, (IR) et S,,(IR) sont supplémentaires orthogonaux dans M, (IR).

c. Soit M € M,,(IR) une matrice. Exprimer la distance de M au sous-espace vectoriel Sy, (IR),
A Daide des matrices M et M.
1 1 1
d.Soit B=|2 2 2. Calculer d(B,S3(R)).
3 3 3
a. C’est du cours, je rappelle que 'on a aussi (M|N) = Z m;;n;; avec les notations habituelles.
i,

b.Si A€ A,(R) et S € S,,(R), alors

(S|A) = Tr(STA) = Tr(SA) = Tr(AS) = Tr(—ATS) = —Tr(ATS) = —(A|S) = —(S|A) ,

donc (S|A) = 0 : les deux sous-espaces vectoriels S, (IR) et A, (IR) sont orthogonaux, ce qui
signifie que 1'un est inclus dans lorthogonal de I’autre, par exemple A, (IR) C (Sn(]R))J'
Par ailleurs, ils sont aussi supplémentaires (toute matrice M se décompose de fagon unique

1
en M = A+ S avec A antisymétrique et S symétrique, précisément S = §(M + M7T) et

1
A= 5(M — M7T)), donc
1

dim A, (R) = n? — dim S, (IR) = dim (S, (R))" ,



ce sont donc bien des supplémentaires orthogonaux.

c. Cette distance est aussi la distance de M & son projeté orthogonal S sur S, (IR), c’est-a-dire

1
a la matrice S = Q(M + M T) parfois appelée “partie symétrique” de la matrice M. Bref,
1
A(M, 8,(R)) = d(M,$) = | M 5 = || A] = J M~ M|,

1
ou A= §(M — M7 est la “partie antisymétrique” de M. En fonction des coefficients Myj

de la matrice M, cela donne (en élevant au carré par commodité) :

2 1 2 1
d(M, S, (R))* = 1 Z (M - MT)M = Z(mm- —mj;)?.
1,] 2]
d. Ici, d(B,S3(]R))2 = i Z(bi’j — bj’i)2 = 3, donc d(B,Sg(]R)) =/3.

4,7

EUC 6 (CMT). Soit E un espace euclidien de dimension n, soit f € L(E) représenté dans une

00 --- 1
0 0

base orthonormale par A = | . . (il y a une “antidiagonale” de 1, et le reste
10 -+ 0

est nul).
a. Montrer qu’il existe une base orthonormale de F constituée de vecteurs propres de f.

b. Valeurs propres de f, déterminant de f.

c. Montrer que f est un endomorphisme orthogonal, préciser ses caractéristiques.

(tout en vrac) La matrice A est visiblement orthogonale (la somme des carrés des coeffi-
cients d’une colonne vaut 1, alors que le produit scalaire de deux colonnes distinctes est nul),
donc 'AA = I,,, mais elle est aussi visiblement symétrique réelle (ce qui répond & la ques-
tion a. par le théoreme spectral) donc A7 = A, d’otr aussi A% = I,,. L’endomorphisme f
associé est donc une symétrie, et méme une symétrie orthogonale. Comme le polynome
X? -1 = (X — 1)(X + 1) est annulateur, on a Sp(f) = Sp(A4) C {-1,1}, de plus
E = Ker(f—idg)@Ker(f+idg) = E1(f)®E_1(f), ces deux sous-espaces étant supplémentaires
orthogonaux.

En posant p = dim Ey(f), on a donc dimE_1(f)=n—pet Tr(f)=p—(n—p)=2p—n
(comme on sait que f est diagonalisable, les dimensions des sous-espaces propres sont aussi
les multiplicités des valeurs propres). Par ailleurs, “visiblement”, la diagonale de A a tous
ses éléments nuls lorsque n est pair, et tous sauf un lorsque n est impair, d’ou la discussion :

- sl n est pair (n = 2k), alors 0 = Tr(A) = 2p — n = 2p — 2k, donc p = k, c’est-a-dire
dimEi(f) =dimE_1(f) =k = g Le déterminant est alors (—1)*. On peut vérifier que
Ey(f) = Vect(e1 + ear, €2 + €2k -1, -+, €k + €t1)

et que

E_(f)= (E1(f))L = Vect(e; — eap, €2 — €21, "+, €% — €py1) -



- si n est impair (n = 2k+1), alors 1 = Tr(A) = 2p—n = 2p—(2k+1), donc dim F (f) = k+1
et dim E_;(f) = k. Le déterminant est alors (—1)*. Dans ce cas,

Ei(f) = Vect(e1 + €aky1,€2 + €2r, -+, €k + €42, €hy1)
et que

E_(f)= (El(f))l = Vect(e; — eapt1,€2 — €2k, "+, € — €p42) -

EUC 7 (ENSEA). Soit M € M,,(IR). A quelle condition la matrice M s’écrit-elle sous la forme
M=XY", avec X et Y deux matrices-colonnes non nulles ?

La réponse est : M est de rang 1.

e En effet, supposons M = X Y71 avec X = : etY = : deux matrices-colonnes
Ln Yn

non nulles, alors M = (m;;) avec m;; = x;y;. La matrice M n’est pas nulle : en effet, il existe

un indice 7 tel que x;, # 0, et il existe un indice jo tel que y;, # 0, alors my, j, = Ti,Yj, 7 0.

Mais elle est de rang au plus 1 puisque tous ses vecteurs colonnes sont colinéaires au vecteur

Y € M,,1(IR) donc appartiennent & la méme droite vectorielle.

e Réciproquement, si la matrice M = (m;;) est de rang 1, alors ses vecteurs-colonnes C;
1 < j < n, sont tous colinéaires et I'un au moins d’entre eux (disons Cj,) est non nul,
T

notons-le X = Cj, = - | . Tous les vecteurs-colonnes C;, 1 < j < n, peuvent alors
T
s’écrire sous la forme C; = y; X, ou y; est un réel (évidemment, y;, = 1). On a alors
m;j = %; Y5, ce qui signifie que
1
M = (yr - yn):XYT‘

Tn

EUC 8 (CMT). Soit A € M,, ,(C) une matrice “rectangulaire”, soit A un complexe.

a. On suppose \ # 0. Montrer que \ est valeur propre de AA" si et seulement 'l est valeur
propre de AT A.
b. Méme question avec A =0 et n = p.

a. Supposons \ valeur propre de AAT alors il existe X € M, ;(C) ~ C", non nul, tel que
AATX = AX. En multipliant & gauche par AT, on obtient ATAATX = X\ AT X. Posons
Y = AT X, alors Y € M,,1(C) ~ C?, Y est non nul (en effet, si Y = 0, alors \X = AY =0
puis X = 0 puisque A est non nul, ce qui est absurde) et AT AY = \Y, on a ainsi prouvé
que X est valeur propre de AT A. La réciproque se traite de la méme facon. Donc les valeurs
propres non nulles de AA” coincident avec les valeurs propres non nulles de AT A.



Remarque. Ceci est faux pour la valeur propre nulle. Par exemple, avec A = (

M 3(IR), je laisse le lecteur vérifier que 0 est valeur propre de A7 A =

— N =
N =N = O
DN DN =N
o
=8
)

r (11
pas de AA* = (1 6)'
b. Si A est une matrice carrée d’ordre n, alors
0 € Sp(AAT) «— det(AAT) =0 <= det(A)det(AT) =0 <= det(ATA) =0 < 0 Sp(ATA).

Le résultat du a. restant valable lorsque n = p, on a donc dans ce cas Sp(A” A) = Sp(AAT).
En fait, dans ce cas, 0 € Sp(ATA) <= 0 € Sp(AAT) <= det(4) =0 <= A ¢ GL,(C).
Remarque. Il est “classique” (le lecteur le montrera en exercice!) que, si u et v sont deux

endomorphismes d’un IK-espace vectoriel de dimension finie, on a Sp(uov) = Sp(vou).
Donc si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, on a aussi Sp(AB) = Sp(BA).

11 1
et M={0 0 0] deMs(R).
000

a. Rappeler la définition d’un espace euclidien, et le produit scalaire usuel sur M3(IR).

0 1
EUC 9 (CMT). Soient les matrices A= |0 0
10

o = O

b. Montrer que la famille (I3, A) est orthogonale pour ce produit scalaire.

c. Donner le projeté orthogonal de M sur le plan P = Vect(I3, A).

a. Un espace euclidien est un IR-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.
Le cours donne deux expressions équivalentes du produit scalaire usuel sur M,,(IR), & savoir

(A|B) = Tr(A"B) = aj;bi;.
‘7]‘

b. Il est clair que la somme des produits deux a deux des coefficients de I3 et de A est nulle,
donc (I3]A) = 0.

c. La famille (I3, A) est une base orthogonale du plan P, il suffit de normer les matrices I3 et
A pour counstruire une base orthonormale (U, V) de P, on appliquera ensuite la formule du

cours
pp(M) =UM)U+ (VIM) V.
. I3 I3 A A .
Ici, U= — = — et = _— = — puis
[FEY VA 1Al V3 L1 o
1 1 1 1
PP(M)25(13|M)13+§(A|M)A:E(I3+A):g 011
1 0 1




EUC 10 (CCINP). Soit u € O(E), ou E est un espace euclidien.
a. Montrer que (Ker(u — idE))J' =Im(u — idg).

e
I
—

b. Pour tout & € IN*, on considére ’endomorphisme 7 = u?. Soit x un vecteur de E.

T =
.

Il

[e=}

Déterminer lim 7rg(x).
k—+oco

Dans tout 'exercice, on posera F = Ker(u —Idg) et G =Im(u —Idg).

a. Solent © € F et y € G ; alors u(x) = x et il existe z € E tel que y = u(z) — z. Alors

(zly) = (zlu(z) — 2) = (zlu(2)) = (z]z) = (u(z)lu(2)) — (z]z) =0
puisque u est un automorphisme orthogonal, donc conserve le produit scalaire. On a donc
montré que les sous-espaces F' et GG sont orthogonaux, ce qui signifie par exemple que
G C F*. Mais on sait que F* est un supplémentaire de F', donc dim(FJ‘) =dim F—dim F,
et on a aussi dim G = dim E — dim F' par le théoréeme du rang. Finalement, G = F*, ce
qu’il fallait démontrer.

b. Soit z € E, on le décompose en z =y + z avec y € F et z € G = F*. Alors u(y) = vy,
donc par récurrence immédiate, v’ (y) = y pour tout j, puis ri(y) = y pour tout entier k.
D’autre part, il existe 2’ € E tel que z = u(2') — 2/, alors v/ (2) = v/ T1(2') — uw/ (2') et

= = 1
7 j+1 j / _ 7( ki _ /)
Zu Z U () AG (z) =z
§=0
(somme télescopique) Comme u € O(E) conserve la norme, on a

(1) = 21— o,

1
e = Ju* (=) = 2'|| < .

donc lim 7g(2) = 0p. Finalement, lim 7,(x) =y = pp(x). Dans espace vectoriel E, la
k——+o0 k——+o0

suite (ry(x)) converge vers le vecteur pr(z), projeté orthogonal de z sur F' = Ker(u —Idg).

EUC 11 (CMT). Soit f un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien E. On suppose
qu’il existe un réel a strictement positif tel que

Vee B ||f(z)] = alz].

Montrer que f2 = a? idg.

Les seules valeurs propres possibles de f sont a et —a : en effet, si un réel A est valeur propre
de u, alors il existe un vecteur propre associé (vecteur z non nul tel que u(z) = Ax). Alors
lu(x)]] = || Az]| = |A] [|z]] = a ||z||, donc |A| = a et A = +a. Mais, par le théoréme spectral,
u est diagonalisable, donc u est représenté dans une certaine base B de E par une matrice
diagonale D, et d’apres ce qui précede, les coefficients diagonaux de D valent a ou —a. Donc
D? =4?I,. Donc f? = a*1dg.




EUC 12 (ENSEA). Soit « un endomorphisme d’un espace euclidien F, on suppose que
Vee E (u(z)|z) =0.
a. Montrer que u est antisymétrique, i.e. V(z,y) € E* (u(2)ly) = —(z|u(y)).
b. Montrer que E = Ker(u) @ Im(u).

c. En considérant I’endomorphisme induit par u sur Im(u), montrer que le rang de u est pair.

a. Soient x € E, y € E. On a alors
0= (u(+y)le+y) = (w@)lz) + (ul@)ly) + (uy)]z) + (wy)ly) = (u@)ly) + (uy)]z)

donc ’endomorphisme u est antisymétrique.

b. Montrons d’abord que Im(u) N Ker(u) = {0g}. Soit donc z € Im(u) N Ker(u), il existe
z € FE tel que z = u(z), puis

l2]* = (2]2) = (u(2)|z) = —(2Ju(z)) = ~(2|05) = 0.,
donc x = Og. Ensuite, par le théoréme du rang,
dim (Im(u) ® Ker(u)) = dim (Im(u)) + dim (Ker(u)) = dim(FE) ,

donc Im(u) @ Ker(u) = E.

c. Le sous-espace Imu est évidemment stable par u, notons v I’endomorphisme induit. On a
alors Ker(v) = Im(u) N Ker(u) = {Og}, donc v est injectif, donc v est un automorphisme de
Pespace vectoriel Imu. Donc det(v) # 0. De plus, v est un endomorphisme antisymétrique
de lespace Im(u). Dans une base orthonormale de Im(u), il est donc représenté par une
matrice antisymétrique V € A,.(IR), avec 7 = rg(u). De VI = —V, on déduit

det(v) = det(V) = det(VT) = det(~=V) = (—1)" det(V) = (—1)" det(v) .

Comme det(v) # 0, on a nécessairement (—1)" = 1, donc r = rg(u) est un entier pair.

EUC 13 (Mines-Ponts). Soient A € M,,,(R) et ¥ € M, 1(IR). Montrer 'existence de
Xo € Mp1(R) tel que [[AXy — Y[ = min{[|[AX - Y| ; X € M,1(R)}, la norme
| - || étant ici la norme euclidienne canonique sur M,, 1(IR) ~ IR™. Prouver la relation
ATAX,=A"Y.

Application. Déterminer le minimum sur IR? de
Frley = @+ty-12+@-1)7+(@y-2)7.

On identifiera M,, 1(IR) et R", ainsi que M, 1(IR) et IR”.

e Rappelons que la matrice A représente canoniquement une application linéaire de IR?
vers IR". Lorsque X décrit IR”, alors Z = AX décrit le sous-espace Im(A) de IR"™. Notons
Yy le projeté orthogonal de Y sur Im(A) dans l’espace euclidien IR". On a alors, d’apres le
cours,



[Yo— Y| = min ||Z-Y|= min [|[AX —Y]|.
ZeIm(A) X€ERP

Si Xy € IR? est un quelconque antécédent de Yy par A, on a bien ce que 1’on cherche, i.e.
|[AXy — Y] = min ||[AX =Y.
XERP

e Toujours d’apres le cours, le vecteur Y — Y, appartient a 'orthogonal du sous-espace
Im(A) dans R™. Or, (Im A)* C Ker(AT): en effet, AT représente une application linéaire
de IR™ vers IR? et, si Z € IR" appartient & I'orthogonal de Im A, on a alors

VY €eIm(A) <Y, Z>=0, ie VXeRP <AX,Z>=0,
ol < -, - > est le produit scalaire canonique dans IR"™. Cela s’écrit encore
VX e R? XTATZ =0, soit VX cRP (X|ATZ)=0,

oil (-, ) est le produit scalaire canonique dans IR”. Le vecteur AT Z de IR™ appartient donc

a (R™)%, c’est donc le vecteur nul de IR™, donc Z € Ker(AT). On peut, en raisonnant sur

les dimensions, prouver qu’en fait (Im A)* = Ker(AT), mais ce n’est pas utile ici. On a

finalement Y — Yy =Y — AX, € Ker(AT), soit ATAX, = ATY.

e Soit u : R* = R?, (z,y) — (z +y,x,y). Alors u est canoniquement représentée par la
11 1

matrice A= [ 1 0| € M32(R).Soit Y = | 1 | € R®. En posant X = (z) € R* ona
0 1 2 Y
m = min z,y) = min ||AX —Y|?,
i foy) = win 4 - Y]
ot || - || est la norme euclidienne canonique de IR®. D’apres I’étude générale faite ci-dessus,

on a aussi m = d(Y, Im(u))2 = ||Y = Y5|%, ot Yj est, dans IR®, le projeté orthogonal de
Y sur Im(u). Or, Im(u) = Im(A) est visiblement le plan d’équation z — y — z = 0, donc
1 1
de vecteur normal N = | —1 |. Ainsi, Yy = Zg est le point de ce plan, dont les
-1 Y3
y1 = 1+1
coordonnées sont de la forme ¢ yo = 1 —1¢ (on écrit que Yo =Y + tN), on obtient ¢t = ;,
=2-t

wl e S

soit m = ¥ — Yo = N2 =

EUC 14 (Centrale). Soit B = (e, -+, e,) une base d’un espace euclidien E de dimension n.

a. Montrer qu'’il existe une unique famille B* = (e1,---,&,) de vecteurs de E telle que

V(i,j) € [Ln]*  (eile;) = 6i

et montrer que B* est une base de E.

b. Comment s’expriment les coordonnées d’un vecteur 2 de E dans la base B ? dans B* ?

c. Soif f 'endomorphisme de E tel que f(e;) = &; pour tout i. Montrer que f € ST1(E).



d. Montrer qu'il existe r € STT(E) tel que r* = f. On pose u; = r(e;) pour tout i € [1,n].
Que dire de la famille de vecteurs U = (uy, -, uy,) ?

a. Pour tout j € [1,n], soit 'hyperplan H; = Vect(e1,---,€ej_1,€j41, -, €y), soit la droite

vectorielle D; = H JJ‘ soit enfin w; un vecteur unitaire de D;.

Si la famille B* existe, nécessairement pour tout j, on a (e;le;) = 0 pour ¢ # j, donc
€5 € Hjl = D;, il existe donc un réel \; tel que ¢; = A; w;. Enfin, la relation (ejle;) =1
détermine le réel \; puisque (ejlej) = 1 <= Aj (gjlwj) =1 <= A\ = (g
€51W;j
Remarquons en effet que le produit scalaire (ejlw;) ne peut étre nul sinon le vecteur w;
serait orthogonal a tous les vecteurs de la base B, ce qui signifierait qu’il est nul et c’est
absurde. On a donc 'unicité de la famille B*.

Réciproquement, la famille de vecteurs (g1, - - -, &,), avec €; =
les relations imposées.

———w; pour tout j, vérifie
(e5]w;)
n
La famille B* est libre car, si on a Z Ajej = 0g ol les \; sont des réels, alors pour tout ¢,
j=1

0= (ez|OE) = (62‘ ‘ Z)\j&'j) = Z)\j(ei|5j) = Z)\jéi,j = )\i .
j=1 j=1 j=1

Comme la famille est de cardinal n = dim(F), c’est une base de E.
b. Soit x € E, notons x1, - - -, x, ses coordonnées dans la base B et &1, - -, &, ses coordonnées
n
dans la base B*. On a donc z = inei et, en faisant le produit scalaire avec I'un des

i=1
vecteurs €5, on obtient

(zle;) = (zn:a:e | sj) - zn:x,-(eﬂsj) =, .

Les coordonnées de x dans la base B sont donc les produits scalaires de x avec les vecteurs
de la base B*, i.e. x; = (g;|x) pour tout 4. De méme, & = (e;|x) pour tout 4. On a donc

n n

Ve e B x = Z(El\x) e; = Z(el|m) € .

=1 i=1
c. Soient x € F et y € F, alors
@) = (F( Sk e) 1) = Ytk (eals) = Y (elo) el
=1 =1 =1

Cette écriture étant symétrique en les variables x et y, on déduit que (f(z)ly) = (=|f(y)),
Pendomorphisme f est donc autoadjoint, f € S(E).



n

Enfin, pour tout z € E, on a (f(z)|z) = Z(€Z|x)2 > 0, et cette somme est nulle si et
i=1

seulement si (g;]z) = 0 pour tout i, ¢’est-a-dire si le vecteur x est nul puisque les (g;|x) sont

les coordonnées de x dans la base B. L’endomorphisme symétrique f est donc défini positif.
n

Remarque. Pour tout j,ona ¢; = Z(Ei|€j)6j. La matrice de passage de B & B*, qui est
i=1

aussi la matrice de ’endomorphisme f relativement a la base B, est la matrice de Gram de

la famille de vecteurs B*.

d. L’existence de r est classique: par le théoréeme spectral, il existe une base orthonormale de F
dans laquelle l'’endomorphisme f est représenté par une matrice diagonale
D = diag(A1,- -+, An), les A; étant des réels strictement positifs, il suffit alors de considérer
I’endomorphisme 7 représenté dans la méme base par la matrice diag (\/E o, \/E) On
a alors, pour tout couple (3, j),

(uiluz) = (r(ed)lr(e;)) = (eilr®(e;)) = (el f(ej) = (eile;) = di; -
Ainsi, U est une famille orthonormale donc libre. Comme Card(U/) = n = dim(E), c’est une
base orthonormale de E.

EUC 15 (Mines-Ponts). On munit E = C([0,1],IR) du produit scalaire défini par

(flg) = /O f(t) g(t)dt .

Pour f € E, on note v(f) la primitive de f qui s’annule en 0, soit v(f)(x) = / f(¢) dt.
0

a. Montrer que v est un endomorphisme de FE.
b. Déterminer un endomorphisme v* de E tel que
v(f.9) € B2 (v(f)lg) = (flv*(9)) -
Montrer I'unicité d’un tel endomorphisme v*.

c. Déterminer les valeurs propres de v* o v.

a. La linéarité de v est immédiate (linéarité de l'intégrale), et il résulte du théoreme fonda-
mental que, si f € F, alors la fonction v(f) est de classe C* sur [0,1], donc continue, soit
v(f) € E.

b. Soient f et g dans E, notons F' = v(f) la primitive de f qui s’annule en 0, et G la primitive
de ¢ qui s’annule en 1. Comme F et G sont de classe C', une intégration par parties donne

(v(f)lg) = / F(t) g(t) dt = [F(1) G()]} — / £(t) G(t) dt

Le choix des primitives F et G fait que le crochet [F(t) G’(t)](lJ est nul. En posant
v*(g) = —G, on a alors

(v(f)lg) =/0 F(&) v*(g)(t) dt = (f[v"(g)) -



1
On a finalement posé v*(g)(z) = / g(t) dt pour tout g € E et x € [0,1]. Par les mémes

xr
arguments qu’en a., ’'application v* ainsi construite est bien un endomorphisme de E.

S’il existait un autre endomorphisme w de E tel que VY(f,g) € E? (v(N)lg) = (flw(g)),
alors par différence, on aurait V(f,g) € E? (flw(g) — v*(g)) = 0, ce qui entraine que
Vg € E w(g) —v*(g) = 0 (car EX = {0}), donc w = v*, on a prouvé l'unicité de cet
endomorphisme v*.

c. Les endomorphismes v et v* sont injectifs: en effet, si f € E est tel que v(f) = 0, en dérivant
on obtient f = 0, idem avec v*. Donc v* ov est aussi injectif et n’admet pas 0 comme valeur
propre.

Pour rechercher les valeurs propres non nulles de v* o v, on utilisera les résultats suivants:

si f € E alors les fonctions v(f) et v*(f) sont de classe C* avec v(f)(0) = 0 et v*(f)(1) = 0,
(v(f))l =fet (v*(f))/ = —f. La fonction v*(v(f)) est de classe C? sur [0, 1].

Rappelons aussi que, si f et g sont deux fonctions dérivables sur [0, 1], on a les équivalences

f:g<:> f/:g/<:> f/:g/
£(0) = 9(0) fF)=g(1)
Dong, si A est un réel non nul, la relation (v* ov)(f) = Af entraine déja que f = %U* (v(f))

est de classe C2. On a ensuite les équivalences

(W on)(f) = Af = {<“*°”><f>=Af . {—vm:v

fa)=0 f(1) =0
_f:)\f// f//“r%f:()
fo=0 f'(0) =0

On est donc ramené a rechercher les réels A pour lesquels le probléeme (P) (qui ressemble
un peu & un probléme de Cauchy, mais n’en est pas un) admet des solutions autres que la
fonction nulle. On fait alors une disjonction de cas:

1
- si A < 0, posons N —w?, on cherche f de la forme f : z — A ch(wz) + B sh(wz), les

conditions f'(0) = 0 et f(1) = 0 entrainent A = B = 0 donc f = 0, et A n’est pas valeur
propre de v* ow.

1
- si A > 0, posons Y= w?, on cherche f de la forme f : z — A cos(wz) + B sin(wz),
s !/ N N B = 0 .
les conditions f'(0) = 0 et f(1) = 0 se rameénent & , d’olt une nouvelle
A cos(w) =0

disjonction de cas:

- sl cos(w) =0, le. siw = T + km avec k € IN, on peut prendre A réel quelconque, et

on trouve des fonctions f non nulles solutions du probleme (P), dans ce cas A est valeur
propre de v* o ;



-si cos(w) = 0, on doit avoir A = B = 0 donc f = 0, et A n’est pas valeur propre de v* owv.

1
Bilan. Les valeurs propres de I’endomorphisme v* o v sont les réels \, = ——— avec

T ik
ke N. 5 TR

EUC 16 (CMT 2016). Soit E un espace euclidien de dimension p, soit T' € O(F) une isométrie
vectorielle, soit S =T —idg.

a. Montrer que V(u,v) € E? (T(w) —u|v) = (u| T (v) —v).
b. Montrer que Ker § = (Im S)*.

1
c. Pour n € IN*, on pose T, = — (idE +T+T% 4. —I—T”_l). Montrer que, pour tout x de E,
n

le vecteur T,,(x) admet une limite P(z) dans E lorsque n tend vers U'infini. Reconnaitre
Papplication P : z — P(x).

a. Une isométrie vectorielle conserve le produit scalaire, on a donc en particulier

(T(w)]v) = (T(W)|T(T~}(v)) = (uT~(v))

puis par bilinéarité du produit scalaire,

(T(u) — ulv) = (T(w)|v) — (ulv) = (T~ (v)) — (ujv) = (u| T (v) —v) .
b. Soient x € Ker S et y € Im S. 1l existe alors z € E tel que y = S(z) = T'(2) — z, donc

(y|z) = (T(z) — z|x) = (z | Tfl(x) — x) ,

mais z € Ker S, donc T(x) = x donc aussi z = T~ !(z), finalement (y|z) = 0. Ainsi, les
s.e.v. Ker S et Im S sont orthogonaux, soit par exemple Ker S C (Im S)%. Comme ces deux
sous-espaces ont la méme dimension (théoréme du rang, et dimension du supplémentaire
orthogonal), on a bien Ker S = (Im S)*.

c. Soit « € E, décomposons-le en x =y + z avec y € Ker S et z € Im S, on a donc S(y) = 0g
soit T'(y) = y et par récurrence T%(y) = y pour tout k entier naturel, et aussi il existe u € E

1
tel que z = S(u) = T'(u) — u. On en déduit T,,(y) = —(ny) = y, et par télescopage,
n

To(z) = %((T(u) ) + (T2(w) = T(w) + -+ (T"() = T w)) = %(T"(u) ).

Comme T conserve la norme des vecteurs, on a ||[T"(u)|| = ||u|| pour tout n, donc

1 2 Jull
T, < —( " ) L
1T < (17"l + lul =
To(z) =Tn(y)+Tn(z) = y+Tn(2) —  y. Lasuite de vecteurs (7},(z)) converge donc

n—-+oo
vers le vecteur P(x) = y, qui est le projeté orthogonal de z sur Ker(S). Ainsi, 'application P

recherchée est le projecteur orthogonal sur le s.e.v. Ker(S).

Og. Enfin, par linéarité, on a




EUC 17 (CMT 2016). Soit A € M, (IR), soit B = %(A +AT).

a.

Montrer que 1'on peut écrire B = PDP ' avec D € M,,(IR) diagonale, et P € O, (IR).

On pose alors A’ = PTAP. On appelle « la plus petite valeur propre de B, et 3 la plus
grande.

. Montrer que A et A’ ont les mémes valeurs propres (réelles ou complexes).

Soit A € € une valeur propre de A, soit X € C™ \ {0} tel que A’X = \X, soit a = Re()).

. Montrer que YT(A’)—r = XYT. Puis montrer que aYTX - X' DX.
. En déduire que a < a < 3.

. La matrice B est symétrique réelle, méme les plus récalcitrants de nos lecteurs auront

reconnu le théoreme spectral.

. La matrice P est orthogonale donc PT = P!, les matrices A et A’ sont semblables.

. « Comme \ est aussi valeur propre de A, un tel vecteur X existe bien. En “transconjuguant”

la relation A’X = AX, on obtient bien YT(A’)T —AX . Onaen effet A’ = A’ car la
matrice A est a coefficients réels.

e On calcule

aX' X = ~Q0+NX X

>

7(AX)+%(XXT)X

=

TAX+%Y%AFX

=

T A+ (A)T) X

" (PTAP+ PTATP) X

A+ AT
2

NI R N~ RND -~
|

I
>
S

PT(

— X'PTBPX = X' DX .

)PX

d. On a D = diag(Ay,---,\,) ou les A; sont les valeurs propres de B. En posant

Z1
X = |, on a facilement
Tn Jy o . n n .
a) o =aX X <X DX =) Mol <8 |af =X X,
k=1 k=1 k=1

] —T —T —T N . ~ T
soit 'encadrement aX X < aX X < X X <, dou a < a < § puisque X X est un
réel strictement positif.




EUC 18 (CCINP 2016). Soit M € Msy(R) telle que M'M = MM' et M*> = —2I,.
Montrer que M " M est diagonalisable et préciser ses valeurs propres. Montrer que la matrice
M
M’ = —est orthogonale. Quelles sont les matrices M solutions ?

V2

On a (MTM)T = MTM, la matrice M7 M est symétrique réelle donc diagonalisable.
Si A € IR est une de ses valeurs propres, et X € IR? un vecteur propre associé, alors
MTMX =) X et X # 0, donc

MX|2 = (XIAX) = (XIMTMX)=XTMTMX = (MX)T (MX) = ||MX|?>0,

d’ott A > 0. De plus, grace & la commutation des matrices M et M7,
NX)2 = IMX|? = IMTMX||? = MTMX)T(MTMX) = XTMTMMTMX
XTM?(MHT X = XT (4) X = 4XTX =4|X|?,

donc A\? = 4. Donc M7 est diagonalisable avec pour seule valeur propre 2, donc ML M est
1
semblable & 215, donc M7 M = 2I,. Autrement dit, (M')T M’ = I, la matrice M’ = —M

V2

cos —sin0>

est orthogonale.

On cherche alors M sous la forme M = \/§R9 ouM = \/5597 avec Ry = .
sinf  cos6

sinf —cosf

0 in 6 . L .
et Sy = (COS s . Ces matrices vérifient toutes la relation MTM = MMT = 2I,.
Pour les premieres (“directes”, i.e. de déterminant positif):

M? = 21, <= R} = I, <= Ryp =R, <= 20 =7mod 21 <= ngmodﬂ',

on trouve deux solutions M; = \@Rg = (\/05 _(\)/5) et My = \@R_g = <_?/§ ?)

Pour les secondes (“indirectes”, i.e. de déterminant négatif), on ne trouvera pas de solutions
puisque les matrices Sy représentent des symétries par rapport & une droite (réflexions) donc
Sg =1y et M? =2, # —215. Les seules solutions sont donc M7 et Ms ci-dessus.

EUC 19 (CCMP 2023). Soit E un espace euclidien de dimension n, soit B une base orthonor-
male de E. Soit v € L(E) un endomorphisme, on pose A = Matg(u) € M,,(IR), et on note
u* I'endomorphisme de E tel que Matg(u*) = AT.

a. Montrer que )
V(z,y) € B2 (u(@)ly) = (zlu"(y)) -
b. Montrer que Ker(u*) = (Im(u))l'7 et que Im(u*) = (Ker(u))J'
Dans la suite de I’exercice, on suppose que les endomorphismes u et ©* commutent.
c. Montrer que Ker(u) = Ker(u®).

d. Montrer que u et ©* ont les mémes éléments propres.



a. Soient © € E, y € E, notons X € M,, 1(R) et Y € M,, 1(IR) les matrices-colonnes cons-

tituées des coordonnées des vecteurs z et y respectivement dans la base B, les vecteurs u(z)
et u*(y) sont alors respectivement représentés par les matrices-colonnes AX et ATy, 1
s’agit alors de prouver I'égalité < AX,Y >=< X, ATY >, ol < -,- > représente le produit
scalaire canonique dans M,, 1 (IR) ~ IR". Mais ceci est facile puisque

<AX)Y >=(AX) Y =XTATY =< X,ATY > .
. On rappelle que, si E est un espace préhilbertien, si z € F, on a I’équivalence
r=0p < YyeE (zly)=0,
que Pon peut traduire par E+ = {0g}.
Soit donc y € E. On a alors les équivalences
u(y) = 0p
VeeE (
Ve e E  (u(z |y) =0
VzeIm(u) (z|y)=0
€ (Tm(u)) "

Im(u))L
Comme (u*)* = u puisque (A")" = A, on a donc aussi Ker(u) = Ker ((u*)*) = (Im(u*))J'.
En reprenant l'orthogonal, on obtient Im(u™) = (Ker(u))L

y € Ker(u")

L IIMM

On a donc prouvé I'égalité Ker(u*)

. Siu*ou=mwuou*, alors pour x € FE on a les équivalences

z € Ker(u) <= Hu(ac)”2 =0 < (u@)|u(z)) =0 < (z|u"ou(z))=0
u*(x)H2 =0

—= (zluou’(2)) =0 <= (v (2)|u*(z)) =0 = ‘

donc Ker(u*) = Ker(u).
. Soit A € IR, posons v = u—Aidg. Alors Matg(v) = A—AI,, dont la transposée est AT =)\,
qui est aussi la matrice représentant ©* — Aidg dans la base B. Autrement dit,

o' =(u—Aidg)" =u" = A\idg .

De ’hypotheése u o u* = u* o u, on déduit facilement que v o v* = v* o v. On peut donc
appliquer la question c. qui affirme que Ker(v*) = Ker(v), soit Ex(u*) = Ex(u). On en
déduit que u et u* ont les mémes valeurs propres (ce sont les scalaires A pour lesquels
Ey(u) # {0g}), et les mémes sous-espaces propres.

Remarque. On peut démontrer que la définition de ’endomorpisme u* & partir de ’endomor-
phisme u de dépend pas de la base orthonormale B choisie dans F, on dit que ’endomorphisme
u* est adjoint de u. Ensuite, un endomorphisme qui commute avec son adjoint est dit
normal. De méme, une matrice qui commute avec sa transposée est dite normale. Tout
cela figurait dans des programmes antérieurs.




EUC 20 (CCINP 2023).

a.
b
c.
d. Soit A € M,,(IR). Montrer que A est diagonalisable si et seulement s'il existe S € S; T (IR)

Soit A € S (IR). Montrer qu'il existe B € S; (IR) telle que B? = A.

. Soit M € M,,(IR). Montrer que MM € S (IR).

Soit S € S;7(IR). Montrer l'existence de M € M,,(IR) telle que MM " = S.

telle que AT = SAS™L.

. On sait qu'il existe P € O,(IR) et D = diag(\1, -+, \,) avec les A; réels positifs, tels

que A = PDP~! = PDP'. En posant A = diag(y/A1,---,v/\n) et B = PAP" on a
B € SF(R) et B> = A. Comme B est symétrique, on a aussi B' B= BB' = A.

Remargue. Si A € S;7(IR), alors la matrice B construite ci-dessus est aussi définie positive.

. Il est clair que (MMT)T = MMT, la matrice S = MM " est donc symétrique.

Si X € M, 1(R), alors X (MMT)X = (MTX)T (MTX) = ||[MTX|* > 0, donc cette
matrice symétrique est positive.

Remarque. Si la matrice M est inversible, alors MM " € S+ (IR) puisque HMTXH2 n’est
alors nul que si la matrice-colonne X est nulle.

. Au changement de notations pres, c’est la méme question que a. puisque, B étant symétrique,

BB = B2.

.  Si A est diagonalisable, écrivons A = PDP~" avec D € M,,(IR) diagonale et P € GL,,(IR).

On a alors D" = D = P71AP, donc
AT =P H"' D' PT =(P YT PlAPPT = SAS™!
en posant S = (P™1)T P71 et on a bien S € ST (IR) d’apres b.

e Réciproquement, supposons AT = SAS™! avec S € STT(R). D’apres a., il existe
P e S (R) telle que S= P2 =P"P.Donc AT = PTPAPY(PT)~! d’ol1 l'on tire

PAP™' = (P")'ATPT = (PAP™H)T.

La matrice M = PAP™! est alors symétrique réelle, donc diagonalisable. Comme
A = P 'MP est semblable & M, elle est aussi diagonalisable.

IV.

ANALYSE cours de premiere année

2
ANA 1 (CCINP). Déterminer I'ensemble de définition de f : z — Arcsin (H%) Calculer
x

f'(x) lorsque cela est possible. En discutant selon z, simplifier I’expression de f(z).

L’ensemble de définition de Arcsin étant [—1,1], on vérifie que 5 appartient a cet

2
1+
intervalle pour tout réel z, c’est une conséquence des identités remarquables 1 + 22 — 2z =



(x—1)>>0et 1+2>+22=(z+1)>>0. Donc D; = R. La fonction f est par ailleurs
continue sur IR comme composée de fonctions continues.

Comme le domaine de dérivabilité de Arcsin est | — 1, 1], la fonction f n’est pas a priori

2
dérivable lorsque . +z 5 = %1, c’est-a-dire pour z = £1. Sur R\ {—1,1}, la fonction f est
x

dérivable et

o) = 2(1 — 2?) 1 _21-a%) [(A+a?)? 2 san(l— o)
(14 22)2 L ( 2z )2 (1+22)2 | (1—22)2 1422
1+ 22
Ainsi,
-sur | —oo,—1[, on a f'(x) = —ﬁ, donc f(x) = —2Arctanz 4+ Cy. On calcule par
ailleurs mEr_noo f(z) = 0, ce qui donne C; = —w. Comme f est continue, notamment au

point —1, on obtient

Vo €] — oo, —1] f(z) =—m—2 Arctanx .

2

-sur | — 1,1, fi(z) = o2 donc f(x) = 2 Arctanz + Cs. Avec f(0) = 0, on obtient
x

Cy = 0. Par continuité, on a

Vr € [—1,1] f(z) =2 Arctanz .

2
/ = —_— = — 1 =
-sur )1, +oof, f(z) = T3 donc f(z) 2 Arctanz + Cs. Avec 1211100 f(x)=0,ona
C3 = m, donc

Vo € [1, +o0[ f(z) =m—2 Arctanz .

1 tn+2t2n
ANA 2 (CCINP). Pour n entier naturel, soit I, = / —— 5 dt. Montrer que
o 14tm 20
lim wu, =0, et déterminer lim nu,,.
n—+oo n—+00
1 2

1
e Tout simplement, 0 < I,, < / (t" 4 2t*) dt = 0 donc, par

+ —
0 n + 1 2n + 1 n——+00
encadrement, liIJIrl I, =0.
n—-+0oo

d
e On fait une hipépé, en remarquant que M (1 + "+ t2”) =n(t" ! 4+ 2t>"71), donc
1 n—1 2n—1 1
nt" " + 2nt ony1 2
I, = t ———————————dt = |t In(1 +t" +¢" — In(1+t"+t*")dt =In(3) — J, ,
" /0 14t 4 20 [t (1427 + 6] /O n(l+¢" +¢7) n(3)

1
—
n+1+2n—|—1 n—-+o00

In3
donc lim J, =0et lim nl, =1n3. Autrement dit, I, ~ a2
n— 400 n—+00 n—+4oo N

3

1 1
avec J, = / In(1+¢"+*"). Maisona 0 < J, < / (t"4-t2")dt =
0 0




ANA 3 (Centrale). Pour ¢t € R, on définit g; : Ry — IR par g;(z) = 2® + xt — 1.

a.
b.

C.

.Pourtoutt € IRy,ona 0 <wu(t) <1 (cf findelaquestiona.)et t =

Pour tout ¢ € IR, montrer qu’il existe un unique u(t) € Ry tel que g¢ (u(t)) = 0.

Déterminer lim wu(t).
t——+oo

Donner un équivalent simple ¢(t) de u(t) lorsque ¢ tend vers 400, puis un équivalent de
q(t) — u(t).

. Montrer que u est une bijection continue de IR sur un intervalle a préciser.

. Pour ¢t > 0, la fonction g; est dérivable sur IRy avec gj(z) = 3z +¢ > 0 (nul seulement

pour z = 0 dans le cas ¢ = 0), donc g; est continue et strictement croissante sur R,
et réalise une bijection de IRy = [0, +oo| vers g;(IR4) = [g:(0), lirf gi(z)]| = [-1, +o0l.
T—r+00

Comme 0 € g;(IR;), il admet un unique antécédent dans IRy par g qui est le u(t) de
’énoncé: u(t) = g; *(0). Remarquons que g;(0) = —1 entraine u(t) # 0 donc u(t) > 0, et
a()=t>0=g¢ (u(t)) entraine u(t) < 1 puisque la fonction g, est croissante, cela servira
pour la question d.

1 1
. On peut remarquer que gt<7) =—=>0=g (u(t)) Comme la fonction g; est croissante

4 t3

sur IR, on en déduit que 0 < u(t) < 7 donc . ligrn u(t) = 0 par encadrement.
—+o0

. Pour tout réel positif ¢, on a u(t)® +tu(t) = 1. Comme , ligrn u(t) = 0, le terme u(t)® est
—+00

négligeable devant le terme tu(t) lorsque ¢ tend vers +oo, donc 1 = u(t)®+tu(t) iedN tu(t),

. 1 1
soit u(t) Yoo T On posera donc ¢(t) = 7

Ensuite,
u(t)? =1 —tu(t) =t (% - u(t)) =t (q(t) —u(t)) ,

u(t)? 1
®) ~ —.On adonc, pour t — +00, le développement asymptotique
t t—too t4

u(t):l—%m(%).

1—u(t)?
u(t)

. Considérons

1— 3
la fonction h :]0,1] — IR définie par h(z) = T Cette fonction & est dérivable sur 10,1]
x
, 22° 4+ 1 , . .
avec h'(z) = ———5— >0, elle est donc continue et strictement croissante sur 0, 1], donc
x

établit une bijection (notée E) de ]0, 1] vers [h(1), lir% h(z)[ = [0,40c0[= R4. Comme, pour
T—r
tout ¢ € Ry, on a u(t) € ]0,1] et ﬁ(u(t)) = t, on a u(t) = (ﬁ)_l(t), autrement dit

u = (h)fl, donc u est une bijection continue (et strictement décroissante) de IR sur ]0, 1].




ANA 4 (CMT 2022). Trouver les fonctions f : [0, 1] — IR, continues, telles que

(E) /f dx:+/f

On essaiera d’écrire le nombre § comme une intégrale.

1
On remarque que - = / u? du. Le changement de variable = u? dans l'intégrale de

3
/Olf(x) dz = /012u f(u?) du

1
On se souvient alors de la petite inégalité classique V(a,b) € R? ab < 5((12 + b%), qui

gauche conduit a

résulte de I'identité remarquable (a — b)? = a® +b* — 2ab > 0. On en déduit que, quelle que
soit la fonction f continue sur [0,1], on a 2u f(u?) < u® + f(u?)? pour tout u € [0, 1] puis,
en intégrant,

1 1 1 1
dr= [ 2uf(u?)d 2d 22 d
/Of(x)x / Uf(U)uS/Ou u+/0f(U) "

Il s’agit alors d’étudier le cas d’égalité: on a
1
(E) — / (u® + f(u®)® = 2u f(u®)) du=0
0

— /O(u—f(u2))2du20
] (u=f@h)) =0 (%

<~ VYu€|0,
<~ VYu€|0,

(
— Vzel0,1] f(z)=Vx.

(*) résulte du théoréme de stricte positivité puisque u — (u — f (u2))2 est continue et
positive sur [0, 1].

V. SUITES et SERIES NUMERIQUES

SUI 1 (CMT). a. Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, ’équation 1 +In(n+z) = x
admet une unique solution dans IR, qui sera notée u,,.

b. Montrer que la suite (u,,) est croissante.
c. Montrer que l'on a u, <n a partir d'un certain rang.

d. Trouver un équivalent de u,,.



a. Soit fn, : = x — In(n + z) pour n € IN*. La fonction f, est dérivable sur IR} avec

n+z—1
fl(z) = ntr-l > 0, I'inégalité étant stricte a I'exception de f1(0) = 0. Chaque fonction
n+x

n
fn est donc continue et strictement croissante sur IRy, et établit alors une bijection de
Ry = [0, +oo| vers fu(Ry) = [/a(0), lim_fu(w)[ = [~ In(n), +oo[. Comme 1 € fu(R.),
xT o0
le nombre 1 admet un unique antécédent par f,, dans IRy, i.e. équation f,(z) = 1 admet
une unique solution wu,, dans IR4. On a alors f,(u,) = 1 pour tout n € IN*.

b. On note d’abord que, pour tout x réel positif, f,(z) > f,t1(x). En particulier, pour tout n,
frr1(uns1) =1 = falun) = fri1(un) -

De l'inégalité fr41(tps1) > fue1(un) et de la croissance stricte sur IRy de la fonction f,,
on déduit que w41 > u,. La suite (u,) est donc croissante.

c. On a f,(n) = n—In(2n) " +00, il existe donc un rang mo a partir duquel
n——+0o0o

fa(n) > 1= f,(uy). De nouveau par croissance stricte de la fonction f,, sur IR, on déduit
que n > u, pour tout n > ng.

d. De 'encadrement 0 < u,, < n, vrai a partir d’'un certain rang, on déduit que

1+In(n) <l4+lnn+u,) =u, <14+mn(2n) =1+1n(2) +In(n) .

Le minorant et le majorant de ce dernier encadrement étant tous deux équivalents & In(n),
on déduit que w, ~ In(n).
n—-+oo

SUI 2 (CMT). Convergence de la série Z (R(—Ti)l)’ ou R(n) est le reste de la division
n(n
n>1
5n

R(k
euclidienne de ’entier n par 5. Exprimer la somme partielle S5, = Z A (k)
k=1

2 m a l’aide de

n
1
H, = Z T et en déduire la somme de la série. On admettra le développement asymptotique
k=1
H, =Inn+~v+o(1).

R 4
La série considérée converge car 0 < l < —.
nn+1) — n?
On transforme l'expression de la somme partielle S5, en utilisant la décomposition en
éléments simples ———— = ————— et en regroupant les termes suivant leur congruence
nn+1) n n+1
modulo 5 :
n—1 n—1 n—1 n—1
1 2 3 4
Ssn = — Y )y Y
° p; (5p +1)(5p + 2) pz:% (5p +2)(5p + 3) p; (5p +3)(5p + 4) pz:% (5p +4)(5p + 5)
=1 1 2 2 3 3 4 4
= Yy ( — + — + — - — )
5p+1 bHp+2 bp+2 5p+3 dHp+3 Sp+4 dp+4 Sp+5

p=0



3
—

B ( 1 N 1 N 1 N 1 N 1 1)
N o \op+1 Bp+2 hp+3 5p0+4  B5p+5 p+1
5n n
1 1
= -S> >-=H,,—H,.
k E:k >
k=1 k=1
Enfin

swz(m@m+y+dn)_@mm+y+qn):m5+dn,
autrement dit 11}141_1 Ssn, = In(5). Comme on sait que la série converge, la suite (S,,) de

ses sommes partielles est convergente. Or, on vient d’exhiber une suite extraite de (S,,) qui

—+oo
R
converge vers In(5). Donc nBToo Sy, = 1In(5), autrement dit ,;1 n(n(j-)l) = In(5).

SUI 3 (CMT). Soit la suite (u,) définie par ug=a >0 et YVn € IN wup41 =u, e “".
a. Etudier la suite (u,,).

b. Déterminer lim ( ! ,i)

n—-+oo un+1 Up,

c. Donner un équivalent de u,,. En déduire la nature de la série E Uy -

a. La fonction f:x +— x e est continue, et IR’ est stable par f. Donc la suite (u,,) est bien
définie et prend ses valeurs dans IR’,. De plus, pour tout € IR’ , on a f(z) < z, on en
déduit la décroissance de la suite (u,). Comme la suite (u,) est décroissante et minorée
(par 0), elle converge. Le seul point fixe de f dans IR est 0, donc lim 1w, = 0.

n——+oo
b. On a

1 1 1.
——=—(e"=1) — 1
Up+1 Up, Up, n——+400

o o . . et —1
par composition de limites, puisque lim wu, =0 et lim
n—-+oo x—0 x

=1.

c. Utilisons le théoreme de Ceséro (hors programme). De la question b., on déduit que

n—1
1 1 1
i LS (- Ly
n—+oco n =0 Uk+1 UL

1
=1, donc u, ~ —.

1 1
soit, apres télescopage, lim ( - —) =1, soit encore lim
n—+00 NUy n

n—+00 \NUy, no
La série de terme général u,, est donc divergente.




n?

. 1
SUI 4 (CMT). On pose u,, = Z L\/EJ Etudier la nature de la série Z —.
u

k=1 n>1 "

Soit p un entier naturel non nul, on a alors
L\/EJ =p = p<Vk<p+1l <= pP’<k<(p+1)?,

il y a donc (p +1)% — p* = 2p + 1 entiers naturels k tels que [\/%J =p.

nz

En particulier, il y a 2n — 1 termes qui valent n — 1 dans la somme Z {\/ﬂ Donc
k=1

1
Up > (2n—1)(n —1) et, pourn > 1,onal < — < . Par comparaison, la

up, — (2n—1)(n—1)

. 1
série E — est convergente.
un

2
Up + U
SUI 5 (CCINP). On donne ug € ]0, 1] et la relation ¥Yn € IN  wuy,yq; = %
a. Montrer que la série Z U, converge.
b. Montrer que la suite (v,,) définie par v,, = 2"u,, admet une limite [ strictement positive.

2
x
, Vintervalle [0, 1] est stable par f (on vérifie que f est continue

a. e Soit f : x —
et croissante sur [0,1] avec f(0) = 0 et f(1) = 1), on a donc u, € [0,1] pour tout n.
De plus, f(x) < z sur [0, 1], donc la suite (u,) est décroissante et, comme elle est minorée,
elle converge. Sa limite est un point fixe de f (car f est continue), donc 0 ou 1, mais 1 est
exclu (on a ug < 1 et la suite est décroissante), donc lim wu, = 0.

n—-+4o0o
Up+41 1 Unp 1 N 5
e On a u, > 0 pour tout n, et = —+— — —. La regle de d’Alembert donne
Uy 2 2 n—4oo 2

alors la convergence de la série E Up,-

b. Notons ensuite que v, 41 = 2" Uy i1 = 2", + 22 = v, + 2"u2, donc
n—1 n—1
Vn € IN* vn:vo+z2ku%:uo+z2kuz.
k=0 k=0

La série de terme général wy = Qkui converge, de nouveau par d’Alembert, car

k41,2
W41 __2 + uk+1<_ (Uk+1>2 1
wy, 2ku? U, k=400 2
“+o0
En posant S = ZQkuﬁ, ona [ = lim 2"u, =ug+ S >0.
n— 400

k=0




SUI 6 (Centrale). Soit o un réel, soit N = max {1 1+ [|a] } Quelle est la nature de la série

(V=)
T;Vun, avec un—ln< Jnta )

Il suffit de faire un développement asymptotique du terme général. Et commengons par
mettre en facteur, au numérateur comme au dénominateur, le terme prépondérant /n:

P ln<1+(\/1%n);ln(l+2)
- 1 1 o

= 50 +0(am) ~ 5n +0(3)

n * Yn + 2Zn,

I
8

(=D"
NG

(critere des séries alternées), celle de terme général z, = O<3—/2) converge absolument
n

ol les termes sont nommés dans 'ordre. La série de terme général z, = converge

(comparaison aux séries de Riemann). Enfin, celle de terme général y,, =

converge si
et seulement si 1 4+ « est nul.

On conclut que Z u, converge si et seulement si @ = —1.
n>N
1 n
SUI 7 (CMT). Soit ti turel. Nature de la séri n, OU Up = ———— k!
( ). Soit p un entier naturel. Nature de la série T;u ol u ) ;
Soit S, = Z k!, alors S, ~ n! lorsque n — +o00. En effet,
k=1
S = k! 1 1 1 1
cn_ 14 cee g — .
n! ];n! JrnJrn(n—l)Jrn(n—l)(n—Q)Jr Jrn!

En conservant les deux premiers termes et en majorant les n — 2 autres par le plus grand
d’entre eux, on obtient
S 1 1

1<=2<1+4-— -2)X —= — 1.
“nl T +n+(n ) nn—1) n-too

Par le théoreme d’encadrement, on déduit hr_irrl —T =1, d’ou le résultat annoncé.
n—-+o0 Nt



n! 1

On a alors u, ~ —, d’ou la convergence de la

(n+p)! ~ (n+ D +2) - (n+p) noree v
série Z Uy, si et seulement si p > 1, soit encore p > 2.
n>1

SUI 8 (CCINP).

1
a. Nature de la série _
2222 n ln(n)

b. Equivalent de v, = In (In(n+1)) —In (In(n)) lorsque n — +oc.

Je réponds d’abord a la question b. : on a, lorsque n — 400,

vy = 1n<1n(”+1)> W <1n(n)+1n(1+i)>

In(n) In(n)
I (1+1)
- mInf|12+ - "/
mtt In(n)
I (1+1) )
In(n) n In(n)
Du coup, en posant u,, = ————, on a u, ~ v,, la série Zvn diverge (c’est une série

nln(n) =
télescopique et la suite associée (ln(ln n)) diverge) ; comme il s’agit de séries & termes

positifs, la série E u, est elle aussi divergente.
n>2

| pya—1
SUI 9 (CMT). Pour a € R’ et n € IN", on pose uy(a) = il

S ala+1)---(a+n—1)

U a
a. Montrer que la série Z In (nﬂ()> est convergente.
n>1 Un(a)

b. Montrer que la suite de fonctions (u,),>1 converge simplement sur ]Ri vers une fonction
f strictement positive.

Up(a) =In {Zii (1+:L>a1] zln(l—i—%)—ln(l—F%)ﬁ-(a—l) ln(1—|—%).



1
Finalement, v, (a) = aln (1+ f) —Iln (1+ g). En développant ensuite In(1+2z) au voisinage
n n

de 0 de facon “économique”, & savoir sous la forme In(1 + x) =z + O(z?), on obtient

o= (5+0(5)) - (5 +0(x)) =o(7)

On en déduit la convergence de la série de terme général v, (a).

b. Comme wv,(a) = Inupyi(a) — Inu,(a), on reconnait une série télescopique. Sa
convergence équivaut a la convergence de la suite de terme général Inw,(a). Posons alors

= lim 1 : 1 = 1l =l > 0.

l(a) o nuy(a). On a alors f(a) m Up(a) =e' >0

. 1
(—l)n \/ﬁ Sin (T)
SUI 10 (CCINP). Nature de la série de terme général w,, = ne
(=) ++n
sin(z) .. , . . -
Posons f(x) = 4o En divisant numérateur et dénominateur par v/n et en utilisant le
x

fait que la fonction sinus est impaire, on peut écrire

: 1 . (=1
—1)" sin (—) sin ( )
y :( ) \/ﬁ _ \/ﬁ :f(<—1)n>.
2y 1 2
vn N
Ecrivons f(z) = (sinz)(1 4+ 2)~' et développons chacun des facteurs & I'ordre deux au
voisinage de zéro (DL “fort” avec un reste en O(z?)) :

sinx
1+

=(z+0(@%) 1—z+2*+0(2°)) =z —2® + O(a?) .

= 0, le DL ci-dessus fournit un développement asymptotique de u,, :

Comme lim (1"
n—-—+oo \/ﬁ
NEI e
ny/n

Uy =
vn n
converge (critére spécial des séries alternées), la
)

=
NG

1 . .
—f) converge absolument (comparaison a une série de
ny/n

: 3 - . 1
Riemann d’exposant 5 convergente) ; par contre, la série de terme général y, = —— est
n

la série de terme général x, =

série de terme général z, = O(

divergente. On en déduit que Z uy, diverge.
n>2




1 LI
SUI 11 (CCINP). Nature de la série de terme général u,, = —, avec S, = Z Vk.

1 1 1inz
Ona u, = ————, en posant f(z) =2" =e” ’ pour z > 0. On étudie alors
> fk)
k=1
. . X e , 1-Inz
la fonction f : elle est positive sur R}, sa dérivée est f'(z) = ——5— f(z) , donc f
x

est croissante sur ]0, ¢], décroissante sur [e, +0o[, et atteint un maximum M pour z = e :
1 " 1
M = f(e) = €. On a alors 0 < Zf(k) < nM, puis u, > I Comme la série de
n
k=1
1
terme général i diverge (série harmonique, & un facteur constant pres), on en déduit la

divergence de la série de terme général u,,.

SUI 12 (CCINP) Soit x un réel appartenant a 'intervalle }0 5[ Convergence et calcul de

Zln (COS —)

Posons u,, = In (cos 2%) pour n € IN*, avec = € }O, g[ fixé. Alors u,, est bien défini car

x ™ x . . z
0 < — < —, donc cos — > 0. Ensuite, lim cos— =1, donc
2n 2’ 2n n——+oo 2n

2

_1( i) Lz 1(1)2_ =
U, = In ( cos 97 ) n e COoSs on 2o "3 \am = T gt

donc la série de terme général u,, est convergente (& termes négatifs).
Pour le calcul de la somme, la formule sin 2a = 2 sina cosa permet, pour tout réel a non

sin 2a

multiple de 7, d’écrire cosa =
2 sina

sin ——
1

. Ainsi, pour tout n € IN*, on a u, = In le .
2 sin 27

Si 'on exprime la somme partielle d’ordre n de la série, on observe alors un télescopage:

T . x
n sin —— .
Zuk_Zm =In Hi;} =In me .
2 sin —- 2k k1 2 sin — 2" sin —

2k 2n

n—+oo 2" sin — z

. sin x sinx
De sinu syl u, on déduit S(z Z In (cos —) = lim In (az) =In ( )
271,




SUT 13 (Mines-Ponts). Soit t € IR*. On pose u,, = e (") pour tout n € IN*.

a. En étudiant usg, et us,, montrer que la suite complexe (u,,) diverge.

C 1. . Un .
b. En considérant u,4+1 — u,, montrer que la série E — diverge.
n

a. Pour tout n, on a |u,| =1 donc, si la suite (u,) converge vers [, alors || = 1.

Si lim wu, = [, alors lim w9, = [ car c’est une suite extraite, mais on a aussi
n—-+o0o n—-+o00
Ugy = €M) = i) — )1 done | = ™3] par unicité de la limite.

n—-+o0o
Comme [ # 0, on en tire ¢ =1, soit ¢In(2) = 2k7 avec k € Z*.
De méme, lim g, =1 = et don tIn(3) = 2k’ avec k € Z*.
n—-+oo

In(3) K .

n(2) =7 € Q, ce qui est absurde, par exemple parce que cela peut

n
s'écrire aussi 3F = 2’“/, ce qui contredirait I'unicité de la décomposition d’un entier en
facteurs premiers.

On aurait alors

Moralité: la suite (u,) diverge.
b. On a

Ui — 1y = D) it In(n) _ it in(n) (eit m(1+4) _ 1> —u, (Zt n O(t))
n n

en utilisant le développement limité e = 1+ x4 O(2?) lorsque z tend vers 0. La suite (uy,)

p p o L U 1
étant bornée, réécrivons cela up41 — up =it — + O — |, ou encore sous la, forme
n n

U 1 1
Zn = E(Un+1 - un) +ry, avec Ty = O(ﬁ) .

On a vu en a. que la suite (u,) diverge, la série télescopique associée E (Unt1 — up) est
alors aussi divergente. Comme la série E r, converge, par opérations, on déduit que la

s s 7 un .
série de terme général — est divergente.
n

SUI 14 (CCINP 2016).

n
1
a. Soit H,, = Z T Montrer que H,, ~ In(n).
k=1
) une suite de réels convergente, de limite L non nulle. Donner un équivalent de

3

b. Soit (u

3

Sy =

U
?k lorsque n tend vers l'infini.
1

>
Il

. . . . 1 .
a. Classique comparaison série-intégrale: la fonction ¢ — n étant décroissante sur IR’ , pour

tout k > 2, ’encadrement

k+1 1 k
In(k+1) —In(k) = / % < z < / % =In(k) —In(k —1).
k k—1



En sommant pour k de 2 a n (et en rajoutant 1), on obtient
Inn+1)-In(2)+1 < H, < 1+1In(n).

Comme le minorant et le majorant sont tous deux équivalents & In(n) (facile!), on a par
encadrement H,, ~ In(n).

" up — L
b. En décomposant u = (up — L)+ L, ona S, = L H, + Z Uk = L H, + R,.
Rn k=1
Si l'on prouve que lirf T = 0, on aura R, = o(H,), donc S, ~ L H, ~ L In(n).
n—-+oo n
Allons-y, zou, c’est parti! Soit € > 0, il existe alors un rang N a partir duquel |u, — L] < g
n N n
U — L Uk — L Uk — L
> = =
Pour n > N,ona R, Z 2 Z A + Z A , donc
k=1 k=1 X J=N+1 .
R, 1 U — up —
ook Th .
" " k=1 " k=N+1

Puisque lilf H,, = +00, le premier terme de cette somme tend vers 0 lorsque n tend vers
n——+0o0o

I’infini, il existe donc un rang N; a partir duquel il est majoré par = en valeur absolue.

Quant au deuxiéme terme, on peut majorer sa valeur absolue ainsi:

1 & up—L 1 &K =L 1 & K1 1 el ¢
— Rl I Ll < — - —=-.
D B M ST R LT PN L
k=N+1 k=N+1 k=N+1 k=1
n B

Pour n > max{N, N1}, on a donc
Sp ~ L In(n).

Cette démonstration, en revenant a la définition de la limite, est trés proche de la démonstration
du théoréme de Cesdro.

< g, ce qui prouve que lim

= 0. Finalement,
n——4oo

n n

SUI 15 (ENSEA 2016). Soit « €]0, 1. Déterminer la nature de la série de terme général
Uy = (n+ (—1)”)a —n®.

n
1" 1
= p° {1+ (=) +O(2>—1}
n
= v, twy
(=" 1 . L .
avec U, = @ — et w, = O( ) La série de terme général v, converge grace au
nl-—a n27a

critere spécial des séries alternées: on a 1 —a > 0, donc la suite ( ) est décroissante et

-«
n
tend vers zéro. On a 1 < 2—a < 2, donc la série de terme général w,, converge. Finalement,

la série E Uy, converge.




VI.

SUITES et SERIES de FONCTIONS

SSF 1 (Centrale). On pose fo(z) = 0, puis fpy1(z / V2 + fn(t)? dt pour tout n € IN

a.
b.

C.

et x € R.
Montrer que, pour tout 7, la fonction f,, est de classe C! sur IR.

n+2
Montrer ¥n e N Vz € Ry 0< fpop1(z) — fu(z) < ( ro)

En déduire que la suite (f,,) admet une limite simple f, et que f est continue sur R.

d. Montrer que f est solution de I’équation différentielle non linéaire 3" = /22 + y2.

. Pour tout x réel positif, la série Z

. Par récurrence sur n. C’est trivial pour n = 0 et, si c’est vrai pour n, alors la fonction

t = % + fn(t)? est de classe C*, donc continue sur IR, & valeurs positives ou nulles. La
fonction z — \/x étant continue sur IR, , par composition, la fonction t — /t2 + f,,(t)? est
continue sur IR. D’apres le théoreme fondamental de 'analyse, la fonction f,, 1 en est une
primitive, c’est donc une fonction de classe C* sur IR.

. Notons d’abord que f,,(z) > 0 pour tout n et pour > 0 (évident). Ensuite, si a et b sont

des réels tels que 0 < a < betsit>0,ona

2 2 2 2
0<VE2Z+12—Vi2+a2 = A <P o
VE+R +VE2E+a?2 T bta

On procede alors par récurrence sur n. Les inégalités a démontrer sont vraies pour n=20
2
. x . x
puisque fi(x) = sgn(z) = donc pour z € R4, on a bien 0 < fi(z) — fo(x) = 5 <2 s

I’on suppose la propriété vraie au rang n, alors, pour = > 0,

frt2(@) = fas1() / (\/t + a1 (82 = VP + fult )
Cette expression est positive puisque 0 < f,,(t) < fn41(t) donc Uintégrande est positif. Puis

n+2
V2 + fai1(0)2 =12+ fu()2 < froa1(t) — fult) <

m par hypothese et, en intégrant

tn+2 xn73

sur [0,z], on obtient fhio(z) — fny1(z) < /0 et dt = i) ce qui acheve la

récurrence.

n+2
———— converge (série exponentielle), donc par com-

n + 2)!

n>0
paraison de séries & termes positifs, la série télescopique g ( frt1(x) = fn(:n)) converge.
n>0

On en déduit la convergence de la suite ( fn(:c)), on a donc prouvé la convergence simple de
la suite de fonctions (f,) sur R4, puis sur IR par parité: on montre en effet par récurrence

que les fonctions f,, sont impaires.
Si on fixe A > 0, pour n € N et x € [-A, A], on a
|n+2 An+2

(#)] < n+2 (n+2)!

’fn-{-l



An+2

et la série majorante Z ——— converge, on a ainsi prouvé la convergence normale sur
— (n+2)!
[—A, A] (donc sur tout segment de IR) de la série de fonctions Z(f”H — fn). Or, f estla
n>0

somme de cette série, et chaque fonction f,41 — f,, est continue, donc f est continue.
d. Posons g, (t) = /12 + fn(t)2. Alors les fonctions g, sont continues sur IR, et la suite de

fonctions (g,) converge uniformément sur tout segment de IR: en effet, on a montré en b.
que, si t € [-A, A] avec A > 0, alors
|t|n+2 Ant2
t) — t) < t) — t) < <
|gn+1( ) gn( )| = |fn+1( ) fn( )| = (n+2)| = (n+2)' ’

la série majorante étant convergente. Cela prouve la convergence normale, donc uniforme,

sur [—A, A], de la série de fonctions Z(gnﬂ — gn), C’est-a-dire la convergence uniforme
n>0

sur [—A, A] de la suite de fonctions (g,). On peut donc intervertir limite et intégrale sur le

segment [0, z]:

lim gn(t) dt = / lim g,(t)dt,
0 0

n—-+oo n—-+oo

xz T
soit EIE foyi1(z) = / V2 + f(t)?dt, soit f(x) = / V12 + f(t)2dt. On en déduit que

f est de classe C! et que

VeeR  fl(z)=+a2?+ f(z)?.

SSF 2 (CMT). Soit f: IR — IR, continue et 27-périodique. Pour n € IN* et = € IR, on pose
1 n
Fu@) =5 [ e+t ) de.
0

Soit N = {—” J soit 7 =mn — 27 N.
21
27

a. Montrer que Fn(x):% ; flx+1) f(t)dt+% /Orf(ert)f(t)dt.

b. Montrer que la suite de fonctions (F,) converge uniformément sur IR vers une fonction F'
que 'on précisera.

Commencons par noter que N < 2£ < N +1,donc 27N <n < 2x(N + 1), d’ou l'on tire
m

1 1 N 1 N 1 1
I’encadrement 0 < r < 2w, et aussi — — — < — < — donc |— — —| < —.
2t n n 27 n 2T n
a. On a d’abord, par la relation de Chasles,
1 27N n
F,(x)=— (/ flx+1t) fit)dt+ flx+1) f(t)dt) .
n 0 27N

Ensuite, pour tout réel x fixé, la fonction ¢t — f(¢) f(x + t) est 2w-périodique, donc



N—-1 2(k+1)w 2

2N
/0 Flo+1) f(t) dt = 2/2 Fatt fOdt=N [ f@+t) @) dt

k=0 k7 0

n n—2wN
et /2 flx+1t) f(t) dt:/o flx+1t) f(t)dt = / flz+1t) f(t) dt. Au final,

TN
N 2m 1 T
fg[;ﬂwwwmw+ﬁﬂf@+wmmt

. La fonction f est continue sur IR et périodique, elle est donc bornée d’ou l'existence de
T

| fllso = sup | f(t)]. On a alors / flx+1t) f(t) dt) < r|lflA <27 ||f||A. Par ailleurs, il
teR

N 1 n 1
résulte des remarques faites en préambule que — = — L—J — —. On en déduit
n—+4oo 2T

que, pour z réel fixé, on a hm Fo( / flxz+t) f(t) dt. On a ainsi prouvé la
convergence simple sur R de la sulte de fonctlons F,) vers la fonction
1 27
g:iT— — flx+1t) f(t)dt.
27
On a ensuite
I N 1 2
@)= g@)] = |= [ fe+tyf@ae+ (= —o=) [ fle+n s a
n 0 n 27T 0

1 N 1
< oSl - ] e I
n n 27

2
=2 £l

<

majoration uniforme, ce qui montre que ||F), — glloo < £||ino — 0. On a bien la
n n—-+oo

convergence uniforme de (F),) vers g sur RR.

SSF 3 (CMT). Pour = complexe, on pose S(z Zk —ha*

a. Quel est 'ensemble de définition D (dans le plan complexe) de la fonction S 7

b. Convergence normale de la série sur lintervalle I = D N IR. Continuité de la fonction
somme S sur I.

c. Calculer S(z).

d. Donner un équivalent de S(z) lorsque z — 0.

a. Notons d’abord que, pour z complexe, on a |e*| = ele(), pour le voir il suffit d’écrire

z = a+ib. Posons alors z = 22 et u, = ke 7. Alors |ug| = ke ®Re) = | (e” Re(z))k.
Discutons :



- si Re(z) < 0, alors e~ Re(®) > 1 et lim lug] = +oo, la série E u  est alors
k— 400
k>0
grossierement diverente ;

- si Re(z) > 0, alors k2|uy| = k* e FRe(®) = exp (3In(k) — kRe(z)) — 0, donc la

k——+o0
série E uy, converge absolument d’apres le critere de Riemann.
k>0
Bilan. La série g up converge si et seulement si Re(xQ) > 0, je laisse le lecteur se

E>0
persuader que, en posant x = x1 + ixo, différentes formulations équivalentes sont

Re(z?) >0 <= 2#0 et - % <arg(z) < (mod 7)

NP

= |z <] -

b. On a I = IR*. En posant ug(z) = ke " ona [luklloo,r = sup lug(x)] = lim uk(x) =k,
zel z—0

et la série de terme général k diverge, il n’y a donc pas convergence normale sur I = IR* de la

série de fonctions E ug. Par contre, si on fixe a > 0, en posant I, =] — oo, —a] U [a, +o0],
k>0
on a ||luglleo,r, = ur(a) qui est le terme général d’une série convergente, il y a donc

convergence normale de la série E uj sur tout intervalle I, et a fortiori sur tout segment
inclus dans IR*. Les fonctions u;, étant continues sur IR*, on en déduit la continuité de la
fonction somme S sur I = IR*.

c. Par des calculs classiques sur des séries entieéres (de rayon de convergence 1), on a, pour
tout r €] —1,1],

= I +00
T;)nrnzr ;nr"—lzri(zrn) :r%<lir) = (1jr)2 .

n=0

x

En appliquant cela avec r =e”~ 2, on obtient

400
Voel=R"  S(x)=) ke = -
k=0

1
d. Dee” —1 ~ wu,ondéduit S(z) ~ —.
u—0 z—0 T
= cosnz . -
SSF 4 (CMT). Calculer S(z) = g gm0 précisant le mode de convergence de la série de
n=1

fonctions. Calculer ensuite les intégrales

I, :/ S(x) cosprdx (peIN).
0



Calculons d’abord

f einm _ eix JFZOO (ezr)n _ eim _ eix (2 o efiz) _ 2€ia: -1
2n 2 2/  2—¢ir  (2—ei®)(2—e®) 5—4dcosx
n=1 n=0

On a reconnu une série géométrique de raison - Il ne reste plus qu’a extraire la partie

réelle :
+oo oo inx
cos nw e 2cosx — 1
Ve e R S(z) = =R ( —) =—.
o (z) Z 2n ¢ Z 2n 5—4cosz
n=1 n=1
2cosz —1 =
Fixons un entier naturel p, posons alors f(z) = F—doona cos(px) = g un(x), avec
n=1
1
up(z) = w. Comme ||up]oc = on la série de fonctions E u, converge
n>1

normalement sur IR, en particulier elle converge uniformément sur le segment [0, 7], ce qui
autorise a intervertir série et intégrale. Par ailleurs,

™
i 1 (™ 1 [™ = S1 n=
/ cos(nz) cos(px)dx = 7/ cos ((n—i—p)x)dx—«—f‘/ cos ((n—p)z)da = { 2 P
0 2 Jo 2 Jo 0 sinon
+00 - 0 si p=0
1
On obtient finalement I, = Z — / cos(nzx) cos(px) dz = T )
=2 J 5pr1  sinon

SSF 5 (Mines-Ponts 2016) Soit a un réel. Pour z € [0,1] et n € IN*, on pose
folz) =n%2z (1 —2)".
a. Pour quels réels « la suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?

b. Pour quels réels « la série de fonctions Z fn converge-t-elle uniformément sur [0, 1] 7

a. Il y a convergence simple de la suite de fonctions (f,,) vers la fonction nulle sur [0, 1]: en
effet, f,(0) = f,(1) = 0 pour tout n > 1 et, pour z €10,1[, on a

In(fu(z)) =aln(n) +In(z) +nn(l—z) —  —o0

n——4o0o

par croissances comparées, donc lim f,(z) = 0.
n—+o0o
On étudie les variations de la fonction f,, sur [0,1]. Ona f}(z) = n*(1—2)" "' (1—(n+1)z),
1
on en déduit que f, est croissante sur [0, a,], puis décroissante sur [a,, 1] avec a,, = I
n
et d’autre part f,(0) = f,,(1) = 0. Dresser un tableau de variations! On a donc

[l = mas [fu(@)| = () = (14 5) "~ "

z€[0,1] n+1 n+1 n n—+oo e

a—1




La convergence est uniforme sur [0, 1] si et seulement si Hr—? || frlloo =0, donc ssi a < 1.
n—-+00

b. La série de fonctions Z fn converge normalement sur [0, 1] lorsque la série de terme

général || fr||co converge, et le calcul ci-dessus montre que cela se produit ssi a < 0. D’apres
le cours, cette condition est suffisante pour qu’il y ait convergence uniforme de la série sur
[0, 1]. A priori, il pourrait y avoir convergence uniforme sans qu’il y ait convergence normale.

Cependant, pour @ = 0, la série étudiée est une série géométrique (convergente pour tout
0 pour =0
1 pour z €]0,1]
La fonction somme est discontinue alors que chacune des fonctions f;,, est continue sur [0, 1],

+oo
x €]0,1]), donc on sait calculer sa somme. On voit que so(z) = Z fulz) =
n=0

on en déduit que la convergence de la série de fonctions Z fn ne peut étre uniforme sur
[0, 1].
Et, si a > 0, la série de fonctions Z fn converge toujours simplement sur [0, 1] puisque

hrf 2 f,(x) = 0 pour tout x € [0,1] par croissances comparées, la fonction somme s,
n——+00

est toujours nulle en 0, mais en tout point de |0, 1], elle prend des valeurs au moins égales
a so(xz) = 1 (puisque n® > n® = 1), elle est donc toujours discontinue en 0, ce qui est
incompatible avec la convergence uniforme.

Finalement, il y a convergence uniforme sur [0,1] de la série de fonctions Z fn si et
seulement si a < 0.

SSF 6 (Centrale). Soit o > 1.
+oo
a. Ensemble de définition D de la fonction S, : x — Z ———. La fonction S, est-elle
— 1+ nex
continue sur D 7
b. Donner un équivalent de S, () lorsque @ — +o0.

c. La fonction S, est-elle intégrable sur IR’ ? Si oui, donner la valeur de son intégrale.
+oo
Pour tout réel s > 1, on pourra poser ((s) = Z — (fonction zéta de Riemann).
n

a. Posons u,(z) la fonction w,, est définie et continue sur IR. On a u,(0) = 1

T 1t neg?
donc la série de terme général u, (0) diverge. Pour  # 0, on a up(z) ~ ——, donc
n—+oo N2
Z un () converge puisque « > 1 (série de Riemann). Ainsi, D = IR*.
n>1
. . * 1
Soit S = [a, b] un segment inclus dans R’ (0 < a < b), alors [|uy[|eo,5 = un(a) = T

qui est le terme général d’une série convergente. On a ainsi convergence normale de la série
de fonctions E uy, sur tout segment inclus dans IRY , ce qui assure la continuité de S, sur
IR’,. On a aussi continuité sur IR™ par parité.



b. Pour tout n € IN*, on a up(z) ~

d’ou I'idée de conjecturer que cela “passe a
b
z—+o0 Nex2

+oo
la somme”: S, (z) ~ Z ! —C(C;)

T—+00 neg?  x
n=1

. Prouvons-le, pardi! Il s’agit en fait de montrer

$2

. 2 _ 2 _
que xll)riloox Sa(x) = (). Or, 22 So Zvn , avec up(z) = un(q:)—m

1 1
Pour tout n € IN*, on a lim v,(z) = —. De plus, 0 < v, (z) < — pour tout x € R",
n n

n—r—+4oo
ce qui montre la convergence normale de la série de fonctions g vy, sur IR*, on peut donc
intervertir somme et limite en +oc:
lim xQSa( = lim ( g vp(z ) E lim v,(z) =((a),
Tr—+00 r—+o0 1 m%+x
n=

ce qu’il fallait prouver.
1

mﬁr\;oo neg?
oo dg +oo T
Uy, = — -
/1 " /0 1+n2x2  /n / 1+t2 2 na/?

Ainsi, si @ > 2, alors la série de terme général / Uy = / |un| converge (série de
. .

. Chaque fonction u,, est intégrable sur IR’ (car p.p-c. en 0, et uy, () ), et

Riemann), cela permet d’appliquer le théoreme d’intégration terme & terme: la fonction
—+o0

" = E Uy, est alors intégrable sur ]Ri avec
n=1

+°° X e =X or T [
/0 dx—Z/ dx—zngg‘(g) pour a>2.

n=1 n=1

Sil < a < 2,alors la série E / u,, diverge, mais cela ne prouve rien a priori. Considérons

n>1
n

alors les sommes partielles s,, = Zuk Comme les uy sont positives, on a 0 < s,, < S,
k=1

pour tout n € IN*. Si S, était intégrable sur IR’ , le théoréme de convergence dominée

s’appliquerait & la suite (s,,) des sommes partielles: chacune de ces fonctions s,, est continue

sur IR}, on a la convergence simple de (s,) vers S, sur IR’ , on a la domination des s,, par

la fonction S, supposée intégrable, on déduirait donc la convergence de la suite de terme
n

+oo
7 z 7T . Y .
général / Sp(x) doe = E S sz’ on aurait donc convergence d’une série de Riemann
0
k=1

(63 . e *
d’exposant 3 ce qui est absurde. Donc S, n’est pas intégrable sur IR, dans ce cas.

Bilan. La fonction S, est intégrable sur IR”, si et seulement si a > 2 et, dans ce cas,

[ s=34(3)




+
8
+
8

T

—
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SSF 7 (CCINP). On pose ((z)= Y ,le et Cofz) =

n=1 n—=

—

a. Déterminer les ensembles de définition de ¢ et de (o.
b. Montrer que ¢ et (5 sont continues sur leurs ensembles de définition respectifs.
c. Montrer que ces fonctions sont dérivables, exprimer ¢’ et (5.

d. Calculer ((x) — {2(z) et donner une relation entre ces fonctions.

1
e. Montrer que ((x) NPT déduire (2(1).
x—1T T —

a.b.c. cf. feuille d’exos sur les suites et séries de fonctions, exos 13 et 14.
Du cours, on déduit que D¢ =|1,+o00[ (convergence d’une série de Riemann). En posant
up(r) = —, les fonctions u, sont de classe C' sur ]1,4o0], la série de fonctions Zun
n

n>1

—1In(n)

converge simplement sur cet intervalle, et on a u/,(z) = . Si S = [a,b] est un seg-

ment inclus dans |1, +o0[, la série de fonctions Z u,, converge normalement sur S puisque
In(n)

a

lu |loo.s = est sommable: en effet, en choisissant « réel tel que 1 < o < a, on montre
In(n) 1 . 1 ..
que —— =0 ) Donc la fonction ¢ est de classe C* sur |1,4+o00[ et on peut dériver
n

terme a terme:

Vo €]l too|  (a) = -

Concernant (3, on a D¢, = R (si # < 0, la série définissant (a(x) est grossierement

divergente). Pour le caractere C' sur cet intervalle, je renvoie le lecteur au corrigé de I’exo
| e of séri . oy = S~ (CD" ()

14 (feuille de TD “suites et séries de fonctions”). On a (5(x) = Z —— s

n=1

*
ur IR .

nx
d. Pour z > 1, 0n a

(=t X2

((2) = Ga(2) = Z e = Z (2p)* =27 ((x)

n=1 p=1

(les termes d’indices impairs sont nuls, on réindexe alors les termes d’indices pairs en posant
n = 2p). Donc (o(z) = (1—2"77) (().

e. Pour équivalent de ((z), cf. corrigé de ’exo 14 sur la feuille de TD (encadrement par des
intégrales). On écrit alors, lorsque z — 1,

1-2177 = 17 = 1 (14 (1-2) In(2)+0(1—2)) = (v—1) In(2)+o(z—1) ~ (z—1)1n(2) .

T—r

De la relation obtenue en d., on déduit que lim+ C2(x) = In(2). Comme la fonction (5 est
z—1

continue au point 1, on a donc (2(1) = In(2).



Remarque. On retrouve donc la somme de la série harmonique alternée, puisque

“+o0
-1 n+1
(1) = Z % = In(2), résultat bien connu.
n=1

SSF 8 (CCMP 2023). Soit (f,,) la suite de fonctions définies sur [0, 1] par
1
fot)=0 et VnelN Vte[01] fou(t)=fult)+5 (1= fa(®)?)

a. Montrer que Yn € IN Vit €[0,1] 0< f(t) < frny1(t) < N

b. En déduire la convergence simple sur [0, 1] de la suite de fonctions (f,,). Quelle est la fonction
limite, notée f 7

c. Etudier la convergence uniforme.

d. En déduire que la fonction x + |x| est limite uniforme sur [—1,1] d’une suite de fonctions
polynomiales.

t
a. On procede par récurrence sur n : c’est évident si n = 0 car fi(t) = 3 < V't sur [0,1].

Supposons les inégalités 0 < f,,(t) < far1(t) < V/t vraies pour un n donné, on a alors

t— fap1(®)? >0, donc 0 < frp1(t) < faga(t) = far1(t) + % (t = far1(8)?), et

Vi-fusa®) = Vi- fun(®) - 5 (Vi funa®) (VE+ fun(9)

= (Vi fona®) (15 (Vi fana(9)) *)

De Ihypothése de récurrence, on déduit alors v/t + fny1(t) < 21, puis Vit — fnya(t) >0
(les deux facteurs de (*) sont positifs, le deuxiéme facteur étant plus grand que 1 — V't qui
est positif), ce qui achéve la récurrence.

b. Pour ¢ € [0, 1] fixé, la suite (fn(t)) est croissante, et majorée par v/, elle est donc conver-
1
gente, notons f(t) sa limite. On a alors f(t) = f(t) + 3 (t— f(t)?) et par ailleurs f(t) >0,
donc f(t) = Vt.

c. En reprenant I'inégalité (*) ci-dessus, on a facilement

vt e [071] Vn e N 0< \/g_fnJrl(t) < (\/i_fn(t)) (1_ g) .

Par une récurrence immeédiate, on déduit alors

t\"
el el 0<viefn<vi(1-Y)".
Pour u € [0,1] et n € IN, posons gn(u) = u (1 - %)n ; alors la suite de fonctions (g;,)

converge uniformément sur [0,1] vers la fonction nulle car une étude de fonction montre
que



g |o = (2)— 2 (1+1)7” 2,
Inlloo = gn n+1/ n+1 n en n—too '

—n
Donc max |\/z§ - fn(t)’ < 2 (1 + l) — 0, ce qui montre que la suite de
t€[0,1] n+1 n n—-+00
fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction t — v/t.
d. Pour z € [-1,1], on a |z| = V2, avec 2% € [0,1]. Posons Qn(z) = fn(2?) pour n € IN et
x € [—1,1] ; alors les fonctions @,, sont polynomiales sur [—1, 1] et la suite de fonctions @,
converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction valeur absolue.

VII. SERIES ENTIERES

n “+ o0
n . Qn n
SEE 1 (CMT). On pose ag =1 et, pour tout n, ap+1 = ,;_0 (k‘) ag. Soit f(x) = 270 v EA

a. Montrer que 0 < a,, < n! pour tout n.
b. Qu’en déduit-on sur le rayon de convergence R de f 7

c. Expliciter f en trouvant une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par cette fonction.

a. Puisque la suite (a,) est définie par récurrence forte, procédons de méme pour prouver
I'inégalité. Elle est immédiate pour n = 0 et, si on se donne n € IN et si I’on suppose
lencadrement vrai pour tout k € [0, n], alors

n

OSG"H:Z(Z)%S;:;(Z)M:”!kznjzo(nlk)!gm x (n+1) = (n+1)!

k=0
puisque la derniere somme mentionnée comporte n+ 1 termes tous inférieurs a 1. La preuve
par récurrence forte est donc achevée.

a
b. La suite des coefficients (—7:) est bornée, on en déduit que R > 1. Je ne pense pas que ’'on
n

puisse en dire plus pour le moment.

c. La fonction f est définie et de classe C* au moins sur l'intervalle I =] — R, R[. Pour z € I,
on a
+oo a +oo a ) +oo n ay 1
fa) = Y o = T =2 ( o .) 2"
a (=1 n=0 " o Niz K (n— k)
400 a +00 24
—_ P _ T
- (5 (%) -
p=0 q=0

puisque l’on reconnait un produit de Cauchy.

La fonction f est donc solution sur I de I’équation différentielle y' = ey, donc f(z) = Ce®",
ot C' est une constante réelle. Enfin f(0) =ag=1=C-e,donc C =e ‘et f(z)=e 1



Remarque. On a en fait R = 400, mais la preuve est plus difficile! Les a,, sont les nombres
de Bell. On peut montrer que a,, est le nombre de partitions de U'intervalle entier [1, n].

1—cosx

1
SEE 2 (CCINP). Soit f: R — IR définie par f(z) = 2 six#0, et f(0)= 7
a. Montrer que f est continue sur IR.

b. Montrer que f est de classe C* sur IR, calculer f (”)(0) pour tout entier naturel n.

1—cos(z) 1

a. Il est connu que lin%) =3 ou on le retrouve a partir du développement limité
r—r

)
22
cos(z) =1— 5 + o(z?).

+oo 2n

x
b. La fonction cosinus est développable en série entiere sur IR avec cos(x) = Z(—l)" o)l
n)!

n=0

On en déduit que
1 +o0o 2n +oo —92 +oo omn

Vo e R" fx) = T2 (=1)" én)l = Z(_l)nﬂ ?2n)! - Z(—l)"ﬁ

n=1 n=1 n=0

et, I’égalité entre les termes extrémes étant vraie aussi pour z = 0, la fonction f est
développable en série entiere sur IR, elle est donc de classe C* sur IR. La série entiere dont
elle est la somme étant nécessairement sa série de Taylor, on a donc f (2"+1)(0) = 0 pour

= Fe(0)
tout n (ce qu’on retrouve par le fait que f est une fonction paire), et f(z) = E T)'m "
n)!

n=0

donc, par identification (unicité du DSE), on déduit

2n _ (_1)71
vn €N f()m%_@n+D@n+®'

2t
1+1¢2
de convergence de la série entiere Z anx™.

1

n 1

SEE 3 (CCINP). Soit a, = / ( ) dt. Montrer que 1 < a, < 1. Trouver le rayon
0 n

1
De l'inégalité usuelle |ab| < §(a2 +b?), on déduit que <1 pour tout ¢ € [0,1], donc

1+t~
an < 1 en intégrant cette inégalité. Puis, pour ¢ € [0,1], on a 1 + t? < 2, donc e >1
2t
et —— >, d’ou la minoration de l'intégrale
1+1¢2

1 1
2% \n
%:/< )&2/#&: LI
0 1+t2 0 n+1

On a donc 'encadrement demandé, d’ou il résulte que

1
1 < |an| < 1 pour tout n.



De la majoration |a,| < 1, il résute que le rayon de convergence R de la série entiére

Z anx™ est au moins égal & celui de Z:r
. . 1

De la minoration |a,| > ——

n+1

Z anx™ est au plus égal a celui de Z

Finalement, R = 1.

n

n

" donc R > 1.

, il résute que le rayon de convergence R de la série entiere

qui est aussi 1, donc R < 1.

SEE 4 (CCINP). Donner le rayon de convergence et la somme de la série entiere

4

est le méme que celui de la série entiere E
n>1

1
Posons a,, = — cos (
n 2

Pour le calcul, posons b,

2
il + E) pour n > 1 ; alors |a,| = ;L,
n

_1 . (77+n7r) f
—nsm 1 5 puis

x’ﬂ

donc le rayon de convergence

2
ix’ﬂ a savoir R = 1.

Zan ) me pour

x €] —1,1] (il est clair que les deux séries entiéres ont pour rayon de convergence 1), et

enfin
+o0 +oco . 7{+n72 LL‘ le( +oo n
) = f() +i0(e) = 3 (an +ibu)a” = 3 e Wl Xy,
On a alors, toujours dans | — 1, 1[ intervalle de convergence :
w1+ n n—1 ™ 1%1'(
p . if ni® B 27[
h(z) = e ngl - = Z i) =1 i
V2 -1+ Q(—lﬂ)(lﬂx)
21—z 2 14 2?2 '
21
On en tire f'(z) = Re (K (z)) = —g . _:—;:2 puis, sachant que f(0) =0,
2
Vee]—1,1] f(a:):—£ (Arctanx—i— In(1+ ))




SEE 5 (CCINP). Développer en série entiere la fonction f : z — / cos(z cost) dt.
0

Fixons un réel z. La fonction cosinus étant développable en série entiere sur IR, on a

s ) n n.2n 2n
flx) = / ( Un(t)) dt, avec wu,(t) = (=1)" 2™ (cos?) . Les fonctions wu,, sont
0 "o (211)!
continues sur le segment [0, 7] et la série de fonctions Z U, converge normalement
n>0
2n 2n

sur ce segment puisque |u,(t)] < et la série de terme général ; est convergente

T
(2n)! (2n)!
puisque c’est une série exponentielle. On peut donc intervertir série et intégrale (sur un
segment!!), ce qui donne

I ptoo too n .2 ™
_ N EDret on
f(a:)—nZ:O /0 un () dt_nz:% o /0 cos? 1 dt

s
et les intégrales W,, = / cos?™ tdt se calculent par récurrence (ce sont les intégrales de
0

Wallis) : par exemple,

™ s 1
Whi1 = / cos®™ t (1 —sin®t) dt = W, — / (sint) (cos®™ t sint) dt = W,, — ——— W1
0 0 2n+1
2 1
(intégration par parties), ce qui donne W, 11 = ntl W, puis
2n +2
2n—1)x(2n—3) x---x3x1 (2n)!

W, =

.

2n)x (2n—2)x - x4dx2 07 220 (nl)2

Finalement,

+oo 2n
Ve e R f(QU):”Z%
n=0 :

SEE 6 (CCINP).
1
Iy
b. Développer f en série entiere en précisant le rayon de convergence.

a. Décomposer en éléments simples f(z) =

c. Donner le développement limité de f a 'ordre 3 au voisinage de 0.

a. Je ne détaille pas le calcul. On obtient
-1
@)= (z+1)(z—-2)

C’est bien str valable pour z € R\ {-1,2}.

Wl =
~
8
|-
—
\
8
| | =
]
~—



b. On développe chaque élément simple en série entiere, partant de la série géométrique
“+oo
1 n L 1 1 1
Zu pour u €] — 1,1[. Ecrivons f(z) = 3112 + 5 —z

cela permet

1—u
n=0

de développer pour |z| < 1, on obtient

_1+OO 1" " 1+°°In_+°° (71)n 1 n
f@)=5 2 ()= +6n2_%2"_nz_%< 3 +6><2”>x '

n=0

Le rayon de convergence est 1, on peut le revérifier par la régle de d’Alembert, mais c’est
évident puisqu’on a ajouté deux séries entieres ayant des rayons de convergence distincts
(1 et 2 respectivement), c’est donc le minimum des deux.

c. Il suffit de tronquer a I'ordre 3 le développement en série entiere (puisqu’on sait que f est de
classe C* sur | —1, 2] par exemple, elle admet donc un DL & tout ordre au voisinage de zéro,
et les coefficients des DL se calculent par la méme formule que ceux des développements en
série entiere, & savoir des formules de Taylor), cela donne

118, 5 .
f(x)—2 4a:+8x 6% +o(z?) .

1
SEE 7 (CMT). Rayon de convergence de la série entiere E anx™, avec a, = Arccos (1 — —p),
n
n>1
ou p est un réel strictement positif donné.

Cherchons un équivalent de a,, lorsque n — +oco. Pour cela, il serait bien de disposer d’un
équivalent de Arccos z lorsque x tend vers 17, ou d’un équivalent de Arccos(1 — h) lorsque

92
h — 07. Posons 6 = Arccos(1—h),si h — 07, alors § — 0% et 1—h = cosf = 1—3—1—0(92),

92
d’ott h ~ 9 Comme 6 > 0, on en tire § ~ V/2h, i.e. Arccos(1 — h) h0+ vah

—

) . 1 : 2
En conséquence, puisque — — 0", on tire a, ~ {/— lorsque n — 4o00. Il en
npbP n—-+oo npb

, . An+41
résulte que lim
n—+00  Ap

=1, puis que la série entiére a pour rayon de convergence R = 1.

SEE 8 (CMT).

11—t
a. Développement en série entiere de F(x) = / dt.

o 1+¢2

b. Exprimer F'(x) a 'aide de fonctions usuelles.
S

c. Convergence et somme de 7;) Gnt D20 +2)




—+o0 —+o0

; 1-t 2 2n+1 ‘ntéerati
a. Tout d’abord, e ;(—1)% no_ ;(_1)% "T% pour t €] — 1,1[. Par intégration
terme & terme (toujours autorisée pour une série entiére), on a
too 2n+1 too 2n+2
x x
Veel—-1,1] Flz)=S (=) N (=1 . *
R B D N M *)

En fait, cette relation est vraie sur le segment [—1,1] ; en effet, la fonction F' est définie
et continue sur IR comme primitive d’une fonction continue sur IR. Pour z €] — 1,1], on

too | a2l too | x2nt? .

a F(x) = G(z) — H(x) avec G(z) = nz:%(—l) o T 1 et H(z) = nz:%(—l) 2 Mais
too . 22+l . .

G(z) = nzogn(x) en posant g,(z) = (—1) 1 la série de fonctions nz>0gn converge

uniformément (mais pas normalement) sur le segment [—1, 1] puisque, pour x € [0, 1] fixé,

x2n+1

) tend
2n + 1/ neN

elle vérifie les hypotheses du critere spécial des séries alternées : la suite (

vers zéro en décroissant, on peut donc majorer le reste :

+oo 22k +1 2203 1
> (-1F < < — 0,
it 2k +1 2n+3 2n+3 n—o+oo

ce qui montre que le reste converge uniformément vers 0. La fonction G est donc définie
et continue sur [0,1] comme somme d’une série de fonctions continues convergeant uni-
formément, idem pour H. En passant a la limite (x — 1) dans (*), on obtient

Ly (1 1 S~ (=L"
F(1)=/0 mdtznz:%(_l) (2n+1_2n+2):;(2”+1)(2n+2).

1
b. Un calcul facile donne F(x) = arctanx — 3 In(1+ 2%) pour tout z réel.

c. La convergence de la série a été obtenue en a., mais elle est par ailleurs évidente (il y a
convergence absolue). Le a. permet surtout de calculer la somme :

S —L” 1 m In2
Z @n +(1)()2n+ 2) = F(1) = arctan(1) — 5 In(2) = e

n=0

2n? +3n+1
SEE 9 (CCINP 2016). Convergence et calcul de la somme de Z mrontl

2n+1
n>0
22 +3 1
Posons a,, = M Alors a,, > 0 et
2n+1
an+1_1x2n2+7n+6 . 1 <1
an, 2 2n243n+1 notoo 2 ’

donc, par la regle de d’Alembert, la série converge.



“+oo
1
Le calcul utilise des séries géométriques. Pour x € | — 1, 1], posons f(z) = Z " = . .
-z
n=0
00 1 00 9
Alors  f'(z) = an"fl = G2 et f/(z) = Zn(n — 2" ? = a—ap On
n=1 n=2
i 12n(n—-1)+5n+1 . |
décompose a,, en a, = = , ainsi
2 2n
+o00 “+oo 400 400
nin —1) n 1
Do = D T 5 g T e
n=0 n=0 n=1 n=0
B 1+Oon(n—1)+5+§ n +1+°°1
] Ton—2 T g4 on—1 T 9 on
4n:2 2 4n:12 2n:02
1, 1) 5 ,(1) 1 (1)
AT AP EACRETAC
= 1><16+5><4—i—1><2—10
4 4 2 o

n
SEE 10 (CCINP). Soit la suite (u,,) définie par ug =3 et Vn € IN  upiq = Z (Z) UpUp— -
k=0
Un oyt

a. Montrer que, pour tout n entier naturel, 0 < T <
n!

“+o0
n . P 11 .
b. Soit f(z) = Z %x” Montrer que f est bien définie sur }4, 1 { et qu’elle est solution

n=0
de Péquation différentielle y’ = 2.

c. En déduire u,, pour tout n.

a. La suite (u,) est bien définie de fagcon unique, par une récurrence forte. Notons (P,) la

n

propriété a démontrer, a savoir 'encadrement 0 < — < 4" pour un entier n donné.

n!
Nous allons démontrer (P,) par récurrence forte. Il est clair que (Pp) est vrai. Soit n € IN,
supposons (Py) vraie pour tout k € [0,n], alors

n

e ! n 1 ~(n k+1 n—k+1
S(”H)!_(”“)’kz()(k)uku"_kg(nﬂ)!kzo(k) kAR (0 — k)14 :

soit (la somme majorante comporte n + 1 termes égaux):

Un+1 1 n-+2 n+2
0< < 1 14 =4 .
S S man X

L’encadrement (P,) est donc prouvé par récurrence forte.



b. La série entiere géométrique E 4nH1" ayant pour rayon de convergence —, on déduit par
4
. .. o Un o 1
comparaison que la série entiere g —7 " a un rayon de convergence R tel que R > 1 Sa
n!

11
somme f est donc bien définie et de classe C*™ sur U'intervalle [ = } 1 [

Pour z € I, par un produit de Cauchy, on a

+oo n Uk Upk -i-oou_i_1 +oou
2 __ n— n __ n n __ n n—1 __ g/
f(@) _Z<k <}l (nk)!)w =) A= et =),

n=0 n=0 n=1

donc f est solution sur I de I’équation différentielle (non linéaire) 3" = .
c. La résolution des équations différentielles non linéaires n’est pas au programme
de PSI. On note toutefois qu’il s’agit d’'une “équation a variables séparables”, et on peut

espérer que ’examinateur aura fourni quelques indications. Si la fonction y ne s’annule
/

1
pas sur I, I'équation peut se mettre sous la forme y—z =1, ce qui s’integre en —— = 2+ C,
Y

1
x4+ C’

1
soit y = ———. 1l existe donc une constante réelle C telle que Vz € I f(z)=—
x

+C

-1 1
Pour x =0,0n a f(0) =uy =3 = Yol donc C' = -3 Finalement,

1—3z "

11
Par ailleurs, pour z € I, et méme pour z € J = ] ~33 {, on développe

f(z) = 53 Jio 3" = f 3ntlgn
1—-3x o =
Par unicité du développement en série entiere,
Vn e N % =3 donc  w, =3"'nl.

Remarque 1. On peut maintenant affirmer que le rayon de convergence R de la série
N Up 1
entiere —ax" est R= —.
> 5

Remarque 2. En posant v, = 3"T! nl, il est immédiat de vérifier que vy = 3 et que
n

Upp1 = Z (Z) VkUn—k pour tout n. Les suites (uy,) et (v,) vérifiant la méme initialisation

k=0
et la méme relation de récurrence forte, on a bien u,, = v, pour tout n, ce qui constitue

une vérification des calculs effectués.




SEE 11 (CMT).

a. Rayon de convergence et calcul de la somme de la série entiere Z(l — )"
oo n>0
b. En déduire la valeur de S Z L
. i % = .
— (3n+1)3n+2)
+oo —+oo
a. Posons s(z) = Z(l — )2’ = (1 - 2) Z(x?’)", on reconnait une série géométrique de
n=0 n=0
raison o, qui converge ssi || < 1, c’est-a-dire ssi || < 1. Le rayon de convergence est
- 1

donc R=1et, pour x €] — 1,1[, on a s(x) =

1—a23 14+ x4+ a2

1
b. La série proposée converge puisque son terme général est équivalent a oz Notons aussi
n

1 1 1
que Gn+1)(3n+2) =3, 1 g2 ce qui nous rapproche de la question a. Posons
en effet f,(zr) = (1 — z)2®" = 2" — 23! pour x € T = [0,1[. Alors chaque fonction

fn est continue et intégrable sur I (car prolongeable par continuité au point 1 en posant
fn(1) = 0), la série de fonctions Z fn converge simplement sur I vers la fonction continue

1

1 1
s:x+— ————— enfin = 2" — 23t dr = est le terme
2 +z+1 /,'f”| /0( ) (3n+1)(3n +2)
général d’une série convergente. On peut donc appliquer le théoreme d’intégration terme a

terme qui afﬁrme que la fonction s est intégrable sur I (mais ga, ce n’est pas un scoop!) et

surtout que Z / fn = /Z fn, c’est-a-dire que

JFOO 1 1 d.’L‘
5= Z (3n+1) 3n+2 /f / sla) de /O ?4+x+1

Il reste donc a calculer cette derniere intégrale. Pour cela, on met le trindme au dénominateur

sous forme canonique et on fait un changement de variable affine pour se ramener a du
du

(ces manipulations, autrefois classiques, sont un peu passées de mode). On obtient

u2+11 1
d d 1 3
S = 332 :/ 2$ 5 et on pose alors x+§=§u7 d’ou
0 (33—|—%) +3 Jo (a:+§) +<73)
V3B gy, 2




VIII. ESPACES VECTORIELS NORMES
EVN 1 (CCINP). Soit E = {A(x,y) - (fc ig) ] (z,y) € 1R2} C Msy(R).
a. L’ensemble B} ={A € E| rg(A) <1} est- il fermé? Est-il borné ?
b. L’ensemble Ey = E N O2(IR) est-il fermé ? Est-il borné ?
c. Soit ¢ : R* = R, (z,y) — Tr(A(z,y)?). L’application ¢ admet-elle un extremum local ?

a. L’ensemble F est une partie fermée de M5 (IR), on peut le voir par caractérisation séquentielle:
si (A(xn, yn))ne]N est une suite convergente d’éléments de F, i.e.

_ Tn 3yn _ a b
A(a:n,yn)— (JJ” 4yn> n—>—+>oo L= (C d) ’

. . d x 3y
alors ngg}ooxn =a=-cet ngl}rlooyn =3= 7 alors L = v o4y) = A(z,y) € E, en
posant x = lim =z, et y = lim y,. L'ensemble F est bien stable par passage a la limite.
n—-+00 n—-—+o00

De plus, E1 = FE N F, ou
F = Ms(R)\ GLy(R) = {M € Ma(R) | det(M) =0} =det™" ({0}) .
L’ensemble F' des matrices 2x2 non inversibles est fermé car image réciproque du fermé {0}
de IR par I'application continue det : My(IR) — IR.
Donc E1 = E N F est fermé car intersection de deux fermés de I'espace vectoriel Mo (IR).

L’ensemble E; n’est pas borné, par exemple parce qu’il contient la partie, manifestement

non bornée, constituée de toutes les matrices A(n,0) = (Z 8), avec n € IN.

b. On a vu ci-dessus que E est fermé. L’ensemble O3(IR) (groupe orthogonal) est fermé aussi car
image réciproque de la partie fermée {I>} de M3 (IR) par I'application Ms(IR) = M2 (IR),
M — MTM qui est continue car polynomiale. Donc Es est fermé comme intersection de
deux fermés.

Enfin, E; C O2(IR), et O2(IR) est borné (par exemple parce que les coefficients d’une
matrice orthogonale sont tous dans [—1, 1]), donc Ey est borné.

c. Le lecteur vérifiera que o(z,y) = 2% + 62y + 16y> = (= + 3y)? + Ty? (mise sous forme
0
canonique). On a 8—@ = 2z + 6y et a—w = 6x + 32y, le seul point critique est (0,0), et ce
€ Y

point est un minimum local (et méme global) puisque la forme canonique ci-dessus montre
que

V(z,y) eR>  o(z,y) > 0=(0,0).




EVN 2 (CMT). Soit l'espace vectoriel E = {f € C*([0,n],R) | f(0) = f(x) = 0}. Pour
f € E, on pose
N = e |7(0) - 5@

z€[0,m

Montrer que N est une norme sur F.

L’application N est bien définie sur E (puisque |f” — f| est continue sur le segment
[0, 7], donc y atteint un maximum), & valeurs positives ou nulles. L’axiome d’homogénéité
N(Af) = |A| N(f) et Pinégalité triangulaire N(f + g) < N(f) + N(g) sont triviales.
Vérifions axiome de séparation: si f € F vérifie N(f) = 0, alors f est solution de I’équation
différentielle y" —y = 0, donc est de la forme f : x — A ch(z)+ B sh(x). Les conditions aux
limites f(0) = 0 et f(m) = 0 entrainent A = 0, puis B sh(n) = 0 donc B = 0, finalement
f=0.

En conclusion, N est bien une norme sur l’espace vectoriel F.

EVN 3 (CCINP). Pour f € E=C([0,1],IR), on pose N(f) = /1 el |f(t)] dt.
0

a. Montrer que N est une norme sur F.
b. On définit une suite de fonctions (f,), n € IN*, par

1
l—-nzx si 0<z<—
0 si —<x<l1

n

Etudier la convergence de la suite (f,,) dans I'espace vectoriel normé (E, N), et dans ’e.v.n.
(E,Noo).
c. Existe-t-il des constantes strictement positives C et C’ telles que C N < No, < C' N?

a. Comme d’habitude, I’homogénéité et I'inégalité triangulaire sont évidentes. Pour I’axiome
de séparation, si N(f) = 0, alors la fonction ¢ + e | f(¢)| est continue, positive, d’intégrale
nulle, donc est la fonction nulle, d’ou f = 0.

b. La suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie par
1
f(0)=1et f(x) =0siz €]0,1]: en effet, pour x €]0,1] fixé, on a f,(z) =0 dés que n > —.
T
Les fonctions f,, étant toutes continues mais pas leur limite, il ne peut y avoir convergence
uniforme sur [0, 1], autrement dit la suite (f,,) est divergente dans I’espace vectoriel normé
(E, NOO). De plus, la fonction limite simple f n’appartient pas o F.

Par contre, la suite (f,) converge vers la fonction nulle dans l'e.v.n. (E, N) puisque

: 1

N(fn—O):N(fn)z/(i(l—nt)etdt:neﬁ—n—l — 0.

n—-+oo



c. Les normes N et N, sur F ne sont pas équivalentes puisqu’une suite peut converger pour

1
N et pas pour No. On constate toutefois que N(f) < Noo(f) / el dt = (e — 1) Noo(f)
0

N N,
pour tout f € E, donc le rapport N est borné. Le rapport WOO n’est pas borné puisque

o0
N(f,) tend vers zéro alors que N (f,) = 1 pour tout n.

IX. INTEGRATION
INT 1 (CCINP 2016).

+oo
a. Calculer s(z) = Z z2e™ "™ lorsque cela a un sens.
n=1 +o0 2 +oo 2
b. Justifier 'existence de 'intégrale J = / dz, et montrer que J = Z —3-
0 et —1 —n

a. Si x < 0, la série proposée diverge grossierement (série géométrique de raison e™* > 1
Pour 2 = 0, on a s(0) = 0. Pour > 0, on a une série géométrique de raison e~ * € |0, 1
d’ou la convergence et

).

[,
= = x2e " x?

Vo € R} s(z) = szefna: — 20 Z(eﬂ)n _ =

n=1

S l—e®  er—1°
n=0

2
b. La fonction s : z —

est continue sur IR’ , on a s(x) ~ x donc la fonction s est

e” — z—0
prolongeable par continuité en 0 avec lim s(z) = 0, enfin s(z) ~ 2%~ donc on a
z—0 T—400
lim xzs(x) = 0 par croissances comparées. Finalement, la fonction s est intégrable sur

Tr—r+00
10, +00] et l'intégrale généralisée J est convergente.

Posons f,(z) = z’¢™" pour z € R} et n € IN*. Alors chaque fonction f,, est continue

et intégrable sur IR’ (pas de probleme en 0 car limite nulle, et lilll 22 f,(x) = 0 par
Tr—r+00

croissances comparées). Par construction, la série de fonctions Z fn converge simplement
n>1

sur IR’} et a pour somme la fonction continue s. Enfin, deux hipépés que le lecteur se fera

un plaisir de détailler donnent (les fonctions f,, étant positives)

+o00 +o00 )
/ ‘fn(:c)|dx:/ w?e " dr = — .
0 0

n3

2
La série de terme général — étant convergente, le théoreme d’intégration terme a terme
n

s’applique, et donne

oo |, too +o00 oo +o00o
J—/O+ (;fn(x»dx—;/(: fn(z)d$22%

n=1




INT 2 (CMT 2016).

S

a. Convergence simple, uniforme, de la suite de fonctions (f,,), avec fp(x) = (sinz)” sur le

segment [O, g] .

b. Déterminer lim ful(z) de.
n—-+oo 0

a. Pour z € }O, E}, ona lim f,(x)=1, mais f,(0) =0 pour tout n. La siute de fonctions
2 n—-+00

(fn) converge donc simplement vers la fonction f : [O, g} — IR, nulle en 0, et de valeur 1

m . . ™ . o .
sur } 0, 5} . Les fonctions f,, sont continues sur le segment [O, 5} , la fonction limite simple f
ne 'est pas, il ne peut donc y avoir convergence uniforme sur ce segment. En revanche, pour

tout a € }07 g} la convergence de (f,) vers f est uniforme sur tout segment de la forme
Se = {a, g} en effet,
1= Flloe,s, = max (1 _z sin(:z:)) =1- ¢/sinla) — 0.
TES,

n—-+o0o

b. Le théoreme d’interversion limite-intégrale sur un segment, avec I’hypothese de convergence
uniforme, ne s’appliquant pas, essayons le théoreme de convergence dominée. Les fonctions

™
fn sont continues (par morceaux) sur S = [075}, la suite de fonctions (f,) converge

simplement sur S vers la fonction c.p.m. f, et on a la domination
T
e [0.5] wmeN  |f@)<1,

la fonction constante 1 étant intégrable sur S. On a donc

lim /Oifn(x)dx:/(ff(m)dm:g.

n—-+oo

+oo
INT 3 (CMT 2016). On pose f(z) z/ e ®" Arctan(t) dt.
0
a. Montrer que f est bien définie sur IR’ .
1
b. Montrer que f(z) Metipe2

a. Soit x réel. Posons f,(t) =e pour tout ¢ € IR, . La fonction f, est continue sur IR’

intégrable sur IR’ car 0 < f,.(t) < e_’L’Z7 et il est connu que t — e~ est intégrable sur IR .

+o0
On en déduit I'existence de F(z) = / f=(t) dt pour tout z réel. Ainsi, Dr = R.
0
b. La fonction ¢ est de classe C* sur R’ avec ¢'(t) =1+ % > 0, elle est donc strictement

croissante (et continue) sur cet intervalle. Elle établit alors une bijection de IR}, =]0, +o0[

i i t}l' £, I t[:— . +o0[= IR.
vers son image qui es tﬁlr&gﬁ()tﬁlinoogo() | — 00, +00]



Pour expliciter la bijection réciproque ¢! : R — IR’,, prenons u € IR et résolvons
léquation p(t) = u avec t > 0. On a
2
ot) =u <= t—%:u = P ut—r=0 = tzgi x—l—%.

On doit conserver la racine positive de ce trindme, donc

2
Yu e R go_l(u):g—i—\/eruZ.

c. Notons d’abord que, pour tout x > 0,

t%%) +oo _[(t—z)2 4o +00
dt = / e [( 2 ] dt =2 / e P 4t .
0 0

F(x):/0+ooe_( '

Le changement de variable u = ¢(t), soit t = ¢~ (u), légitime car ¢! est une bijection
strictement croissante de classe C' de R vers IR’ , donne

dt = (=YY (u) du = (; + \/ﬁ> du

+oo
2 ™ _
e duzge 2

F( ) Cow /+OO —u? (1 n u ) d 1 _og /
r)=¢ e ct——=|du=<e¢
oo 2 iz +u? 2 o

+oo
2 u
En effet, le terme / e " ———— du est nul puisque c’est l'intégrale sur IR d’une
) . e puisq g

fonction (intégrable) impaire.

ﬁ —2|z

d. Comme F est paire, on a Ve € R F(z) = 5 € |, formule valable aussi si z = 0.

NZ3

+oo
INT 4 (Centrale 2022). On rappelle que / e du = 5 (intégrale de Gauss).
0

+o0 —t"‘—%
On pose F(z) = / e oat lorsque cette intégrale converge.
0

a. Quel est I’ensemble de définition de F' 7

b. Soit x > 0. Montrer que ¢ : t — t — % est une bijection de IR’} vers IR, et expliciter la
bijection réciproque.

c. A Paide de u = ¢(t), calculer F(z) pour z > 0.

d. En déduire une expression de F(z) pour tout x réel.

a. On a

T T
e ot Arctan(t)’ < 5 e "' et la fonction t ) e " est intégrable sur IR, pour tout
x >0, on en déduit que f est bien définie sur IR .
b. Une premiere intégration par parties donne

1 . t—s+o0 1 +o0 e~ Tt 1 400 e~ Tt
= | — —e * Arctan(t ] — —— dt=— — dt.
f(@) [ I retan(?) t=0 + x /0 1+¢2 x /0 1+¢2



Or,

+oo  —ut +oo 2 2 +oo 2
1+1¢t9)—t 1 t
[T [T g L "
o 1+t 0 14 ¢2 x  Jo 1+t

Si 'on montre que le deuxiéme terme est négligeable devant le premier lorsque z — 400,
c’est gagné! Or, on a facilement

—+o00 t2 o0 2
og/ 2e—“c‘ltg/ e " dt = =
0 ].+t 0 X

2 1
(par deux hipépés que le lecteur se fera un plaisir de détailler) et on a bien — = 0<7) au
x
—xt 1 1
ﬁ dt —, puis f(x)

~ ~ _
x—+oc0 X r—+00 Jj2

—+oo
voisinage de +oco ; donc /
0

1
INT 5 (CCINP 2016). Pour n € IN, on pose I, = / In(1 +¢™) dt.
0

a. Montrer que Yu €] —1,4+00[ In(1+u) <w.

1 ['In(1
b. Montrer que I, ~ f/ Mdu.
0

n—+oo N U
+oo 1 ’/T2 7_(_2
c. On rappelle que 2:1 3 = o Montrer que I, n;jroo TS
n=
a. On étudie simplement la fonction différence w — u — In(1 + ) sur | — 1, +o0].

S

b. Posons d’abord le changement de variable u = t", soit t = ", dans I'intégrale, on obtient
1 1_1
nl, = / u"  In(1+wu)du. On applique maintenant le théoréme de convergence dominée :
0

14
posons fp(u) =u"  In(1+u) pour n € IN* et u €]0,1], ce sont des fonctions continues
In(1+u
sur 0,1]. Pour tout u €]0,1] fixé, on a lirf fa(u) = f(u) en posant f(u) = In(1 +u)
n—-+0oo
(fonction continue aussi sur ]0,1]), et on a la domination 0 < f,,(u) < f(u), la fonction f
étant intégrable sur |0, 1] puisqu’elle est prolongeable par continuité en 0. On peut donc
intervertir limite et intégrale :

' ' U n(1
lim nl, = lim / fn(u) du = / ( lim fn(u)) du = / M du .
n—+oo n—+o0 Jq 0 n—+0o 0 U

1
In(1
c. Il nous reste donc a calculer cette intégrale J = / M du. Pour cela, on développe
0 u
+o0 _
In(1 n—1
en série entiere : pour u €]0,1[, on a f(u) = In(1 + ) = E (71)”*1u— (la relation est
U n
n=1

vraie aussi au point 1, et aussi au point 0 si on prolonge par continuité avec f(0) = 1).
n—1

1 , +oo
Donc J = / ( gn(u)> du, en posant g,(u) = (—1)"‘1L : les fonctions g, sont
0 n=1 n



continues et intégrables (évident) sur ]0,1[, la série de fonctions Z gn converge simple-

n>1
1
ment sur |0,1[ et a pour somme la fonction continue f, et enfin / lgn] = — (terme
10,1] "
général d’une série convergente). On peut donc intervertir série et intégrale, ce qui donne
too ,1 too (_1)n—1 2 R 2
J = Z/o gn(u) du = ZT =173 . en effet, il est classique que Zﬁ =%
n=1 n=1 ) n=1
T
on sépare les termes d’indices impairs et ceuxr d’indices pairs, soit e Sr + Sp avec
+oo too +oo 2 2 2 2
1 1 1 1 us T s s
Sr= o et Sp = —_— = — =—,onendéduit Sy = — — — = —
! Z(2p+1)2 P Z(2p)2 4Zp2 247 7% 24 8’
p=0 p=1 p=1
2 2
enfin J = S; — Sp = —. Finalement, on a bien I, ~ —.
12 12n

INT 6 (ENSEA 2016). Soient (a,) et (b,) deux suites réelles bornées. Soient ¢ et d deux réels
tels que ¢ < d. On suppose que

Y € [c,d] lim (an cos(nx) + by, sin(m:)) =0.

n—-+oo

a. Enoncer le théoreme de convergence dominée.

b. Montrer que, pour tout entier n, il existe un réel ¢, tel que
an, cos(nx) + by, sin(nz) = y/a2 + b2 cos(nz + @,,) .
d
c. Calculer I, = / (an cos(nx) + by, sin(mc))2 dz.
C

(ap +07)(d—¢)

d. Montrer que, a partir d’un certain rang, on a I, > 7

e. Montrer que les suites (ay,) et (b,) tendent vers 0.

a. Relire le cours!

b. Si a, et b, sont nuls, alors n’importe quel réel ¢,, fera laffaire.

. . Q, 7 . .
Sinon, les réels a,, = - t B, = —————— sont tels que afl + 62 =1, il existe

—

Vaz + b2 a? + b2

alors un réel p,, (déterminé modulo 27) tel que cos(¢,) = a, et sin(p,) = B,. Alnsi,
an cos(nz) + by, sin(nz) = +/a2 + b2 (o, cos(nz) — S, sin(nz))

= Va2 +b? (cos(cpn) cos(nz) — sin(p,) sin(nx))

= a2 +b2 cos(nx + ¢y,) .

c. D’abord, Iy = a3(d — ¢) et, pour n € IN*, on a



d
a + b2 / cos?(nzx + p,) dz

(@ +82)
nd+¢n

= @) [ et

n

ne+en
a2+ ndten 1 4 cos(2t) gt
o n neten 2
a2+ [ n sin(2t)}"d+v’n
o n 2 4 nce+ey
2 b2 d— 2 b2
_ (amtb)d=c) + in + O {sin(an + 2¢,,) — sin(2nc + 2<pn)} .
2 4dn
‘. 2 2, (d—cC n
d. On peut donc écrire I, = (a; + b;,) ( 5 1 ), avec
n

rn = sin(2nd + 2¢,,) — sin(2ne + 2¢,,) .

—c T d—c
— > I pour n assez

r
On constate que |r,| < 2, donc lim -—— = 0, donc
n—+oo 4n 4n

(a5 +b3)(d — c)
4

grand, puis I, > pour n assez grand.

e. Posons f,(z) = (an cos(nz) + by, sin(mc))2 pour n € IN et = € [¢,d]. Alors les fonctions
fn sont continues sur [c, d], la, suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [c, d] vers la
fonction nulle, et si on choisit un réel positif M tel que |a,| < M et |b,| < M pour tout n,
on a la domination

VYn e IN Vz € [e,d] | fn(z)] < (2M)2

la fonction constante z ~ (2M)? étant intégrable sur le segment [c,d]. Le théoreme de
convergence dominée s’applique donc, et donne hm I, = 0. De l’encadrement
n—-+o0o
4
0 < a2 +b2 < —— I,, valable pour n assez grand, on déduit lim (a2 + b2) = 0. Enfin,
d—c n——+0oo

0<a? <a? +b2, donc Erf a2 =0, puis Erf ay = 0. De méme, ErJrrl b, = 0.
n n o0 n oo

INT 7 (CCMP 2023). Soient a et b deux réels strictement positifs.

- b
COS(M:) cos(bz) est intégrable sur |0, 1].

a. Montrer que f : z

cos(u
b. Montrer que l'intégrale / ( ) du est convergente.

U
/+°° cos(ax) — cos(b:z:)
0

c. Montrer que U'intégrale I(a,b) dx est convergente.

d. Calculer I(a,b).



a.

La fonction f est continue sur ]0,1] et, du développement limité cos(x) = 1+ o(z) en 0, on
déduit que lir% f(z) =0, donc f est prolongeable par continuité en 0, ce qui entraine son
r—

intégrabilité sur |0, 1].

. On considére une intégrale partielle et on intégre par parties: si > 1,

/11 cos(t) |, _ smw(m) Can(n) /1 sin(t)

t t2

et on constate que chacun des termes a une limite finie lorsque * — 400 (le dernier

sin(t 0 sin(¢
(*) < —, donc l'intégrale / ®)
2 £2 . 2

L’intégrale proposée est donc convergente.

car dt converge absolument, donc converge).

Remarque. On peut démontrer que cette intégrale n’est pas absolument convergente, donc

cos(t)
t

I’application ¢t >

n’est pas intégrable sur [1,4o00[, on a ici une intégrale “semi-

convergente”.

c. Par le méme raisonnement (ou par un changement de variable), on montre la convergence des

d.

400 400 b + oo
intégrales / M dx et / M dx, et donc de / f(z)dz par différence.
1 € 1 € 1

Comme on a vu en a. que f est intégrable sur I'intervalle ]0,1], on déduit la convergence

+o00
de l'intégrale / f(z) da. Ici encore, il ne s’agit a priori que d’une “semi-convergence”.
0

+oo
Ecrivons I(a,b) = lin% J(c), en posant J(c) = / f(x) dz. Décomposons alors
c— c

u u u

+oo +oo “+o00o “+00 be
J(0) :/ cosiam) dm—/ cosibx)dm :/ cos(u) du_/b cos(u) du :/ cos(u) du |

C c

Commentaires. On s’assure d’abord que chacune des deux intégrales, prises séparément, est
bien convergente, mais cela résulte du b. On pose ensuite u = ax dans la premiere, u = bx
dans la deuxieme, enfin on utilise la relation de Chasles.

CoS 1
() = — +r(u) avec

Le développement cos(u) = 14 o(u) lorsque u — 0 permet d’écrire

u
lin% r(u) = 0 et, en particulier, le reste r(u) est borné au voisinage de 0, disons ]r(u)‘ <M
u—

pour u proche de 0. Ainsi,

be be be be
J(c):/ Mdu:/ d—u+/ r(u)duzln(b>+/ r(u) du ,
ac U ac U ac a ac
be be be
/ r(u) du

et lim r(u) du = 0 puisque < M du
. b

Donc I(a,b) = lim J(¢) =1n <>
c—0

=Mb—alec — 0.
c—0

ac ac

c—0
a




2

1 +oo
1 1
INT 8 (CCINP). Existence et calcul de / T {fJ dxz. On rappelle que E 3= TF—, et que
n=1

0 T 6

la notation | x| représente la partie entiére d’un réel .

1
Soit f:0,1] = R, z — = [fJ Alors f est continue par morceaux (c.p.m.) sur ]0,1] : en

1 11
effet, on a f(x) = x pour x € } 2 1}, f(z) = 2z pour x € ]3, 2}, plus généralement pour
1

k+1k

de f dans l'intervalle de définition ]0, 1] sont donc les 7 avec k € IN*, et en chacun de ces

tout k entier naturel non nul, f(z) = kx pour = € ] } . Les points de discontinuité

points il y a une limite & gauche finie qui est 1 (et qui est aussi la valeur de la fonction f
en ce point), et une limite a droite finie qui est 1 — s Sur chaque segment [a, b] inclus dans

10, 1], 1a fonction f n’admet donc qu’un nombre fini de points de discontinuité, qui sont tous
“ de premiere espece”, i.e. avec une limite & gauche finie et une limite a droite finie, c’est
bien la définition d’une fonction c.p.m. sur |0, 1].

Remarque. De Uencadrement Vx €]0,1] 1—z < f(x) < 1, on déduit que lir% flz) =1,
T—r
mais la fonction f prolongée sur [0,1] en posant f(0) = 1 n’est pas continue par morceaux

sur [0,1] car elle admet sur le segment [0,1] une infinité de points de discontinuité!
Le vocabulaire est subtil...

On a 0 < f(z) <1 pour tout x € I =]0,1], la fonction constante x — 1 étant intégrable
sur [ ; par comparaison de fonctions positives, on déduit que f est intégrable sur I.
Pour tout £ € IN*, on a

ff(x)dx = /f kxdng(%—ﬁ)

=S =S
2

k+1 (k+1)+k

2k(k+1)2 2k (k+1)2

1 n 1 1 (1 1 ) B 1
2k(k+1)  2k+1)2 2\k k+1/) 2k+1)2°
Donc, en partie par télescopage et par translation d’indice, pour tout n € IN*,
[ rwar=5 [* smar=5 (L (- )~y m - h
L IR , I\EE= 2\t k+1/) 2k+1)2) 2 2 2 Lk2°
Enfin, par passage a la limite,

1 , 1 1 1=X1 2




INT 9 (CCINP).
2t
a. Montrer que Vi € [0, g]

, . . 2 —n Sin %
b. Déterminer lim I, avec I, = e dz.
n—-+00 0

2t
a. On fait ’étude sur [O, g} de la fonction g : ¢t — sin(t) — —, c’est béte comme chou!
T

b. Pour n € IN*, soit f,, : IR, — IR définie par
Vn € N* VeelRy n(z) =14 0 i oz 0>

Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur IRy, de ’équivalent sint ~ t, on déduit
t—

la convergence simple sur IR de la suite de fonctions (f,,) vers la fonction f : z +— e™%,

I'inégalité du a. fournit la domination :
2z _2x

— in £ _nZ2Z
n sin 3 s T

si ngn(x):xg%, alors 0<e <e =e

2z

nmw -
(majoration valable aussi si > —), la fonction ¢ : x — e ™ étant intégrable sur R, .

On applique donc le théoreme de convergence dominée :

—+oo
lim I, = lim fn:/ ( lim fn):/ eCdr=1.
n—-+o0o n—-+oo ]R+ ]R+ n—-+oo 0

INT 10 (CCINP). Justifier I’égalité

+o00 ¢ +001
dt = — .
| =X

La fonction f : ¢+

1 est continue et intégrable sur IR’} , car elle est prolongeable par

et —
2 £ 3, —t
tinuité 0:1 t)y=1, et t°f(t) = ~ e — 0.
continuité en 0 : lim f) , et parce que t°f(t) e ediIL o
1 X
On décompose f en somme d’une série de fonctions en écrivant que T = Z r" lorsque
-7
n=0

Ir| <1, ici pour t € RY ona0<e * <1 donc:

1 =

+oo +o0
F) =t x i et St S O e,
— €
n=0 n=1

n=0




Les fonctions u,, : t — te™ ™, pour n € IN*, sont continues et intégrables sur IRi, la série

de fonctions Z u, converge simplement sur IR’ et a pour somme la fonction continue f
n>1

(c’est le calcul fait juste au-dessus). Enfin,

+o0 1
/ |Un| = / teint dt = -
R 0 n

+

par une intégration par parties, la série de terme général / || converge, on peut donc

ol
intervertir série et intégrale. Cela donne le résultat.

o dg
INT 11 (CMT). On pose uy :/ —
0 ch"z
a. Pour quels entiers naturels n I'intégrale u,, est-elle bien définie ?

b. Convergence de la suite (u,) ?

x

1 1
= g, Pow T € R4 et n € IN. On a ch(z) el 3€ OB €n déduit que

fn(x) ~ 2™ e¢™"*, La fonction f, est donc intégrable sur IR, deés que n > 0, donc u,,
r—r 400

a. Posons f,(z)

existe pour tout n € IN*.

b. Utilisons le théoréme de convergence dominée : la suite de fonctions (f,,) converge simple-
ment sur IRy vers la fonction f, continue par morceaux, telle que f(0) =1 et f = 0 sur
IR’;. On a, de plus, la condition de domination

veeRy vneINT 0= fule) = o < Ni(8) = Gies

cette derniere fonction étant intégrable sur IR.. Le théoreme s’applique donc et

lim u, = lim fn:/ ( lim fn):0.
Ry

n—-+oo n—-+oo ]R+ n—-+oo

NB : Ces intégrales u,, ne sont autres que les intégrales de Wallis 1égerement déguisées :
P . - 1 / shy’ .

en effet, une intégration par parties, en utilisant 2 = (th)" = <—h) , donne la relation

c c

n 7 .
Upto = T Uun. On peut par exemple en déduire que (n + 1)upt1tnis = NUpULLT,
n
. , Vs
la suite de terme général nun,u,y1 est donc constante, de valeur wijus = 5" Comme la

. ’ . . Y . i . ™
suite (u,) est décroissante (facile!), on déduit wu, 11 ~ u,, puis nu> ~ 5 PUiS Un ~ /o
n

On peut aussi obtenir les expressions

(2%1 (n— 1)!) .

(2n—1)! B P N T e

U2p =




“+o0 1
n(t) dt.
x? + 12

INT 12 (CCINP). Soit f(z) /
0

a. Ensemble de définition de f.
b. Calculer f(1).

c. Par un changement de variable approprié, en déduire f(x).

In(¢
a. Si z = 0, la fonction ¢t — # n’est pas intégrable sur IR’ puisque, au voisinage de 0, on a
In(t 1 1
nt(2 ) ‘ > ok et la fonction ¢ — 2 n’est pas intégrable sur |0, 1]. Donc f(0) n’est pas défini.
. In(t) 1 . .
Si z # 0, alors, lorsque ¢ tend vers 0, on a —— ~ — In(¢), et la fonction In est de signe
x2 412 a2 » ®
o In(t In(t 1
constant et intégrable sur ]0,1] ; lorsque t tend vers +oco, on a o ~ = 0<t3W>
en utilisant les croissances comparées et plus précisément In(t) = o(v/t). Donc la fonction
In(¢
t— xQHJ(r )tZ est alors intégrable sur IR’ .

Bilan. Dy = R".

b. Grosse astuce: on coupe l'intégrale en deux par la relation de Chasles en introduisant

1
1 comme point intermédiaire, et on pose u = n dans l'une des deux intégrales. On a
1 +o00
In(t) In(t)

f(1) =11 + I avec 11=/0 Tz et 122/1 gz 4t O,

1 1 1) du +o0

In(t In(=) % 1
[1:/ n()zdt:_/ (u>1u:_/ y:_b.

0 1 + t 400 1 + w2 1 ue + 1

Donc f(1) =0.

c. Pour x > 0, posons ¢t = zu dans l'intégrale, cela donne

oo In(zu) 1 [ Inz+lnu
I o= RS Ml v all

Inz [T du +1/+°° In(u) du
T Jo

)y 144 14 u?

T lnx
2 x

7 In|z|

La fonction f étant manifestement paire, on a Vo € R* f(x) = 2 Tl
T




x ( - m) si z<n
INT 13 (CCINP). Soit f,(x) = n . Trouver la limite de f,(x)

0 si x>n
—+o0
pour n tendant vers 'infini. Trouver lim fu(z) de.
n—-+oo 0

In(t)

a. Si x = 0, la fonction ¢ — 2

In(t) ‘ 1

n’est pas intégrable sur IR’} puisque, au voisinage de 0, on a

1
2 > eE et la fonction t — 2 n’est pas intégrable sur |0, 1]. Donc f(0) n’est pas défini.

In(t 1
n(®) ~ — In(t), et la fonction In est de signe

Si x # 0, alors, lorsque t tend vers 0, on a FoRT R

y In(t) In(t) 1
constant et intégrable sur ]0,1] ; lorsque ¢ tend vers +o0o, on a poanrC R O<t3T)
en utilisant les croissances comparées et plus précisément In(t) = o(+v/t). Donc la fonction

In(t
t T—(k)tz est alors intégrable sur IR’ .

Bilan. D; = R™.

b. Grosse astuce: on coupe l'intégrale en deux par la relation de Chasles en introduisant

1
1 comme point intermédiaire, et on pose u = n dans I'une des deux intégrales. On a
1 “+o0
In(t) In(?)
f()y =1 + I avec 11:/0 1+t2dt et 12:/1 1+t2dt.0r,
1 1 1)\ du +oo
In(t In (= 1
11:/ a( )2 dtzf/ 711(”)1“2 :7/ 7;1(“) =1,
o 1+t oo 1+ 23 1 us+1
Donc f(1) =0.
c. Pour x > 0, posons ¢t = zu dans l'intégrale, cela donne
oo ] 1 [t |
flx) = / 72n(xu) rdu = 7/ nrtmu 2 du
o x2(1+4u?) z Jo 1+ u?
Iz [T du N 1 /+°° In(u) du
oz 1+ 2 ) 1+u?
~ mnz
2

7 In |z|
2 x|

La fonction f étant manifestement paire, on a Vo € R* f(z) =




INT 14 (CMT).
a. Soit a € ] — 1, 4+00[. Montrer que

/” da _2/5 v 7
0 l+asin’z 0 l+asin®z Va+1'

On pourra poser t = tanz.

b. Soit a un réel strictement positif. A quelle condition sur « la série de terme général
(k+1)m dz
Up = P
/k,r 1+ 22 sin®z

est-elle convergente 7

a. Pour a > —1, on vérifie que 1 + a sin®  est toujours strictement positif, d’ot la définition
de I'intégrale (intégrale d’une fonction continue sur le segment [0, 7]). La fonction f : z —

——————— vérifie la propriété de symétrie f(m—x) = f(z), autrement dit son graphe est
14 a sin“z .
symétrique par rapport a la droite d’équation x = —, on en déduit que I'intégrale sur [0, 7]

vaut deux fois l'intégrale sur [O, g} Les régles de Bioche (hors programme) montrent qu’il

est pertinent, pour calculer cette derniere intégrale, de poser ¢ = tan x, soit x = Arctant.

Ainsi,
/ da B /+°° 1 dt
o l4asin’z  Jo 14+a-2, 14+¢2

1+t2
_ /+oo ds
Jo 1+(1+a)t?

7 /+°° 1 du w1
Jo 1+uwr /1¥a 2 V1+a’

ce qui donne le résultat voulu. On a posé ensuite v =t+1+ a.

[NE]

b. La question a. permet de donner un encadrement du terme général u,. En effet, par une
dt

t+ km)e sin®t

translation de la variable et la m-périodicité de la fonction sin?, on a uy, = / T
0

En encadrant le facteur (¢ + k7)®, on déduit 'encadrement

i dt i dt
) < < . 2,0
o 1+7mo(k+1)* sin“¢ o 14+ mk> sin“t
et d’apres la question précédente,
T T

Sup £ ——————,
1+ 72k + 1) V1+ 7ok
1_a
PPN ;. 71' 2 . N s . s
d’out un équivalent wuy ~ Tz Par comparaison a une série de Riemann, la série Z Uk

k>0

. .
converge si et seulement si 3 > 1, donc o > 2.



Remarque. La fonction g : « +— étant positive, on a montré que cette

1+ 2o sinz
fonction était intégrable sur IR si et seulement si o > 2. Pour o > 2 donc, cela donne de
jolis exemples de fonctions intégrables sur [0, +00[ et qui ne tendent pas vers zéro a 'infini :

en effet, on a g(km) = 1 pour tout k entier naturel.

INT 15 (ENSEA). On pose f(z) :/

o Arctan(zt)
0 t(1+12)

a. Ensemble de définition de f 7

b. Montrer que f est de classe C*.

C.

. Posons g¢(z,t) =

Expliciter f.

Arctan(at)
t(1+12)
partielle ¢ — g(x,t) est continue sur IR, vérifie }in(l) g(z,t) = x (donc elle est prolongeable

—

pour (z,t) € R x IRY. Pour tout réel = fixé, I'application

7T
par continuité en 0), et on a g(x,t) Wlied sgn(z) —. On en déduit que cette application
—r+00

2t3°
partielle est intégrable sur IR, quel que soit le réel 2. Donc Dy = IR.
dg 1 . .. 0Og . . 2
b. On a —=(z,t) = , Vapplication == est donc définie et continue sur IR
9: ) = Trma s ey 1P Oz
0
et on a la domination 0 < a—g(m,t) < T3 par une fonction intégrable de la variable ¢
x
seulement, donc f est de classe C! sur R et, par la formule de Leibniz,
oo dt
Vre R "(z) = .
v /@) /0 1+ ) (1+2%2)
c. Calculons donc : comme f’ est manifestement paire, supposons x > 0, et aussi  # 1 pour

avoir deux poles simples. En posant 7' = t2, on décompose en élements simples :
2

1 1 ( T 1 )
A+T)1+22T) 22-1\1+22T 1+T/°
Pour z € IR’ \ {1}, on a alors

Fla) = z? /+°° a1 /+°° ad @ (c-1)= "
x2—=1 Jo 14222 22-1 ), 14+t 22%2-1) 2(x+1) -

Comme f est C! sur IR, alors f’ est continue et la relation reste vraie pour z = 0 et pour
x = 1. Comme enfin, f’ est paire, on a

VzeR  f(a) =

T

2 (14 fxl)
Comme f(0) =0, on déduit (en discutant suivant le signe de x)
gln(l—l—x) si >0

VveeR  f(z)= 7r .
—3 Inl—2) si <0




+oo 3 1
INT 16 (CCINP). Soit | :/ [
o (1+az%)3
a. Montrer la convergence de 'intégrale impropre 1.

b. Calculer I.

23 Inzx

(1+a%)3
In

1
lim f(z) = 0. Au voisinage de +o0, on a f(x) ~ —Qx, donc f(x) = 0(—8), ce qui garantit
T—0 T x

a. Soit f:x+— sur IR’ . La fonction f est prolongeable par continuité en 0 puisque

largement lintégrabilité de f sur [1, +oo[, donc finalement sur ]0, +oo|.

T Inudu

1
b. Pour le calcul, posons d’abord u = 2?, ainsi I = — J, avec J = / — . Pour
16 0 (1 =+ U)3
calculer J, on va procéder a une intégration par parties, mais en y allant prudemment car
T Inud
les deux termes obtenus sont divergents en 0. Posons donc, pour a > 0, J, = / %
a u
On a alors
7 [ Inu }ﬂ’o 1/+°O du
“ 2(1+u)2la 2 J.  u(l+wu)?
Ina 1 /+°° 1 1 1
— 4z (7 — — ) du
21+a)? 2 J, u (14u)? 14w
Ina 1 1 1
= ————— ——lna— —+ - In(1
aral 2Ty g T Mt
(a+2)alna 1 1 1
= - — — In(1 —=.
ta? 2itae Tzt I3
1 1
Donc J = —5 puis I = ~33°
oo pda
INT 17 (CCINP). Montrer l'existence de lintégrale [ = / . Montrer que
shx
+oo 9 0
1= —_—.
2 @1y

x
Soit f:x — e Alors f est continue sur |0, +00], elle est prolongeable par continuité en
shax
1
0 puisque shz ~ x donc lirr%) f(x)=1,etona f(x)~2xe ™ en 4oo donc f(x) = 0(—2>
T— X
par croissances comparées, donc f est intégrable sur IR’ ce qui garantit I'existence (la
convergence) de l'intégrale généralisée I.

Passons au calcul! Pour z €]0, +o0[, on peut écrire, puisque e~2* €]0, 1[,

T 2z 2z e " 9 o= +ZOO( 20y _ 9 Ji:.of (2)
= = = zTr e € = n\T) ,
sh(z) e*—e® 1—e2® oy

n=0




avec f(z) = ze”(2"+t1D? Chaque fonction f,, est continue par morceaux, intégrable sur R”,

(prolongeable par continuité en 0, et par croissances comparées, hI—P z? falz) = 0).
Tr—r+00
Par construction, la série de fonctions Z fn converge simplement sur |0, +oo| vers la
n>0
z e s . .
fonction continue par morceaux f : x +— aha Enfin, une intégration par parties donne

+oo +oo 1
/ | frn(z)|dz = / fn(z) dz = ———<, qui est le terme général d’une série conver-
0 0 (2n+1)

gente. On peut donc intervertir série et intégrale (théoréme d’intégration terme a terme),
ce qui donne justement

+o0 +oo +oo 9
1_2/ z%fn( dx—QZ/ Jn( ZW

+oo

1 2 2
Remarque. Connaissant le résultat classique Z ol on peut déduire I = T
n=1

usy
2

INT 18 (CCINP). Pour n entier naturel, on pose I, = / cos"(x) dx.
0
a. Montrer que la suite (I,,) tend vers zéro en décroissant.

b. Montrer la convergence de la série de terme général (—1)" 1, et calculer sa somme.

a.Onal,y — I, = / cos™(z) (cos(z) — 1) dz < 0, puisque la fonction que I'on integre est

négative. Donc la suite (I,,) est décroissante.

Posons f,(z) = (cosx)". Les fonctions f, sont continues sur S = [QI , la suite de
fonctions (f,) converge simplement sur S vers la fonction f continue par morceaux, telle
que f(0) =1et f(z) =0 pourx € ]0, g] Enfin, on a la domination [f,(z)| < 1, la fonction

constante 1 étant intégrable sur S. On peut donc appliquer le théoreme de convergence
dominée (interversion limite-intégrale) qui donne

lim I, = 1l n = 1 n =0.
o o= i [ = [ = [ 70

b. Du coup, la série g 1)"I,, converge, par application du critere spécial des séries alternées.
n>0
Pour obtenir sa somme, travaillons sur une somme partielle S,:

Commentaires: il n’y a pas de probléme pour intervertir une intégrale et une somme FINIE!
On reconnaitra ensuite, sous l’intégrale, une somme géométrique de raison — cos x.

5 1— (=1 n-+1 ) n+1
S Ik—/ Z (cosx) dx:/ (=)™ (cos z) de =S+ (-1)"R,,
0

1+ cosx



3 d 3 n+l1
avecS:/ 7xet Rn:/ de
o l+coszx o 1l+4cosz

A Taide du théoreme de convergence dominée, comme en a., on montre que lir}rl R, =0,
n—-+0oo

donc lim S, =5, il ne reste plus qu’a calculer I'intégrale S. Or,

n—-+oo - -
= d T dt =
S:/ 7mx:/ 72=[tan(t)}04:1
0 2cos2 = o cos“t
2
+oo
Finalement, Z(—l)”]n =1.
n=0
+oo -zt gh (¢t
INT 19 (CCINP). On pose F(z) :/ %S() dt.
0

a. Ensemble de définition de F'?
b. Calculer F’(x).
c. En déduire F(z).

e sh
a. Posons f(z,t) = 7(), alors pour tout z réel, application partielle ¢ — f(x,t) est

continue sur ]0, +o00[ et prolongeable par continuité en 0 puisque }in(l) f(z,t) = 1. Regardons
—

. 1 . 16(17x)t
ce qu’il se passe en la borne +o00. On a sh(t) Yoo 567 donc f(x,t) REeOU- St Donc:
1 e(lfz)t 1
-sil—x >0, alors 573 > % au voisinage de +o0o, donc cette expression n’est pas

intégrable sur IR et I'intégrale F'(x) est alors divergente.
-si 1—z < 0, par croissances comparées, on obtient *f(z,t) , —+> 0, d’ou l'intégrabilité
— 400
de t — f(x,t) sur RY.
Bilan. Dy =|1, +o0].
of

1
b. On a %(z,t) = —e " sh(t) = 5(67(I+1)t - e*(mfl)t). Donc:

- pour tout x € Dp, Papplication partielle t — f(z,¢) est continue (par morceaux) et
intégrable sur R ;

- pour tout ¢ € IR’ , application partielle x — f(x,t) est de classe C' sur ]1, 400 ;
0
- pour tout x € D, 'application partielle ¢ — 8—f(33, t) est continue (par morc.) sur IR} ;
x
Il ne manque plus qu’une condition de domination. Or, si S = [a, b] est un segment inclus
dans Dp (donc 1 < a <b),si (z,t) € S xR, on a
of

2 )] = et shlt) < = st



—at

et la fonction ¢ — e~ sh(¢) est intégrable sur ]0, +oo[ car prolongeable par continuité en 0

1—a)t

1
et équivalente a 3 el au voisinage de +oo0.

On peut maintenant affirmer que F est de classe C! sur Dp =]1, +00[ et que

T 9f 1 [t 1/ 1 1 1
F/ _ YJ Ddt = = —(z+1)t _ —(z—1)t dt = = o _ .
(=) /O oz ?) 2/0 (e ¢ ) 2(3;—1—1 x—l) 1— 22

N 1 z+1 . .
c. Il n’y a plus qu’a primitiver: F(x) = 3 ln( 1) + C. Pour déterminer la constante C|
T —
remarquons que lir}rl F(x) = 0: en effet, par convergence dominée, si (x,) est une suite
Tr—r+00

e~ %nt sh(t)

d’éléments de Dp tendant vers +oo,en posant f,,(t) = f(xp,t) = , la suite de

fonctions (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur IR}, et on a la domination
0 < fn(t) < fno(t) ol ng est un indice tel que x,, = Hli]]I\lI(.Tn) € 1, +oo[ (je laisse le lecteur
ne

se persuader de l'existence d’un tel indice ng), la fonction f,, étant intégrable sur IR}, . On

a alors F(z,) = fn — lim f, = 0 et ceci pour toute suite (x,) tendant
R* n—-+4oo ]Rjr n——+oo
vers +00, ce qui prouve par caractérisation séquentielle que liI_P F(z) = 0. Mais on a
Tr—r+00
aussi lirf F(z)=C, dou C =0 et enfin
Tr—r+00
1 z+1
Vz €1, Fx)==-1 ( ) .
x €)1, +00] (z) 5 (o
INT 20 (CCINP). Soit a un réel, soit Papplication f :z — sm(agi).
em J—

a. Montrer que f est intégrable sur R .

+o0 >
b. Mont dr = ——.
ontrer que /0 f(z)da nzl g

a.On a lin}) f(x) = a, donc la fonction f est prolongeable par continuité en 0. De plus,
T—
1 1
[f(@)] <

et e ”
ce qui garantit I'intégrabilité de f sur [1,+oo[, puis sur ]0, +o00[.

e —1 e? —1 z—+oo

x

b. Comme e™* € ]0, 1[ pour z € IR, on peut écrire

—x —+o00 “+oo
Vz € RY f(z) = %:y;w) = e 7 sin(ax) Z (eﬂ”)n = Z e " sin(ax) .
n=0 n=1

Posons fn(x) = e "* sin(ax) pour x € IRY et n € IN". Les fonctions f,, sont continues

et intégrables sur IR} (car p.p.c. en 0 et |fn(z)| < e* au voisinage de +00). La série de

fonctions Z fn converge simplement sur IR’ et a pour la somme la fonction f qui est
n>1

continue. En utilisant 'inégalité usuelle |sin(t)| < |¢|, on a



/+oo|f()|d <|/+OO —nz g |a|
n(x)| dz < la Te T=—,
0 0 n?

donc la série de terme général / | | est convergente. Ceci permet d’appliquer le théoréme
RY
+oo
d’intégration terme a terme. La fonction f = Z fn est intégrable (mais on le sait déja), et

n=1
“+o0
f= fn- Enfin,
Joo? =S

+

+oo +oo ) (—=n+ia)z 1 +oo 1
/ e " sin(ar)dx = Im </ e("““”dx) =1Im <[6} > =1Im ( - ) = — a4 5 -
0 0 —n +1a 1o n—1a n<+a

On en déduit la relation demandée.

e—t

r+t

dt.

+oo
INT 21 (ENSEA). On pose f(z) :/
0

a. Ensemble de définition de f.
b. Montrer que f est de classe C* sur Dy.
c. Donner un équivalent de f(z) lorsque z tend vers +oo.

d. Donner un équivalent de f(z) lorsque = tend vers 0.

e e D ..
~ —— fonction intégrable au voisinage de +oo.
T+t t=too

Siz > 0, 'intégrande est une fonction de ¢ continue sur [0, +o00[ d’olt existence de I'intégrale
grace a (1).

a. Dans tous les cas, on a (1):

—t

1
Siz=0,ona — ~ -, dou la non-intégrabilité.
t t=0t

Si x < 0, on retrouve le méme probleme d’intégrale divergente en la borne —z € IR}
En conclusion, Dy = IR
et kg . et
b. Posons g(x,t) = ——, alors x — g(x, ) est de classe C*, avec —(z,t) = (—1)"kl —————.
glot) = e vee 5 (,1) = (1) K
Si on fixe a > 0, alors
g kle t k!
V(z,t) € |a,+oo[xIR ’— z,t’< < et
(z,1) € [ + axk( ) = (t+a)k+l = ghtl
fonction de t intégrable sur IR . Cette domination permet d’affirmer que f est de classe
C*> sur R avec

€7t

“+o0o
* (k) — (_ k | - -
VkeN VezeR:  f®(2)=(-1) k-/o @ o



x4+t r—>+oo x r—r4-00 x
prouver! Remarquons pour cela que

1 +oo 1 1 oo pet I
og——f(x)=/ e—f(—— )dt:/ eidtg—/ te ™t dt .
x o x x+t o x(z+t) z2 Jo

+oo
L’intégrale (convergente!) J = / te”" dt est une constante, on a donc prouvé que
0

et et oo e 1
c. On a ——. On peut conjecturer que f(x) ~ / — dt = —, il reste a le
o x

1 1 1 1 1
T)— — = O(—) en +00, ce qui entraine f(z) — — = 0(7), soit f(x) ~ —.
d. Posons le changement de variable u = x + ¢, on a alors
+oo x—u +oo _—u +oo _—u
e e e
f(a:)z/ du = e” / —dUN/ du .
z u x—0 - u
oo pmu du Feo gmu
Or, / —du = / / du+/ —— du. Le premier terme vaut — In(z)
1 u
et tend vers 400 lorsque x tend vers O le deuxiéme a une limite finie qui est l'intégrale
1 —u __
convergente / —— du, le troisieme est constant. En conclusion, f(z) ~ —In(z).
0 u T—r

INT 22 (CMT) Soit f :[0,1] — IRy continue. Comparer les natures de l'intégrale généralisée

/ f dt et de la série Z/ t" f

n>0

t
Posons g, (t) = t"f(t) pour n € IN et t € [0,1], et g(t) = % pour t € [0,1]. Les

fonctions g, sont continues et intégrables sur [0,1] (puisque p.p.c. au point 1), la série

de fonctions Z gn converge simplement sur [0, 1] vers la fonction continue g. Done, si la
n>0

série Z / t" f(t)dt = Z / |gn| converge, le théoreme d’intégration terme & terme
n>0 n>0" (0,11
s’applique et donne I'intégrablité sur [0, 1] de la fonction g (i.e. la convergence de I'intégrale

J), et I'égalité
+oo
dt t" f
-3 [

0
1 _ tn+1
Réciproquement, supposons g intégrable sur [0, 1[. Posons s, (t Z gr(t ﬁ
pour n € IN et ¢t € [0,1]. Alors les fonctions s, sont contlnues sur [0,1], la suite (s;)

converge simplement sur [0, 1] vers la fonction continue g et on a, sur [0, 1[, la domination

0 < s,(t) < g(t), avec g intégrable sur [0, 1. Le théoréme de convergence dominée s’applique
1

1 nooa
alors et donne /0 g(t)dt = ngrfoo ; sp(t)dt = ngrfw (kz_o/o 9k (t)dt) . La série de terme



1
général / gk (t) dt est donc convergente.
0

sin? T
du= —
2 2

+oo
INT 23 (ENSEA). On admet la relation /
0

+oo 1
On pose f(:c):/o m

a. Montrer que f est définie et de classe C? sur IR.
b. Prouver la relation Vo € R f"(z) — f(z) = g(l — |z).

u

c. En déduire lexpression de f(z).
1 — cos(xt)

—————% PO t) € RxIR’ . L’application  — t) est continue s
P11 pour (z,t) ¥ pplication g(z,t) ntinue sur

a. Posouns g(z,t) =

x
IR’ , on a facilement lim g(x, t) = > donc cette application est prolongeable par continuité

1
en 0, et g(z,t) = O(t2) lorsque t — 400, d’ott I'intégrabilité sur IR’ . Ainsi, f(x) existe

pour tout z réel.

g sin(at) %g cos(xt)
De plus, x — ,t) est de cl c? —(z,t) = —5—~ et —(x,t) = —0——=
e plus, z — g(z,t) est de classe C* avec 9 (z,1t) EZ 1) ot =3 (z,t) o
(fonctions continues par rapport a la variable t), et on a les dominations
Ya>0  V(z,t) € [~a,a] x R’ ‘a—(x,t)‘g 7l o _a
x

t24+1 7 241
et

* g
V(Jf,t)EIR,XIR_;'_ ‘@(ﬂf,t)‘gm,

1
la fonction ¢ — 21 étant intégrable sur IR’} . Cela permet d’affirmer que f est de classe
C? sur IR, avec

T gin(x T cos(x
ra= [T - [ S

t(t2+1 241

b. On calcule
o0 42 cos(wt) — 1 + cos(at)
t2(1 +12)

J
/ (2 + 1) (cos(at) — 1) + 2
[

dt

dt

2(1 + 12)

_/+°°1—cos(a:t) dat
1+t2 0 1+41¢2



xt
Si x > 0, on pose le changement de variable linéaire u = 2 cela donne
2

R A e

2 u?
Pour x < 0, on peut aussi utiliser ce changement de variable, mais les bornes de la nouvelle
intégrale sont alors 0 et —oo! On peut aussi remarquer que les fonctions f et f” sont paires.

On arrive finalement & f”(z) — f(x) = g(l — |zl), relation valable aussi pour z = 0.

7r
2 T
1 — z). Une solution particuliere évidente est alors = — 5({,6 —1). La

c. On résout I'équation différentielle y” —y = = (1 — |z[). On la résout d’abord sur IR ot elle
™

s’écrit vy’ —y = 5(

solution générale de I’équation homogene est yg = ae® + be™ . 1l existe donc deux réels a

et b tels que

Ve e Ry f(x):ae“—l—be_””—&—g(x—l).

On a facilement f(0) = f/(0) = 0, ce qui donne a = 0 et b = g Ainsi, f(z) = g(ef‘r+zfl)

sur R;. Comme f est paire,

Ve R f(x):g(e_lz‘+|x|—1) :

+oo

+oo
INT 24 (Centrale). Calculer, aprés avoir justifié son existence, I = / (/ et dt) dx.
0 T

La fonction ¢ +— e~ ' est intégrable sur IRy, on peut donc, pour tout x > 0, définir

—+oo
flz) = / et dt. D’apres le théoreme fondamental, la fonction f est alors de classe C?
x

a —+oo
sur R, avec f'(z) = —e™*" . Pour tout a € IR, posons alors J(a) = / (/ et2dt) dz.
Yoo 0 T
Notons que, pour > 1, on a 0 < f(x) < / e tdt = e %, donc hlf x f(z) =0, ce
T xr—r+00

qui justifie I'intégration par parties qui va suivre:

J(a):/oaf(l‘)dxz [xf(x)]z_/oaxf/(x)dxz/()axe_x2dx: {—%e‘zz};l:%(l—e_“z)

L’intégrale J(a) admet une limite finie lorsque a — 400, ce qui justifie la convergence de

I'intégrale I proposée et donne I = lim J(a) = .
a—+00 2




X. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

EQD 1 (CMT). Soit (E) : 2* (z+1)y" +2(z—1)y +y=0.
a. Déterminer les solutions de (E) développables en série entiere.
b. Résoudre (E).

—+o0

a. Calcul archi-classique: on cherche y sous la forme y = Z apx™ sur | — R, R, en espérant

n=0

R > 0. On a alors

“+ o0 400 400

+oo
xy = Z na,z"; zy = Z(n—l)an_lm" ;oaty = Zn(n—l)anx" T Z(n—l)(n—2)an_1x” .
n=0

n=1 n=0 n=1

On réinjecte dans (E) et on identifie les coefficients (conséquence de I'unicité du développement
en série entiere). Alors y est solution de (E) si et seulement si

apg=0 et Vn>1 (n—1)2(an,1—|—an):07

c’est-a-dire ssi ag = 0 et Vn > 2 a, = —a,_1. On voit que le coefficient a; reste
indéterminé, et que a,, = (—1)"*'a; pour tout n > 2.

+oo
On a donc y(x) = a1 Z(—l)”“x” =a
n=1

x
T sur | — 1, 1] puisque le rayon de convergence
x

est visiblement R = 1.

b. Sur chacun des intervalles Iy =] — oo, —1[, Iy =] — 1,0[ et I3 =]0,+oc[, on peut mettre
I’équation sous forme normale et affirmer (théoréme de Cauchy) que I'ensemble des solutions

de l'équation (E) constitue un plan vectoriel. La fonction yo : z —

est solution de

1+

(E) sur chacun de ces trois intervalles. En fait, on ne le sait que sur ] — 1,1[ puisqu’on a
utilisé un développement en série entiére, valide uniquement dans cet intervalle! Le lecteur
courageux vérifiera que yo est solution de (E) sur] — oo, —1[ ainsi que sur ] —1,4o00[. On
applique une méthode de variation de la constante pour obtenir toutes les solutions de (E)
sur chacun de ces intervalles. Autrement dit, on fait le changement de fonction inconnue
Y = 4oz, oll z est une nouvelle fonction inconnue supposée de classe C2 sur l'intervalle
considéré. Alors

(E)

ou A et B sont deux constantes arbitraires. Donc y =

— 2z +1)(2"yo + 22'y) + 2yy) +x(x — 1)(2'yo + 2yp) + 290 = 0
= X z+ 1y 2"+ <2x2(x + Dyy + z(z — 1)y0) 2 =0
— 23427 =0 (apres calculs)
— z'+7=0
— zi(x)=A
A

= @)=~

) =2
—

z(x)=A ln|z|+ B,

1—1—% (A In|z|+ B) est I'expression

des solutions sur chacun des trois intervalles de résolution.




EQD 2 (CCINP). a. Résoudre y” +y = cos .
b. Trouver les applications f : R — IR, de classe C2, telles que

VieR  f"(z)+ f(—z) =z +cosx .

a. Les solutions sont y = a cosx + b sinx + — sinx.

b. On rappelle que toute fonction f : IR — IR se décompose de facon unique en f = g + h,
avec g paire et h impaire, en posant précisément

oy = LDy ST,

Cela signifie aussi que R = F(IR,IR) = P ®Z, en notant P le s.e.v. des fonctions paires
et 7 le s.e.v. des fonctions impaires.
En décomposant f de cette fagon et en séparant les parties paire et impaire dans I’équation
- DTSy g9"(xz) + g(x)= cosz
obtenue, on se ramene a deux équations différentielles indépendantes ” .
h'(z) + h(z)= =
x
L’équation ¢”(x) + g(z) = cosx admet pour solutions g(r) =a cosx + b sinz + = sinw,

mais on ne doit en conserver que les solutions paires ; 'équation h”(z) + h(z) = z admet
pour solutions h(z) = A chz + pu shz — x, mais on n’en conserve que les solutions impaires.
Au final, les fonctions f solutions du probléme posé sont

1
f:ml—>§xsinx—x+acosx+ushx , (a,,u)E]RZ.

EQD 3 (CMT). Soit f: IR — IR de classe C', soit g = f + f'.
a. Résoudre I’équation différentielle (E) : 3 +y = g (exprimer y & l'aide d’une intégrale).
b. On suppose que lim g(x) = 0. Montrer que lim f(z)=0.
T——+00 T—+00
c. On suppose que lim g(z) =1, avec [ réel. Montrer que lim f(z) =1
T—400 r—+00

ylr)=Ke *+e* / g(t) e dt .
0

La fonction f admet donc une expression de cette forme, pour une certaine constante K.
€
b. On suppose . ligrn g(t) = 0. Fixons € > 0, il existe alors A > 0 tel que t > A = |g(¢)| < 7
—+00
Pour tout réel x tel que = > A, on peut écrire

fo) =K e e “g(t) et *)

A



A
ot K'=K +/ g(t) et dt est un réel fixé (indépendant de z). Le terme K’ e™* tend vers
0

. . P _ € .
zéro lorsque * — +00, il existe donc un réel B tel que z > B = |K' e 7| < 7 On majore

Pautre terme (en valeur absolue) : pour z > A,

e ” / glt)etdt| <e ™ / lg(t)| ' dt < Sew (e" —e?) < =
A A 2 2
Enfin, de (*) et de l'inégalité triangulaire, on déduit que, pour = > max{A, B}, on a

f@) << done lm_f(x)=0.

c. Posons h(z) = f(x)—I. Alors hest C* et b/ (z)+h(z) = f'(z)+f(x)~l = g(x)~l — 0,

r—r+o0
on peut donc appliquer la question b. qui montre que lim h(z) =0, soit lim f(z)=1.
T—+400 T—+00

EQD 4 (CCINP). Soit I’équation différentielle (E) : (1 —z)y” + (z — 3)y' +y = 0.
a. Montrer qu’il existe une solution de (E), DSE en 0, telle que y(0) = 1 et 3/(0) = 1.
b. Résoudre (E).

+oo

a. On cherche y sous la forme y = Z apx™ sur | — R, R, en espérant R > 0. On a alors
n=0
+o00 +o0o +o00 +oo
y = Z(n+1)an+1x" ;o oxy = Z na,xz"; y' = Z(n+1)(n+2)an+2m" ;oY = Z n(n+1)apr12™ .
n=0 n=0 n=0 n=0

On réinjecte dans (E) et on identifie les coefficients (conséquence de 'unicité du développement
en série entiere). Alors y est solution de (E) si et seulement si

Vn € IN (n+2)api2—(n+3)aps1+a, =0.
On voit que la donnée de ag = y(0) = 1 et de a; = y'(0) = 1 permet de déterminer a,, de
proche en proche pour tout n. On obtient as = 1, puis a3 = 1, et on conjecture bien sur
que a, = 1 pour tout n entier naturel. On le prouve ensuite par une récurrence double,
1

11—z

+oo
immédiate. Ainsi y(x) = Z " = sur | — 1, 1] (le rayon de convergence est R = 1).
n=0

b. Sur chacun des intervalles | — 0o, 1[ et |1,+o00[, la fonction yo : = — I est solution

x
de (E) (on le vérifie par le calcul), et ’ensemble des solutions de (E), sur chacun de ces
intervalles, est un plan vectoriel. On applique la méthode de variation de la constante pour
obtenir toutes les solutions. On pose donc y = ypz, ou z est une nouvelle fonction inconnue
de classe C?, on dérive deux fois, on réinjecte dans (E) et on simplifie:

(E) <= (1—a2)yo 2" + 2(1—x)y6+(x73)y0} =0 "= = J@)=A".

On obtient donc z(x) = Ae® + B, o A et B sont deux constantes arbitraires. Sur chacun
Ae®*+ B

des intervalles | — 0o, 1] et |1, 400, les solutions de (E) sont les fonctions y = 1
—x




EQD 5 (ENSEA). Soit 'équation différentielle
(E) : 2%/ +4ay +(2-2H)y—-1=0.
a. Chercher une solution de (E) développable en série entiere sur IR.

1
b. Vérifier que y = —— est solution de (E) sur R’ .
x

c. Résoudre (E) sur RY.

a. Apreés quelques calculs que le lecteur se fera un plaisir de détailler, en recherchant une

+o0

solution de (E) sous la forme y = Z anx™ sur un certain intervalle | — R, R], et en utilisant
n=0

I'unicité du développement en série entiere pour identifier les coefficients, on obtient les

conditions
200=1, 6a;=0, Yn>2 (n+1)(n+2)a,=an_2.
On en déduit que aspy1 = 0 pour tout p entier naturel, et que
1 1 1 1 1
a — PPN —_ = .
T 2p+2)2p+1) 2p)2p—1) 4x32  (2p+2)!

La seule solution de (E) développable en série entiere (ici sur IR, il est immédiat que le
rayon de convergence est infini) est

Vp € IN

f(x)—io %P _if x2pt2 _ifzzk _chz—1
_p:0 (2p+2)! 22 = (2p+2)! Coa? e (2k) a2

NB : le détail du calcul ci-dessus n’a pas de sens pour x = 0, mais la solution f recherchée

est bien sir prolongée par continuité en 0 avec f(0) = 5
b. Vérification de calcul, laissée au lecteur...

c. Pour résoudre (E) par une méthode du style “variation de la constante”, il faudrait
connaitre une solution yy de ’équation sans second membre (EOQ) ne s’annulant pas sur
IR’ . L’équation étant linéaire, une différence de deux solutions de (E) est solution de

chz
(E0), la fonction yg = —5 fera donc l'affaire. On recherche maintenant les solutions y de
x

(E0) sous la forme y = zyp, o1 z : R}, — IR est la nouvelle fonction inconnue, de classe .
On dérive deux fois, on réinjecte, bref en posant Z = 2’, on tombe sur I’équation du premier
4
ordre 7' + (Qy—? + 7) Z =0, dou
Y

xT
0 7 =C e—(4lnz+21nyo) — ¢ _ c

h
Ensuite, z = C thae+D =C Sh—x + D, les solutions de (EO) sur IR’} sont donc les fonctions
chz

shx chx

Cshx+Dchx—1
x? ’

Enfin, les solutions de (E) sur R, sont y =




EQD 6 (Mines-Ponts). Résoudre I'équation différentielle (E) : y” + 4zy’ + (422 +3)y = 0 en
faisant le changement de fonction inconnue z(x) = y(x) e” .

_"2 ya .
Ce n’est que du calcul, on pose donc y = ze™* | on dérive deux fois :

y = (2 —2z2) e ; y" = (2" — 4z’ + (42% — 2)z) e

on réinjecte dans (E) et... apres simplifications, il ne reste plus que z” + z = 0, c’est quasi-

ment miraculeux!!! On dégaine alors 2z = A cosx + B sinz, puis on conclut
2

Y= (A cosr+ B sinx) e 7.

EQD 7 (CCINP). Résoudre, sur IR’ , I'’équation différentielle
—x

&
v+ ty=—.
X

On remarque qu’il y a e™* en facteur dans le second membre, pourquoi pas alors poser le

changement de fonction inconnue y(z) = z(z)e™* ? On dérive deux fois : y' = (2' —2) e~ ",

y" = (2" — 22"+ 2) e, et on obtient alors une nouvelle équadiff qui est tout simplement
1
2" = = il n’y a alors qu’a primitiver deux fois : 2’ = Inz+C, puis 2z = z In(z)—z+Cz+ D,
x
et finalement
y=(zIn(z)—z+Cx+D)e ".

XI. CALCUL DIFFERENTIEL

CCD 1 (CCINP). Soit f : R* = IR telle que f(z,y) = 2%y + In(1 + y*). Déterminer les
extremums globaux et les extremums locaux de f.

2
OnaDy = IR?, la fonction f est de classe C' sur IR? avec g =2zxy et % =22+ J_.
or oy 1492

Le seul point critique de f est 'origine O = (0,0). On a £(0,0) = 0et £(0,y) = In(1+y*) >0
donc f ne présente pas de maximum local en O. On constate ensuite (apres avoir tatonné

un peu) que
28

8
flz,—2?) = —z* +In(1 +2*) = —2* + (x4 - % + O(ZUH)> ~0 T

x—0

donc f ne présente pas non plus de minimum local en O. La fonction f ne présente donc

pas d’extremum local.



Enfin, on note que f(0,y) = In(1 + y?) — +00, donc f n’est pas majorée. Et

y—4o0
flz,—2) = -2 + In(1 + z?) —+> —00, donc f n’est pas minorée. De toute fagon, si
xr—r+00
elle ne présente pas d’extremum local, elle ne présente pas non plus d’extremum global.

3332

z? + y?
'application f est de classe C sur IR

CCD 2 (CCINP). On pose f(x,y) = si (z,y) # (0,0), et f(0,0) = 0. Montrer que

L’application f est de classe C' sur I'ouvert U = IR®\ {(0,0)} par opérations sur des
fonctions C'. Pour (z,y) € U, on calcule

of 22y (2% + 3y?) of 225y

@Y= ——5me - et @y = e
Oz (x2 4+ y?) Ay (2 +9y?)

Par ailleurs, les applications partielles & l'origine, i.e. les applications © +— f(z,0) et
y — f(0,y) sont nulles, donc sont dérivables en 0 avec une dérivée nulle, cela prouve

0 0
Iexistence de dérivées partielles premieres de f a 'origine, avec —f(O, 0) = —f(O, 0)=0.

or dy

L’application f admet donc en tout point de IR® des dérivées partielles d’ordre un, il

0 0
reste & montrer que les applications a—f et 8—f sont continues sur IR%. Elles sont toutes
xr Y

deux continues sur U comme produits et quotients de fonctions continues, il reste donc a
examiner la continuité en (0,0).

En utilisant les inégalités 0 < 22 < 2% + 9%, 0 < 3? < 2% + 9% et |2xy| < 2% + 92, on obtient

facilement
of 3(2* +¢°)° 2., .2 of 2zy| (2*)? 2., .2
0< L(g,y)< 2L 1Y) _3 £ ’— , ’:7<
< 5, (@Y < RSP (" +y7) e ay(flf Y) @21y =7 +y
et, comme il est clair que lim (m2 + y2) = 0, on déduit par encadrement que
(2,9)—(0,0)
of of of of
Z =0=—-—(0.0 t — =0=—=—(0,0).
(x,y)l—>m(0,0) Ox (z,9) 8:0( 0) e (m,y)1—>m(0,0) oy (z,9) By( '0)

La fonction f est donc de classe C! sur IR%.

CCD 3 (CCMP 2023). Soit U = R™ \ {0}, soit p: U — IR, z — [|z[%, olt || - || est la norme
euclidienne standard.

a. Montrer que p est de classe C2 sur U et préciser ses dérivées partielles d’ordre deux.

. ) 2 U—-R T .
b. Soit g : IR, — IR de classe C*. Soit f : 5 - Déterminer les fonctions
z = g(p(@)) = g(llz]?)
g telles que Af =0, ou A est le laplacien.



n

a. Siz = (1, --,2y), alors p(z) = Zw?, I’application p est clairement de classe C? sur U
i=1
p 9% >p
= 22 L0 — 9 et
ox; i, PUIS Ox? ¢ dz; Oz
hessienne de p en tout point a de R™ est H,(a) = 2I,,.

(et méme sur IR™) avec = 0si i # j. La matrice

b. Comme f =gop,ie. f(z)= g(||x||2), par la reégle de la chaine, on obtient

of Ip ; i
oz, = 9 (0(@) 5 =22 g(l=?) (1 <i<n), puis

0
P g (Ilz)?) = 2 ¢/ (Jl2)?) + 422 g (||]®) -

- = 4 2 .
; 24 (||xH ) + 2x; or.

~ f
Ox?

i=1 g

Par addition, on obtient le laplacien Af = =4 ||z[|* ¢" (IlzlI*) +2n ¢’ (||=]?).
En posant t = ||z||?, ’équation aux dérivées partielles Af = 0 se ramene a I'équation
différentielle ordinaire 4t ¢”(t) + 2n ¢'(t) = 0, ce qui nous donne d’abord
’ — % In(?) -3
gt)y=A4e =At ~.
On discute ensuite:

A
-sin=2,de g (t) = < on tire g(t) = A In(t) + B, avec A et B réels ;
n

i
-sin >3, onobtient g(t)=Ct ° 4+ D, avec C et D réels.

CCD 4 (CMT). En utilisant les coordonnées polaires, résoudre, sur 'ouvert U = IR’ x IR, les
équations aux dérivées partielles

0 0
(1) $£+y%:1;
0% f 0% f 0*f
207 2 O°F _
(2) ¥ a2 + 22y Ox Oy +y y? 0.

Montrer qu’il existe une unique solution de (1) sur U vérifiant Vy € R f(l,y) = y
et Iexpliciter.

(1) : Le changement de variables ¢ : (r,0) — (x,y) = (r cosf,r sinf) est une bijection

de classe C' de R} x ]—g7 g{ sur U = IR, x IR, dont on peut ici facilement expliciter

I'application réciproque ¢~ ! : (z,y) — (x/xQ + 42, Arctan g).
x
Posons g¢(r,0) = f(x,y) = f(r cos,r sinf), et appliquons la régle de la chaine :

%zg—i% %%z(cos&)%—i—(sin@) of zl(ﬂc%—i—yg—‘;) )

On a beaucoup de chance, on a reconnu le premier membre de I’équation (1), cette derniére
se ramene donc & 99 = 17 soit g(r,0) = Inr + k(9) avec k : ]—g,g
arbitraire de classe C 17: et ﬁgalement

dy

[ — IR fonction



_1 2 2 Yy _1 2 2 g
f(%y)—iln(m +y )—&-k(Arctan;) _2111(;5 +y )+h(x)’

avec h : IR — IR fonction arbitraire de classe C?.

1
Si I'on impose la condition f(1,y) = y, on voit que cela donne h(y) =y — 3 In(1 + »?),

donc f est completement déterminée, puis
1 1 2

(2) : On passe maintenant au calcul des dérivées partielles secondes :

% = %(%)Z%((wsﬁ)%—&—(sinﬁ)%)
= (cosf)- %(g—i) + (sind) - %(%)
= (cost)- l(cos 0) % + (sin 0) aizéfx + (sinf) - [(cos 0) a‘fgy + (sin 6) gj;é
= (0 ST 260 (eos) 2L ) 5

On a vraiment beaucoup de chance aujourd’hui, c’est un jour a jouer au loto, on tombe
juste sur le premier membre de ’équation (2). On continue :

0%g
2 _— =
(2) <= 52 0
9g
) - A
= Le0)=40)
<~ g(r,0)=r-A(0)+ B(H)
—  f(r,y) = V2% + y>2 -a(g) +b(g)
’ x z
avec A, B : }fg, g[ — IR fonctions arbitraires de classe C%; ou a,b : R — IR fonctions

arbitraires de classe C2.

CCD 5 (CCMP 2022). On pose S(x) :/ cos(x sint) dt.
0

a. Montrer que S est définie et de classe C? sur IR.
b. Montrer que Vz € R xS"(z) +5'(z) + = S(z) = 0.

c. Soit U = IR?\ {(0,0)}. Pour (z,y) € U, on pose ¢(z,y) = S(\/ac2 +y2). Montrer que ¢
est de classe C2 sur U et que Ay + ¢ = 0, ott A est le laplacien.



a. Posons f(z,t) = cos(x sint) pour (z,t) € R x [0,n]. Alors t — f(x,t) est continue sur le
segment [0, 7] donc intégrable sur ce segment (pour tout x réel), et x — f(x,t) est de classe

C? sur R (pour tout t). Pour tout = réel, la fonction t 8—(x,t) = —sin(t) sin(z sint)
x
est continue sur le segment [0, 7] donc intégrable sur ce segment. Enfin,
O f . .
V(z,t) € R x [0, 7] @(m,t) = | —sin®(t) cos(z sint)| <1,

la fonction constante ¢ — 1 étant intégrable sur le segment [0,7], ce qui fournit une
domination valide pour affirmer que S est de classe C2 sur IR et pour autoriser & dériver
deux fois terme a terme, ce qui donne

™ ™
S'(2) = — / sin(t) -sin(z sint)dt et S§"(x) = — / sin(t) - cos(x sint) dt .
0 0
b. On integre par parties, par exemple en observant que

v (S"(2) + S(z)) = /O "o (1— sin?#) cos(x sint) dt

= /07r cos(t) - (x cos(t) cos(z sint)) dt

t=m

= [cos(t) - sin(x sint)],_,

+/ sin(t) - sin(z sint) dt
0
= —S/(Jf) )

le crochet étant nul. C’est bien la relation voulue.

c. L’application ¢ est de classe C? sur U comme composée de fonctions de classe C2. En posant

r=+/22+y% ona p(z,y) = S(r) et on calcule

9p _dS or _ '(r) L
or dr dz r’
puis 827@ - ﬁ( | S’(r))
822~ ox\" T r
_ S'(r) +z.2. rS”(r)2 S'(r)
r r r
1 2%y, 22,
= () s0+ 580,
. 0
et une expression analogue pour R Donc
1 x2 ! xQ 1 1 y2 !/ y2 1!
Bot+e = ($-5)5M+5 80+ (5-5) 50+ 5 8"0) +50)

= ')+ 5'0) +S0)
= 0

d’apres b.




XII. PROBABILITES

PRO 1 (CCINP 2016). Une urne contient initialement une boule noire et une boule blanche.
On tire une boule dans 'urne. Si elle est noire, le jeu est terminé. Si elle est blanche, on remet
la boule blanche tirée ainsi qu’une nouvelle boule blanche dans I'urne, et on recommence
jusqu’a obtention de la boule noire. On note X le nombre de tirages nécessaires pour obtenir
la boule noire.

a. Quel est I'ensemble des valeurs prises par X ? Quelle est la loi de X 7 Est-ce bien une
variable aléatoire discrete 7

b. La variable X est-elle d’espérance finie ?

a. On a X(Q) = IN* U {+4oc}. Pour tout k¥ € IN*, soit Sj I’événement: “le k-eéme tirage

conduit & un succes (obtention de la boule noire)”. On a alors {X = 1} = S; et, pour tout
_ _ 1

E>2,{X=k}=5N--nN Sk_1 N Sg. Donc P(X =1) = P(5;) = 3 et, pour k > 2,

la formule des probabilités composées donne

P(X:k’) = P( 1)P(572|571)P(Sk,1|571ﬂﬁSk,Q)P(Sk|§1ﬂﬁSk,1)
g Xk—lx 1 1
3 2 k+1  k(k+1)°

+oo
Je suppose que 'on demande de vérifier que ZP(X = k) = 1, autrement dit que

Pévénement {X = +o00} est quasi-impossible (mais Pensemble IN* U {+0o0} étant dénombrable,
1 1

kk+1) k k+1

cela ne changerait rien au fait que X soit discrete!), et ceci est vrai car

(série télescopique), donc

n

RIS oy E S U PR U
—k(k+1)  —\k k+1) 0 n4l noiee

+oo
donc ZP(X =k) =1
k=1

1
b.Ona kP(X =k)= 1 donc la série de terme général k P(X = k) est divergente,

+1
la variable X n’est pas d’espérance finie. “En moyenne”, le jeu dure donc éternellement!

L’éternité, c’est long, surtout vers la fin! (Woody Allen)




PRO 2 (CMT 2016). Des usagers d’internet effectuent des demandes de connexion & un
opérateur. Le nombre X de demandes pendant un intervalle de temps de durée At suit une
loi de Poisson P(A). La probabilité quune demande aboutisse est p €]0, 1[. Soit Y la variable
aléatoire correspondant au nombre de demandes qui aboutissent pendant l'intervalle de
temps At.

a. Calculer P(Y = k|X = j) pour (j,k) € IN?.

b. Montrer que {Y =n} = U ({X =k+n} n {Y =n}).
keN
c. Déterminer la loi de Y.

a. On reconnait une loi binomiale: si j < k, alors P(Y = k|X = j) =0, et si j > k, alors
P(Y =k|X =j) = (i) pH(L—p)i .

b. C’est évident... et c’est une réunion disjointe!

c. Calculons!

“+o0
P(Y=n) = Y P{X=k+n} n{Y=n})
k=0

+oo
= Y P(Y=nX=k+n)P(X=k+n)
k=0

foo k+n
k+n> n ko—x A
= P 1_p e
(M) gy
o Atpte? RS ((1—p))\)k
N n! Z k!

k=0
7 ™ pn 67)‘ e(lfp))\
n!
_ e—pA (p/\)n
N n!

Donc Y suit la loi de Poisson P(p}).

PRO 3 (ENSEA 2016). Soient X, Y, Z trois variables aléatoires indépendantes, suivant la loi
géométrique de parametre p.
a. Déterminer la loi de X + Y.
b. Calculer P(X +Y =2Z) et P(X+Y > Z).
a.0Ona X(Q)=Y(Q) = IN" donc (X +Y)(R2) = [2, +oo[. Pour n > 2, on a
n—1
{(X+V=n}=||({(X=kn{Y=n-Fk}).
k=1



La réunion étant disjointe, et les variables X et Y étant indépendantes, on en déduit

n—1
PX+Y=n = P(X=k)PY =n—k)
k=1
n—1
= p(1—p)*p(l —p) T
k=1
n—1
— p2 Z(l _p)n—2 _ (n _ 1)]72(1 _p)n—2 )
k=1
“+o0
b.eOna {X+Y =27} = |_| ({X+Y =2n} N {Z = n}). La réunion étant disjointe, et les
n=1

variables X +Y et Z étant indépendantes (par le lemme des coalitions, hors programme),
on en déduit, en posant ¢ =1 — p,
+oo
P(X+Y =27) = Y P(X+Y =2n)P(Z=n)
n=1

+o0o
_ Z(Zn _ 1)p2q2n—2 pqn—l

n=1

+oo
= Y-
n=1

+oo
= P> @+ 1) ()"
n=0

—+o0

Pour expliciter, posons s(z) = Z(Zn + 1)z" pour = €] — 1,1] (c’est une série entiere de
n=0

rayon de convergence 1). Alors

+oo +oo
1 d 1 1+
_ n n—1 __ _
s(a:)—g "+ 2z g nx _1—$+2m£(1—w)_(1—x)2'
n=0 n=1

1+ ¢
_ _ .3
e Considérons d’abord 1’événement contraire, qui me semble plus facile:
“+oo
(X+Y<Z}=||({X+Y=n} n{Z>n}).
n=2
+oo
Par réunion disjointe et indépendance, P(X +Y < Z) = Z P(X+Y =n)P(Z > n).
n=2

+oo —+oo
Or, P(Z >n) = Z P(Z=k)= Z pg*~! = ¢". Ensuite,
k=n+1 k=n+1



+oo too
P(X+Y <Z)= Z(” C1)p2g?n? = p2g? Z" (¢®)" L.
n=1

n=2
—+oo
d 1 1
Or, pour x €] — 1,1], on a ;nx”_l = dl’<1 —x) = 1-2)2 donc

P(X+Y <2) = (179_2‘52)2 :(1_p)2.

1—p\2
Donc P(X+YZZ)=1—(2—) .
-p

PRO 4 (Centrale 2016). Soit T une variable aléatoire telle que T'(Q) = [1, k]. On considére
k + 1 variables aléatoires X, - --, X; & valeurs dans IN, de méme loi. On suppose que les
variables T, Xg, ---, X sont mutuellement indépendantes. On définit enfin une variable

aléatoire Y par T(w)

VweQ  Y(w) =) Xiw).
1=0

Montrer que, si X est d’espérance finie, alors Y aussi. Donner alors une expression de E(Y)
en fonction de E(T) et E(Xj).

On a les inégalités entre variables aléatoires 0 <Y < Z X;. Par croissance et linéarité de
i=0
Pespérance, si X est d’espérance finie alors, en calculant dans [0, +o0],

k k
E(Y) < E(ZXZ) = ZE(Xl) =(k+1)E(Xy) < 400,

donc Y est d’espérance finie.

La variable Y est a valeurs dans IN et, pour n € IN,

k k J
r=m=J{r=sy nr=m=J{T=5} n {dx=n}).
Jj=1 j=1 i=0

J

Pour tout j € [1, k] fixé, les variables T et ZXi sont indépendantes (par le lemme des
i=0

coalitions), donc '

k j
P(Y =n) = ZP(T:j)P(ZXZ :n)
j=1 =0

Ensuite, si E(X() < +o00, on obtient



+00 foo b /
E(Y) = Y nP(Y=n) = nZP(TZJ)P(ZXz:”)
n=1 n=1 Jj=1 =0
k J
K j
- ZP(sz)E(Z&)
j=1 =0
k
- ZP(sz) (J +1) E(Xo)
Jj= . .
= E(Xo) (ZJP(TZ])—FZP(T:J))
Jj=1 Jj=1

PRO 5 (CMT 2016). Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi
géométrique de parametre p. On pose g =1—pet Y =|X; — Xof.

a. Calculer P(Y = 0). Pour n € IN, montrer que P(X; — X3 =n) = % En déduire la loi
q

de Y.
b. Montrer que Y est d’espérance finie et calculer son espérance.

c. Montrer que E((X1 — X2)2) =2V(X;). En déduire que Y est de variance finie et calculer
V(Y).

a. On a

P(Y=0) = P(X1=X;) = » P(X1=Fk)P(Xy=k)

Par un calcul analogue,

P(Xy—Xy=n) = P(X1=Xp+n) = » P(X1=k+n)P(Xy=k)



C.

On a Y(Q) = N, on a caleulé P(Y = 0) = - i et, pour n € IN*, P(Y = n) =
q
symétrie.

. Pour x €] — 1,1], la série E naz""1 converge car on reconnait la série entiere dérivée de la

n>1
série géométrique E x™, et elle a donc le méme rayon de convergence 1. On en déduit que
la variable Y admet une espérance, et on calcule

—+oo
2pq 2pq 1 2q
Y)= nP(Y =n)= = .
)= P 1+qZ T1+4q(1-9? p(l+9)

La variable Y2 = (X; — X5)? admet une espérance (arguments analogues & ci-dessus: on ne
modifie pas le rayon de convergence d’une série entiere en multipliant le coefficient d’indice n
par n ou bien par n?). Ensuite, par linéarité de I'espérance,

E((X1 - X2)?) = BE(X?-2X1Xs+X3) = BE(X?) + E(X2) -2 E(X1X2)
= 2E(X7)-2E(X))* = 2V(Xy)
car les variables X; et X5 ont méme loi et sont indépendantes. On a donc E(Yz) =

2
2V(Xy) = —(2] (formule du cours), puis
b

ey o2 (20 \'_2a(+¢)
Vi) =Byt - By - 2 (L) MU

PRO 6 (CMT 2016). On considére un détecteur de particules ayant une probabilité de

détection de chaque particule égale & p €]0,1[. On note N et S les variables aléatoires
qui comptent respectivement le nombre de particules arrivant sur le capteur et le nombre
de particules détectées. On suppose que N suit une loi de Poisson de parametre A.

. Soient s et n entiers naturels. Calculer P(S = s|N = n), puis P(S = s, N = n). En déduire

laloi de S.

b. Sans calcul, donner la loi de N — S.

(¢}

. Les variables S et N — S sont-elles indépendantes ?

. Les variables N et S sont-elles indépendantes ?

. La loi conditionnelle de S sachant N = n est binomiale de parametres n et p, autrement dit

(Z)ps(l —p)"° si0<s<n

0 si s>n

V(s,n) eIN*  P(S=s|N=n)=

Par la formule des probabilités composées,



=
5]
!
=

g/
I

P(N=n)P(S=s|N=n)

A/I'L
e_A—' (Z)ps(l—p)"_s si0<s<n
n!

0 si s>n

Enfin, par la formule des probabilités totales, en psant ¢ = 1 — p pour abréger,
—+oo
P(S=s) = ZP(S:s, N =n)

+oo
A" (n
_ A s n—s
= et ()

n=s
“AAS S TR \k gk
= ¢ b ¢ (avec k =n —s)
s! — k!
o 67>\ A® ps e)\q _ 67/\17 ()\p)s
N s! N sl

La variable S suit donc la loi de Poisson P(Ap).

b. La variable N — S représente le nombre de particules ayant échappé a la détection. Or,
la probabilité de non-détection d’une particule arrivant sur le capteur est ¢ = 1 — p. En
quelque sorte, les succés deviennent des échecs et inversement. 1l suffit donc d’échanger p
et ¢ pour avoir la loi de la variable N — S, c’est donc P(Aq).

c. Si k et [ sont deux entiers naturels, on a

k+l1
P(S=kN-S=1)=P(S=kN=k+1)=¢? A (k+l)p‘“ql,

(k+1)! k
tandis que
e 0)F g (At A R
P(S=k)P(N—-S=1)=e ik A = AW
On constate que les deux expressions sont égales, les variables S et N — S sont donc
indépendantes.

d. Les variables S et N ne sont pas indépendantes, par exemple car P(S = 2,N = 1) = 0,
alors que P(S = 2) et P(N = 1) sont tous les deux non nuls.

PRO 7 (CCINP). Soit R € IN*. Un garcon et sa petite sceur jouent & un jeu de devinettes.
Chaque jour, le grand frére pose une devinette a sa sceur et cette derniere y répond cor-

1
rectement avec une probabilité 3 Le jeu s’arréte lorsque la sceur répond correctement R

jours consécutifs aux devinettes de son frere. On pose pour n € IN*, p, la probablité que le
jeu de devinettes s’arréte au n-ieme jour.

a. Déterminer ppr



b. On considere dans cette question que le jeu ne dépasse pas R jours. On définit une variable
aléatoire Z comme suit: Lorsque la sceur répond correctement R jours d’affilée, Z prend la

valeur 0. Autrement, Z prend le numéro du jour ou la sceur a répondu faux pour la premiére
fois. Identifier la loi de Z

On suppose maintenant R > 2.
R-1

2
c. Montrer que Vn > R Pni1 = E @Pn—r
i=0
d. Quelle est la probabilité que le jeu se termine 7
Clai ¢ (1)R 1
a. Clairemen =(=z)] ==%.
y PR 3 3R
1
b. On a Z(Q) = [[OaR]L P<Z:0) = PR = 371? et
1\k-1 2 2
Vk € [1,R PZ:k:(f) A
Lr Pz=n=(3) 3-a

(k — 1 succes, puis un échec). On peut aussi reconnaitre (mis & part le cas Z = 0) une loi
géométrique de parametre 3"
c. Notons T la variable aléatoire correspondant au temps d’attente de R bonnes réponses

consécutives. Alors T'(Q2) = [R,+oc] et, pour tout n entier naturel, p, = P(T' = n).
Evidemment, p, =0 si n < R.

Les {Z =k}, avec 0 < k < R, forment un systéme complet d’événements, on a donc, pour

tout n > R,
R
PT=n+1)=> P{T=n+1} N {Z=k}).
k=0
Dans cette somme, le terme pour k& = 0 est nul puisque les événements {Z = 0} et

{T = n + 1} sont incompatibles. Pour k € [1, R], notons T}, la variable aléatoire corres-
pondant au temps d’attente de r bonnes réponses consécutives a partir du k + 1-eme jour
(T = 1 si la réponse est bonne le jour k + 1, T, = 2 si c’est seulement le jour k + 2, etc.).
Il est clair (intuitivement, est-ce satisfaisant ?) que T}, suit la méme loi que T'. Par ailleurs,
il est intuitivement clair aussi que, pour tout k € [1, R] et tout [ € IN*, les événements
{Z = k} et {T} = 1} sont indépendants. Disons que la réalisation ou non de l’événement
{Z =k} dépend seulement des k premiéres réponses, alors que la réalisation de I’événement
{T, =1} dépend seulement des réponses a partir du rang k + 1, c’est un peu le lemme des
coalitions. Ainsi, pour k € [1, R], on a

P{T =n+1} N {Z =k}) = P{Z = k} N {Ty = n+1-k}) = P(Z = k)P(T}, = n+1—k) = %pnﬂ,k .

Enfin, une translation d’indice donne
R R—1

2 2
Yn > R Pnt1 = Z 3% Pntl—k = Z @Pn—i .
k=1 i=0



d. On va montrer que P(T = 4o00) = 0, soit P(T < 4+o00) = 1. Pour cela, posons
+o00o
S=P(T<+00) = pk.
k=R

En utilisant la relation obtenue en c., et en intervertissant deux sommes (dont une est finie),
puis en décalant les indices,

4o +00 +oo R—-1 9
S = pr+ >, pr=Pr+ Y D1 = PR+ (prk—i>
k=R+1 k=R k=R \ i=0
o N R-1, o +00
= o+ 3 (g L) <o X (55 2 m)
i=0 k=R i=0 n=R—i
“+o0 —+o0
Mais, les p,, étant nuls pour n < R, on a Z Pn = Z pn = S pour tout ¢ € [0, R—1]. Il
n=R—1 n=R

R—1 1— (1
2 1 2 ( )
reste donc S = pgr + ( g 3i+1> S, soit encore S = 3R + 3 X ﬁ S, et finalement
i=0
S =1, ce qu'il fallait démontrer.

PRO 8 (CCINP). Soient a €]0,1[ et 8> 0. Pour (4,5) € IN*, on pose
BleBal (1—a)—d

0 sinon

si j<i

a. Vérifier que (pi,j)(i,j)eﬂw est une distribution de probabilités sur IN?.
On considere un couple (X,Y) de variables aléatoires sur un espace probabilisé ({2, .4, P)
tel que
Y(i,j) eIN*  P(X=i,Y =j)=pi; .
. Donner les lois marginales de X et Y.
. Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7
. Quelle est la loi de la variable Z =X —Y 7
. Soient j € IN, k € IN. Calculer P(Y = j|Z = k). Que remarque-t-on ?

o a6 o

a. Les p; j sont des réels positifs. On calcule donc dans [0, +00] sans trop se poser de questions:

too i +00 4 1 .
= B () - S e
(i,5)EIN? i=0 ;=0 o ¥ ]-ZOJ- (1 —4)!

puisque la somme intérieure vaut (a +(1- a))Z = 1 en reconnaissant la formule du binéme.



b. e Pour tout ¢ € IN, on a
zz)zzp(X:i,Y:j):e’ﬁﬂ.— <Z> oﬂ(l—a)“ﬂze’w
§=0 j=0

avec les mémes arguments que ci-dessus. Donc X ~ P(f3).
e Pour tout j € IN, on a

+o0 ] +oo

1 _ l ] [
P(Y=j) = Y P(X=iY=j) = Z 1013 B
i=j
_ “+o0 k
= ’ (.'aﬁ)J (5(1 _ a)) en posant k=1 —j
J P k!
e (@B sa-a) _ -as (@B)
4! 4!

Donc Y ~ P(af).
c. Les variables X et Y ne sont pas indépendantes puisque, sii < j,ona P(X =4, Y =4) =0
alors que P(X =) et P(Y = j) sont tous les deux non nuls.
d. Comme P(X >Y) =1, on peut considérer que Z(2) C IN et, si k € IN, on a
+oo

(Z=k}=||{Y =4} n{X=5+k}),

j=0
donc

+oo +o00 54 _ .
) ) itk e=B ai (1 — )k
P(Z=k) = > PX=j+kY=j) =) j,k,( )
i—=0 j=0 o

00 i i k
_ BFe P (1—a)F i ol B (B(1 - a)) e
k! J! k! ’
j=0
Donc Z ~ P(B(1 — a)).
e. Soient j € IN et k € IN, alors

o P(Y=jZ=k  P(X=j+kY =}
PY=jlZ=k = —pz 5 ~ P(Z=k)
e—aﬂ (aﬁ)j

4!

apres simplifications. On observe que P(Y = j | Z = k) = P(Y = j), ce qui signifie que les
variables Y et Z sont indépendantes.




PRO 9 (CCINP). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur un espace proba-
bilisé (€2, A, P). On suppose que X suit la loi binomiale de parametres n et p avec p €]0, 1],
et que Y suit la loi uniforme sur U'intervalle entier [0,n]. Pour tout w € €, on pose

X(w) si X(w)#0
Z(w) = ) .
Y(w) si X(w)=0
Déterminer la loi et ’espérance de Z.
D’abord il est clair que Z(Q) = X(Q2) =Y (Q) = [0, n].
On observe que {Z =0} = {X =0} N {Y =0} et que, pour k € [1,n],

{Z=k} = ({Z=k}n{X=0HU({Z=k} N {X#0})
= {(Y =k} n{X=0)U{X=k}.

Les variables X et Y étant indépendantes, on a P(Z =0) = P(X =0) P(Y =0) = q
en posant ¢ = 1 — p et, pour k € [1,n],

P(Z=k)=P(X=0)P(Y=k)+P(X =k)= nq—:1 + (Z) P E

n
Le lecteur anzieux vérifiera que Z P(Z =k) =1, ce qui le rassurera.
k=0
Ensuite, un calcul facile (et pas passionnant) donne

n qn n n -
k=1 k=1
q" nq"
n+1+ (X) n+1—|—np

PRO 10 (CCINP 2024). Soit (X;)iew+ une suite de variables aléatoires indépendantes sur
(Q, A, P), telle que, pour tout i, on ait X; ~ B(p;), avec p; € ]0,1[. On suppose que

pito+p
pn:7n — P -
n n—-+oo

n
On pose S, = Z X; pour tout n € IN*,
i=1 S
a. Calculer Iespérance et la variance de —.
n

n—-+oo n

b. Montrer que lim V(Sn> =0.



n—-+oo

. Soit € > 0. Montrer que lim P(

n—-+oo

. En déduire que lim P( & —

S 1 1 ¢
. Par linéarité de I'espérance, E[ — | = — E(X;) = — i = pn. Puis, les variables
p () =3 SEx =0 m=
étant indépendantes,

S, 1 1 —
V(n):nz Sw) = 2V sz Pi).-
1 n
.OnaO<V< ) Epv plgn—i = — n~>+o<: 0.

S,
. Appliquons I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev & la variable —, qui est de variance finie,
n

, €
et dont ’espérance est p,,: comme 5 >0, on a
. E) S \n)

Sn
22— p, SN
(n Pnl =3 e\2 T ne?  n-otoo
(2>

€
. Comme liIJIrl Pn = p, il existe un rang N & partir duquel |p, — p| < 5 Pour n > N, on a
n—-+oo

alors par inégalité triangulaire,

Sp(w) Sp(w)

+pnp|§‘pn
n

Yw € Q ‘ —p|l <

‘ Sn(w)

e
.

— pn
Pour n > N, on a donc 'inclusion

{ERE R (FR R

— —pn| <
et, en prenant les événements contraires, toujours pour n > N,

n
— —plzep C > — 7.
n 2
Pour n > N, on a donc

2 b
0<P<’Sn—p’>s> < P<
n

n
d’ou la conclusion par encadrement.

N ™




