DEVOIR de MATHEMATIQUES numéro 1

PSI2 2025-2026 a rendre le 25/09/2025

PROBLEME 1

Définitions :

Soit (a,) une suite de réels non nuls. On dit que “le produit infini H an est convergent”
n n>0
si la suite (P,) définie par P, = H ar admet une limite réelle non nulle. Dans ce cas,
+oo k=0

on note alors H ar = lim P,. Pour tout entier naturel n, le réel P,, est appelé produit
Pl n—-+o0o

partiel d’ordre n et, en cas de convergence, le réel P = 11111 P, est aussi appelé produit
—
infini des a,,. e

Remarque. L’indice de départ de la multiplication ne sera pas toujours 0, il est facile
d’adapter.

PARTIE A. Etude de produits infinis

A.l.

A.2.

A.3.

A.6.a. Pour n € IN*, on pose u, =

1
Pour tout n € IN*, on pose a,, = 1+ —. Calculer les produits partiels P, correspondants
n

(n > 1). Le produit infini H ay, est-il convergent ?

n>1
Montrer qu’une condition nécessaire pour que le produit infini H an soit convergent
n>0

m a, = 1. La condition est-elle suffisante ?

est que i
n—-+oo

On considere les produits infinis

too —1)k+1 1o 1
P:H<1+( Iz > ; Q:H(l—ﬁ).
k=1 k=2

Exprimer les produits partiels Pa,, Pant1 et Qn. En déduire la convergence des deux
produits infinis considérés et leur valeur.

—1 n+1
. Dans cette question, on pose a, =1+ <7 pour tout n € IN*.
n
(_1)n+1
a. Montrer que l'on peut écrire In(a,) = ~——=— —r,, et préciser un équivalent de r,.

Vn

b. En déduire la nature de la série de terme général In(a,).

n
c. Quelle est la nature du produit infini H an 7 On précisera la limite de P, = H ag
k=1

lorsque n tend vers +oo. nzl

. Soit (uy,) une suite de réels positifs.

a. Montrer que les séries Z Up €t Z In(1 + u,) sont de méme nature.

n n

b. Montrer que le produit infini H(l + uy) converge si et seulement si la série Zun

converge.
_1 n 1
( \f) + o Montrer que la série Z u, diverge, mais que
n n
>1
le produit infini H (14 wy) converge. "=
n>1

b. Proposer une suite réelle (v,,),>1 telle que Z v, converge, mais H (14 vyp,) diverge.
n>1 n>1



PARTIE B. Une équation fonctionnelle

x
B.1. Soit & un réel appartenant a 'intervalle | — 7, 7[, soit le produit infini H cos (2—n>
n>1

a. En utilisant la relation de trigonométrie sin(2a) = 2 sin(a) cos(a), simplifier 'expression

n
x
du produit partiel P,(x) = H cos (27) pour n entier naturel non nul.
k=1

b. En déduire la convergence du produit infini considéré et préciser sa valeur, notée
P(z) = lim P,(x).
n——+00

B.2. Soit f : R — IR une fonction. On suppose que f est continue en 0 et qu’elle vérifie la
relation fonctionnelle

(E): vz e R f2x) = f(x) cos(z) .
on

a. Soit « €] —m, 7[. Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, f(z) = f( ) P, (x).
En déduire l'expression de f(z) en fonction de z et du nombre a = f(0).

b. Montrer par récurrence sur 'entier naturel p que l'expression de f(x) obtenue a la
question B.2.a. ci-dessus reste valable pour tout  appartenant & Uintervalle | —2Pr, 2P|

c. Quelles sont les fonctions f : IR — IR, continues en 0 et solutions de (E) ?

PROBLEME 2

Une introduction aux séries de Fourier

n
Pour n entier naturel et ¢ réel, on pose D, (t) = Z etkt,

k=—n
T

1. Vérifier la relation D, (t) dt = 2m pour tout n entier naturel.
—T

2. Pour n € IN et ¢ réel non multiple de 27, prouver que
sin ((n + 1) t)
2
. [t '
()

3. Soit h : [~m, m] — C une fonction de classe C'. Montrer que I’ intégrale I, = / h(u) sin(au)du

—T

D,(t) =

T

tend vers 0 lorsque le réel a tend vers +o0.

On considére maintenant une fonction ¢ : IR — €, de classe C? et 2r-périodique. Pour tout
k entier relatif, on pose

1 T ;
ck(g) = o / g(x) e dx (un coefficient de Fourier) .

4. Pour n entier naturel et t réel, prouver la relation

Z cr(g) et = % /Tr g(t —u) Dp(u) du .

k=-n -

—T



= ; 17 1
5. En déduire que k; cr(g) et — g(t) = o /_77 hi(u) sin ((n + 5) u) du,
ol h; est une fonction continue sur [—7, 7] que 'on explicitera.
6. Montrer que la fonction h; est de classe C* sur [, 7].

7. Montrer que, pour tout ¢ réel, les séries numériques Z cn(g) ™ et Z c_n(g) e sont

n>0 n>1

convergentes, et prouver la relation

“+o0 —+o0

gt) = enlg) €™+ cnlg)e ™.

n=0 n=1
On a ainsi obtenu le développement en série de Fourier de la fonction g, que l'on
écrira too

gt) = > calg) ™.
n—=-—oo
EXERCICE
On note E un K-espace vectoriel de dimension n, soit B = (e1,---,e,) une base de E.

Pour tout endomorphisme f de l’espace vectoriel E, on note C(f) I’ensemble des endomorphismes
de E qui commutent avec f, i.e. C(f) ={g € L(E) |go f = fog}.

De la méme fagon, si A est une matrice carrée d’ordre n, on notera C'(A) Pensemble des matrices
carrées d’ordre n qui commutent avec 4, i.e. C(A) = {M € M, (K) | AM = MA}.

1. Montrer que, pour tout f € L(E), 'ensemble C(f) est une sous-espace vectoriel de L(E), et
qu’il est stable par la loi o de composition.

2.a. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Montrer 1’équivalence
C(A) = MH(K) <~ V(Z,]) € [[1,71]}2 AEi’j = EiJ A R
ou I'on note E; ; la “matrice élémentaire” dont le coefficient d’indices (7, 7) vaut 1 et tous
les autres sont nuls.

b. En déduire que C'(A4) = M, (K) si et seulement si A est une “matrice scalaire” (c’est-a-dire
de la forme A= \1I, avec A € R).

c. Quels sont les endomorphismes f € L(E) vérifiant C(f) = L(E) ?
3. On suppose dans cette question que 'endomorphisme f € L(F) est nilpotent d’indice n,
clest-a-dire que f""r#£0 et f*=0.

a. Montrer qu’il existe un vecteur zq de E tel que la famille B = (zq, f(zo), f*(20), -+, "' (20))
soit une base de E.

b. Ecrire la matrice A de I’endomorphisme f dans une telle base B.
c. Décrire les matrices A¥, pour k entier de 0 & n — 1.
d. Montrer que la famille (I,,, A, A% ---, A"™!) est libre dans M., (IK).

e. Montrer que C(f) = Vect(idg, f, f2,---, f*1). Quelle est la dimension de I’espace vectoriel
c(fn e



