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PROBLEME 1 d’aprés Centrale 2024, filiere PC

PARTIE A. Formules de Taylor

A.l.

L

A.3.

Initialisation: pour n = 0, si f est de classe C* sur [a, b], il résulte du théoréme fonda-
b

mental de ’analyse que f(b) — f(a) = / f'(t) dt, ce qu’il fallait prouver.
a

Hérédité: Supposons la formule vraie pour n € IN, soit f : [a,b] — K de classe C"2.
Alors f est a fortiori de classe C" !, Phypothése de récurrence donne donc la relation

n ) (q b _ £\n £(n+1)
(*): f(b):Zf ()(b—a)k—I—/ (b t) f " (t) det .

k! n!
k=0
On effectue alors une intégration par parties dans le “reste intégral” en posant
u(t) = fHD(1) u'(8) = F()
, (b—t)" soit (b—t)»t! , ainsi
= D= 7
v'(t) " v(t) 1)
b b b
b —t n (n+1) t b —t n+1 b —t n+1 (n+2) t
i ey B U R A e e el
a n! (n+1)! o Ja (n+1)!
(n+1) b b— ¢)yntl f(nt2) (¢
L) g [P0
(n+1)! a (n+1)!
En réinjectant dans (*), on obtient la formule voulue au rang n + 1.
. Comme f est de classe C""!, la fonction |f("+1)’ est continue sur le segment [a,b], d’ou

I'existence de M, 1 par le théoréme des bornes atteintes. Il suffit alors de majorer en
valeur absolue le reste intégral obtenu en A.1.:

dt| <

(b—t)" f (1) b (b—t)" | f ()] Y-t My (b—a)"*
n! /a n! dt < Mus a n! di = (n+1)!

ce qu’il fallait prouver.

La fonction f : z — In(1+x) est de classe C* sur [0, 1]. Par une récurrence facile, on obtient

—1)" 1 (k—1)!

) (z) = W pour tout k € IN* et « € [0, 1]. En particulier, f(0) = 0 et, pour
fO) (=Dt
K ko

n+1

k entier naturel non nul,

Par ailleurs, M1 = m[ax] ’ 1 )(x)| = n!, Pinégalité de Taylor-Lagrange ci-dessus donne
z€[0,1

alors, pour tout n entier naturel, la majoration

n n
(—1)k1 F®(0) X M1 1
In(2) — — | =f(1) — 1-0)% < = .
n(2) =, JO =2 == -0 =+ n+l
k=1 k=0
S~ U - i -
En notant S, = A la somme partielle d’ordre n de la série harmonique

k=1
alternée, on vient de montrer que liIJIrl (111(2) — Sn) = 0, la série mentionnée est donc
n—-+0oo

convergente (ce qui résulte aussi du théoréme spécial des séries alternées) et sa somme
est

+

——— = lim S,=1In(2).

oy (_l)k—l
k! n—-+oo

k=

—

)



PARTIE B. La méthode de Héron
B.1. C’est clair pour n = 0, et 'hérédité est immédiate aussi!
B.2. On calcule

eng1(a)’ —a = i (cn(a) + Cnc(la)>2 —a = i (cn(a)2 —2a+ Cni)Q)
= m (cn(a)4 —2a cp(a)® + a2) .
Finalement,
Vn € IN cn+1(a)2—a:M>0,

4c¢(a)?  —

donc (décalage d’indice) ¢, (a)? > a pour tout n € IN* et, comme ¢, (a) et v/a sont des réels
positifs, ¢, (a) > V/a.
B.3. On observe que, pour n € IN*
1 1
coa(0) = enla) = 5 ( s = (@) = g (- enla?) <0,

cn(a)

la suite (cn(a))n e ©st donc décroissante a partir du rang 1. Comme elle est minorée (par 0,

ou encore par v/a), elle est convergente. Sa limite [ est positive et vérifie I'équation “aux

1 a
points fixes” 1 = 3 (l + l)’ soit 2 = a, donc | = /a.
3 . . . . *
B.4.On a ¢(2) = 2 et on prouve la majoration demandée par récurrence sur n € IN*:

2
1
-pour n =1, 0n a 01(2)2 -2 = 1= 8 X <32) , 'inégalité a prouver est donc alors une
égalité ;

- si Iinégalité est vraie & un rang n € IN* donné alors, en utilisant la minoration ¢, (2)? > 2,

ce qui prouve ’hérédité.
B.5. Enfin, en utilisant toujours ¢, (2) > V2,
n—1
n(2)? =2 1 ( 1 >2
0<en(2)— V2= < x8x | o5 ;
< enl2) @) VE 2

ce qui donne bien 'estimation annoncée.

27171

En observant que, pour n = 6, le nombre 8 x () magjorant Uerreur est de lordre de 10748,

32
on voit que la méthode de Héron converge trés trés rapidement.



PARTIE C. La méthode de Newton

C.1. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est la droite 7 d’équation
y = f(a)+ f'(a) (x — a). Elle rencontre I'axe Oz au point d’abcisse = b annulant y dans

f(a)

f'(a)

C.2. Si f admettait un autre zéro d dans I, disons avec ¢ < d, le théoréme de Rolle affirmerait
que la dérivée f’ s’annule quelque part dans lintervalle ]c,d[, ce qui est contraire aux
hypotheses.

I'équation précédente, soit f(a) + f'(a) (b —a) =0, donc b=a —

C.3. Sir € [0,p], alors J, C J, C I et les fonctions |f’| et |f”| sont continues sur le segment
J,., d’ou lexistence de s, et de i, par le théoréme des bornes atteintes. Comme la
valeur i, “est atteinte”, i.e. il existe x € J,. tel que |f’(a:)‘ =4, et comme f’ ne s’annule pas
sur I, on a bien I,. > 0.

C.4.Sir" <", alors J» C Juv, d’otl il résulte immédiatement que s,» < s, et que 0 < i < Gy,
donc par manipulation d’inégalités entre réels positifs,

Syt Syt
K /5 = < = 17
" 2 T 24 o

la fonction r — K, est donc croissante sur [0, p]. On a alors

vr €10, p] 0<rK,<rkK,

et cet encadrement montre que lim r K, = 0. En prenant r > 0 “assez petit”, on aura
r—0+

alors r K. < 1.
C.5. Comme f(c) =0, on observe que
flen) ‘ (= e = flew)| _ O~ (o) + e = o) ()
Flea) 1 f'(cn) - |/ (cn)]

On minore le dénominateur par ¢, et I'inégalité de Taylor-Lagrange permet de majorer le

|ent1 —¢| = |en —

s .
numérateur par Er(cn —¢)%. On obtient finalement

Sr 2 2
|Cn+1 _C| < . (Cn_c) =K, |Cn_c|
2%,
Comme ¢, € Jy,on a|c, —¢| <7, puis |epp1 — ¢ < Ky rle, — ¢ < lep — ¢ < r puisque
r K, <1, et ceci prouve que ¢,11 € J,.
C.6. La question précédente montre que, si ¢y € J;., ¢, est bien défini pour tout n et ¢, € J,..
Pour n = 0, l'inégalité a prouver est immédiate et c’est alors une égalité.

Si I'inégalité est vraie pour un n € IN donné, alors
2n+1

ontl
K, — K, —
|Cn+1 - C| < Kr ( - ‘COKQCD = ( - COKTCD ’

T

on a donc prouvé ’hérédité.

Comme K,|c — ¢o] < r K, < 1, on déduit que lim (¢, —¢) =0, donc lim ¢, = c et
n—-+oo n——+oo

cette convergence est tres rapide (beaucoup plus rapide qu’une suite géométrique grace a

Pexposant 2™).

C.7. 1l suffit de prendre I =R, et f : z — 2” — a et on retrouve la suite (c,(a)) de la partie B.



PROBLEME 2
PARTIE A.

™
A.1. On integre sur le segment [O, 5} une fonction continue, positive et non partout nulle, son

intégrale W, est donc strictement positive (théoréme de stricte positivité). On écrit

™

3 3
Wht1 = / cos®™t (1 —sin®t) dt = W, — / (cos®™t sint) sint dt .
0 0

o . , cos? ()
Une intégration par parties donne alors, avec u(t) = sin(t) et v(t) = “on 1
n
sin(t) cos?™ ()12 Wy
Whs1 =W, —
s ”J{ 2+ 1 o 2n+1’
ce qui conduit a la relation
VYn € IN 2n+2) Wy =2n+ 1) W, ,
ce qu’il fallait prouver.
2 m 2n + 1
A2.0naWy= [ dt=21, puis W, s = W,, d'ot
n a Wy /0 5 buis =5 ol
W, — 1Xx3x5x---x(2n—1) W = (2n)! w
2Xx4Xx6x-%x(2n) 227 (nl)?2 2
(multiplier numérateur et dénominateur par 2 X 4 X 6 x -+ x (2n) = 2" n!).

NB. La réponse étant donnée, on peut aussi se contenter de vérifier par récurrence.

A.3. Comme en A.l., en intégrant par parties, on trouve (2n+3) W, = (2n+2) W, puis,
avec W =1 et comme en A.2., on en déduit
, 2x4x---x(2n) 22" (n!)?

"3 x5x--x(2n+1) (2n+1)!7

T .
A.4. Pourte [O, 5}, ona 0<cost<1,dott cos??t < cos? !t < cos®™ t. En intégrant ces

W, w’
inégalités sur le segment [O, g} , on obtient W, 11 < W,’L < W,.On adonc WH < Wn <1

Wn+1 n+1
= —
W 2n+2 notoo
1

lim —2 =1, c’est-a-dire W/ ~ W,,.
n—-+4oo Wn ’ n "

pour tout n. D’autre part, 1. Le théoreme d’encadrement donne

227 (nl)? (2n)! w

A.5. L’équivalence W), ~ W, s’écrit @n+1)] ~ 9n CIE 3 ce qui peut encore s’écrire
2471 ! 4 24n ! 4 2471 ! 4
PO U SRS L LR L1/l
(2n)! 2n + 1)! (2n)))” 2n+1)  n((2n))
2411 ! 4
c’est-a-dire  lim ﬂ =

n=too  ((2n)1)?



A.6.a. On calcule :

b.

A.9.

. En prenant ’expression opposée, on a b,_1 — b,

.Ona lim

bp—bp_1 = ln( X e X X

n—1)! nn vn
e (") 21 (- D m(- 1),

Puis on développe (calculs laissés au lecteur ou & la lectrice), on obtient :

by —bp1 =1+ n—l)(—l—i—iﬂ)(i) ——i+o(i)
no el 2 n 2n?2  3nd n3/ ) 12n2 n2/’

1

n—too 12n2°

an):ln<n! (n—1)"! m>

—~

Gp—1

NI

soit b, — b,—_1

~ . En vertu du critere des
n—4oco 12n2

équivalents pour les séries a termes positifs, comme la série g converge, on déduit

12n2
la convergence de la série de terme général b,,_1 — b,,, donc la série de terme général opposé
by, — b,—1 est convergente. Comme c’est la série télescopique associée a la suite (b,), cette
suite est donc convergente, c’est-a-dire admet une limite réelle B, puis par continuité de
'exponentielle, a,, = e’ converge vers A = P, qui est un réel strictement positif.
nlem n\"
——— = A, ce qui s’écrit encore n! ~ A\/ﬁ(f) . En reportant dans la formule
n—-+oo NN Vﬁi e
4n
2471 n! 4 24n A4 TL2 n A2
(n!) 5~ . (26) m = 5 et cette expression doit tendre
n
n ((2n)!) n A (2;1) (22)

de Wallis, on trouve

A
vers 7 lorsque n tend vers l'infini, donc — = 7 et, A étant positif, A = V27 : on obtient

la formule de Stirling (cette formule fait désormais partie de votre cours, mais
doit étre utilisée avec modération, c’est-a-dire uniquement en dernier recours) :

n!~\/ﬁ(@)n.

e

. ;. . . Un . . .
. La relation u,, ~ v, s’écrit aussi lim — = 1. Si on se donne £ > 0, il existe alors un

w++a>un

rang N a partir duquel o 1

‘ < g, ce qui s’écrit encore (1 — &)u, < v, < (14 €)uy,.
Unp
Pour n > N, par sommation de ces inégalités pour k allant de n + 1 & Uinfini (les séries

sont supposées convergentes), on a alors (1 —¢)R, < R), < (1 +¢)R,. On a donc prouvé
/

lexistence d’un rang N & partir duquel | == — 1| < g, et ceci quel que soit € > 0, ce qui

mn
/

montre que ngrfoo R—: =1, soit R; ~ R,

1
Pour tout k& > 2, on a, par décroissance de Papplication t — — sur IR’ , 'encadrement
$2 +

/k+1dt< 1 </k dt
A



On somme pour k allant de n+ 1 & un certain entier naturel N (avec N > n):

1_1_/N+1dtZ /dtli
n+l N+1 k2= “n N

k=n-+1
Enfin, on fait tendre IV vers l'infini, cela donne E < —. Comme les termes
k= n+1
extrémes sont équivalents entre eux, le théoreme d’encadrement permet de conclure que

1
_ ~ —.
k2 n—too mn
k=n-+1

A.10. En A.6., on a obtenu b,_1—b, . La question A.8. s’applique alors et montre

n—+oo 12n2
+oo +oo 1

que Z (bp—1 — bg) ete Z T2 En posant B = ngrfoo b,, et en utilisant A.9.
k=n-+1 k=n-+1
et la transitivité de la relation d’équivalence, on a donc b, — B , ce qui s’écrit
n~>+oo 12

1 1
aussi b, = B+ Ton + 0( ) En prenant I’exponentielle,
n

1 1 1 1
— ebn — B. _— = vV _— —_
n=c"=¢ eXp(lz +0(n>> 2m <1+12 +0(n)>'

Enfin,

nl :\/ﬁ(g)nan =\V27n (ﬁ>n <1+1;n+o<1)) :

€ n

ce qui est le résultat attendu avec C' = 17

PARTIE B.
B.1. Une premiére intégration par parties, avec u'(t) = 1 et v(t) = cos®"(t), donne

W, = / cos®™(t)dt = {t COSQTL(t):| ’ +2n/ t sin(t) cos?"*( 2n/ t sin(t) cos®™ 1 (t)dt .
0 0 0 0

Une deuxiéme intégration par parties, avec u'(t) =t et v(t) = sin(t) cos>*~!(t), donne

z

t? 3 1
W, = 2n {5 sin(t) COSQ"_l(t)} C—nJ,+2n <n - 2) / t? sin?(t) cos®™2(t) dt
0 0
= —nJ,+2n%—n) (Joo1—Jn) .
Finalement, la relation obtenue peut s’écrire  W,, = —2n? J,, + n(2n —1) J,_1.
B.2. Divisons par W, la relation obtenue ci-dessus :

Jn Jnfl anl Jn Jnfl
1=-2n% "2 2n —1 =—2n? - +2n?
" Wn +n( " ) Wn—l Wn " Wn +an Wn—l




Wi— 2
(en tenant compte de la relation MT; L = %7 ¢f. question A.1.). Finalement,
n n—

n2

=2 - )

m
B.3.a. Sur l'intervalle I = [O, f] , la fonction sinus est concave puisque sa dérivée seconde — sin
est négative. Le graphe de la fonction sinus est alors, sur ce segment, situé au-dessus de sa
2
sécante, ce qui se traduit par 'inégalité sin(t) > —t, équivalente & I'inégalité demandée.
T
b. On éleve au carré l'inégalité précédente (les deux membres sont positifs), donc

2
t? < % sin?(t) pour tout t € [O, g] On en déduit

H 2 2 5 2 2 m (% 2 2
0< J, :/ t* cos”™(t) dt < / T sin”(t) cos”"(t) dt = T / (1 —cos®t) cos™(t) dt,
0 0 0

2

2 1
soit 0 < J, < % (Wy, — Wit1). En remplagant ensuite W,, 11 par ntl

12 W, (cf. question

2 2 1 2
A.1.), on obtient 0 < J, < % W (1 — 2212) = 8(n7T—|— 0 W,. 11 est alors clair que
Jn
Jn = o(W,,), soit encore que lim =0.

n—-+oo n

B.4. D’apres B.2., on a

n

k=1
0 ] 73 w2 J,
tél ique). C Wo=—=etJy= t>dt = —, il reste S, = — — 2 —.
(somme télescopique). Comme Wy 5 et Jo /0 5y 1l reste 5 W

J,
B.5. Comme hI—E — =0, la suite (S,,) des sommes partielles de la série est convergente, donc
n—-+oo n

1

la série E — est convergente (de toute fagon, c’est du cours), et
n

n>1

7T.2

+<>c1
S=Y = m S=



