DETERMINANTS

I. Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base (programme de PCSI)

1. Définition.

Définitions préliminaires.

e Soit E un IK-espace vectoriel, soit n un entier naturel non nul. Une application f : E™ — K
est appelée une forme n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chaque variable, i.e. si
toutes ses applications partielles sont linéaires, & savoir pour tout i € [1,n], pour tout
(n — 1)-uplet (x1,---,2;_1, %41, -, 2,) € E"L, Iapplication

E—-K ; t’_>f(xlv"'7xi713t71'i+17"'7wn)

est linéaire. On dit aussi que f est une forme multilinéaire sans préciser nécessairement
le nombre de variables.

e Soit f: E™ — IK une forme n-linéaire sur E. On dit que f est alternée si f(x1, -, x,) =0
pour tout n-uplet (x1,---,x,) € E™ tel que les z; ne soient pas tous distincts. Cela signifie
encore que

V(z1, -, x,) € E" (El(i,j)e[[l,n]]2 1#£] etmi:xj):f(x1,~-~,xn):0.

Propriété élémentaire. Une forme n-linéaire f : E" — IK est alternée si et seulement si
elle est antisymétrique, i.e. si le fait d’échanger deux parmi les n variables conduit & un
résultat opposé. Par exemple: f(zo, 21,23, ,xn) = —f(z1, T2, T3, -+, Tp).

Proposition (admise) et définition. Soit F un IK-espace vectoriel de dimension n,
soit £ une base de E. Alors il existe une unique forme n-linéaire alternée f : E" — K
telle que f(€) = 1.

Cette application f est appelée déterminant en base &£, et on la note detg.

On a ainsi detg(€) =1 ou encore, si & = (e1,---,ep), on a detg(ey, -, e,) = 1.

2. Propriétés.
Proposition. Si £ est une base d’'un K-espace vectoriel E de dimension n, alors toute

forme n-linéaire alternée f : E™ — IK est multiple de detg, i.e. il existe A € K tel que
f = A detg.

Preuve. Soit f: E™ — K une forme n-linéaire alternée sur E, posons A = f(E).
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e Si\#0, posons g = — [, alors g est une forme n-linéaire alternée sur E, et g(€) = 1,

donc g = detg, on en déduit que f = X\ detg.

e SiA=0, posons £ = (e1, -+, ey). Soit X = (x1,--+,x,) une famille de n vecteurs de E,
n

soit la matrice A = (a; ;) = Matg(X), on a alors xj = Zai,jei pour tout j € [1,n]. Donc
i=1

f(X) = f(al,lel +--tapién, o ;a1 p€l + -0+ an,nen)
se développe par multilinéarité en une somme
FX) =" g o) €om)
oeA

ot A = [1,n]I8"™ est Iensemble des applications de [1,n] sur lui-méme, les ay étant des
coefficients scalaires. En raison du caractére alterné de f, les termes f(ea(l), R ed(n)) sont
nuls lorsque o n’est pas injective, i.e. lorsque o n’est pas une permutation de [1,n]. Comme
fler, -+, en) est nul, en admettant que toute permutation se décompose en un produit de
transpositions, le caractére alterné, donc antisymétrique, de f donne aussi la nullité de
f(eg(l), Sy eg(n)). On a finalement f = 0.



Proposition (changement de base). Si £ et &£ sont deux bases de FE, alors
detg: = detg/ (€) - detg, autrement dit, pour toute famille X = (xy,---,x,) de n vecteurs
de FE avec n = dim(FE), on a la “relation de Chasles” detg:/(X) = dete/(€) - detg(X), soit

deter (1, -, xpn) = dete/ (€) - detg (z1, - -+, zp) -
Preuve. D’apres la proposition précédente, il existe un scalaire A tel que detgr = X detg,

et en évaluant sur la famille de vecteurs €, on obtient A = detg:(E).

Théoreme. Caractérisation des bases. Si £ est une base d'un IK-espace vectoriel de
dimension n, si X = (x1,---,z,) est une famille de n vecteurs de E, alors X est une base
de FE si et seulement si detg(x1,--+,x,) # 0.

Preuve. Si la famille X est liée, alors l'un au moins des vecteurs est combinaison linéaire
n

des autres, supposons par exemple que 1 = E a;x;, alors
=2

n n
detg(X) = detg (Zaixi,xg, . 795”) = Zai detg(x;, xa, -, xy)
i—2 i=2

en exploitant la multilinéarité de dete. Ensuite, son caractére alterné entraine que chaque
terme dete(x;, za, -, y), avec 2 < i < n, est nul. Donc detg(X) = 0.

Si la famille X est libre, alors c’est une base puisqu’elle est de cardinal n, on peut alors

considérer le déterminant en base X, et la “relation de Chasles” mentionnée ci-dessus donne
detg(X) . detX(E) = detg(é') =1 y

ce qui entraine en particulier que detg(X) # 0.

Calculs d’aires et de volumes. Dans IR?, le déterminant d’une famille libre de deux
vecteurs x1 et xzo relativement a la base canonique représente l'aire orientée du
parallélogramme construit sur les vecteurs 1 et x2, le signe étant positif ou négatif suivant
que la base (x1,x2) est directe ou indirecte.

Dans IR3, le déterminant d’une famille libre de trois vecteurs x1, xo et x3 relativement a la
base canonique représente le volume orienté du parallélépipede construit sur ces vecteurs,
le signe étant positif ou négatif suivant que la base (x1,x2,x3) est directe ou non.



I1. Déterminant d’un endomorphisme (programme PCSI)

Notation. Si X = (x1, -, x,) est une famille de vecteurs de E, si u est un endomorphisme
de E, on note u(X) la famille des vecteurs images: u(X) = (u(z1), -, u(zy)).

Proposition et définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit u € L(E)
un endomorphisme de E. Le scalaire detp (u(B)) ne dépend pas du choix de la base B de E,
on le note simplement det(u), c’est le déterminant de I’endomorphisme u.

Preuve. Soit B une base de E, soit Uapplication g : E™ — K définie par
VX = (21, -, 2n) € E" g(X) = detg (u(X)) = detg (u(z1), -, u(zy)) -

1l est immédiat de vérifier que g est n-linéaire alternée. Il existe donc un scalaire \ tel que
g = X detg. En évaluant sur la famille de vecteurs B, on obtient A = g(B) = detp (u(B)).
Amst VX € E"  detg (u(X)) = detg (u(B)) - detp(X) .
Soit B une autre base de E. On a alors, par la “relation de Chasles”
detp (u(B)) detp (B) - detp (u(B'))
= detp/(B) - detp (uw(B)) - detp(B')
= detg (u(B))

puisque detp: (B) - detg(B') = detp (B') = 1.
Relations & retenir: si u € L(E), si B est une base de F, si X € E",

det(u) = detg (u(B)) et detp (u(X)) = det(u) - detp(X) .

Remarque. det(idg) = detp (idg(B)) = detp(B) = 1.

Interprétation. Le déterminant d’un endomorphisme u est donc le coefficient multiplica-
teur qui s’applique au déterminant d’une famille de n vecteurs lorsqu’on leur applique u.
Ainsi, dans un plan vectoriel sur IR, si un endomorphisme u a pour déterminant le réel D,
alors u multiplie les aires orientées par le coefficient D. Dans un IR-espace vectoriel de di-
mension trois, un endomorphisme u de déterminant D multiplie les volumes orientés par D.

Proposition. Si u et v sont deux endomorphismes de F, alors
’det(u owv) = det(u) - det(v) . ‘

Preuve. En effet, si B est une base de F,
det(u o v) = detg (u(v(B))) = det(u) - et (v(B)) = det(u) - det(v) .

Proposition. Caractérisation des automorphismes.
Soit E un K-e.v., avec dim(E) = n, soit u € L(E). Alors u € GL(E) si et seulement si

det(u) # 0. Dans ce cas, on a det(u™")

B det(u)

Preuve. Si u est un automorphisme de E, la relation wou™' =id entraine

1 = det(idg) = det(u) - det(u"1) ,



1
donc det(u) # 0 et det(u™') = det(w)”
Siu € GL(E), alors si B est une base de E, la famille image u(B) n’est pas une base
de E, donc par la caractérisation des bases (paragraphe précédent), detg (u(B)) =0, soit

det(u) = 0.

ITI. Déterminant d’une matrice carrée (programme PCSI)

1. Définition et propriétés.

Définition. Soit A € M,,(IK) une matrice carrée d’ordre n. On définit le déterminant de
la matrice A, noté det(A), comme étant le déterminant, relativement a la base canonique
By de K", de la famille de ses vecteurs-colonnes (Cy(4),- -+, Cy(A)):

det(A) = detg, (C1(A),--,Cn(A)) .

Inversement, si BB est une base d’un K-espace vectoriel de dimension n, si X = (z1,- -, 2,)
est une famille de n vecteurs de E, alors

dets(X) = det (Matp (X)) .

Le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n est donc n-linéaire alterné par
rapport aux colonnes de la matrice.

Exemple. Voici une illustration de cette propriété de “multilinéarité”, ici plus précisément
de la linéarité du déterminant par rapport a la premiere colonne de la matrice:

au + fu y oz u oy oz vy oz
/ / / / / / / / ! !
au' +pv Yy Zl=alu oy Z|+p |V Yy =z
Oéull + ﬂv// y// Z// U/I yl/ Z// v// y// ZI/

De la n-linéarité par rapport aux colonnes, on déduit que, si A € M,,(IK) et A € K, alors
det(AA) = A" det(A) .
air1 -0 QA1n a1 - A1n
Le déterminant d’une matrice A = : : est noté det(A) =
Gn,1  *°° Qpnp Gn,1  ° Opnp
Pourn=2,si A= a2 o M2(K), on a det(A) =aj 1022 — a1,202,1.
az,1 a2

a1,1 ai2 a3
Pourn=3,si A= | a21 a22 a3 |,on ala “formule”

az;1 a2 0as3s
det(A) = a1,1a22a3,3 + a1,202,303,1 + 01,302,103,2 — 03,102,201,3 — (3 202,301,1 — (3302,1012 ,
que ’on peut retrouver par la disposition suivante :

a1 ai2 a13| a1 ai2
det(A) =|a2;1 a2 a23|az1 az2
azi1 ass G33|asi az2

que 'on appelle régle de Sarrus.



Attention! La regle de Sarrus est la pire des méthodes de calcul de déterminants dans la
mesure ou:

- elle conduit & une expression du déterminant sous forme développée et non factorisée ;

- elle ne se généralise pas aux dimensions supérieures a 3.

On l'utilisera donc le moins possible!!

Lien avec les déterminants d’endomorphismes. Si F est un IK-espace vectoriel de

dimension n, si u est un endomorphisme de E, alors det(u) = det (Matz(u)), ot B est une
quelconque base de E.

En effet, det(u) = dety (u(B)) = det (Matg(u(B))> = det (Matp(u)).

On en déduit que deux matrices semblables ont le méme déterminant.

Conséquence. Déterminant d’un produit. Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre
n, alors

| det(AB) = det(A) - det(B) . |

En effet, notons u et v les endomorphismes de IK" canoniquement associés aux matrices
A et B respectivement, notons By la base canonique de IK™, on a alors A = Matpg,(u),
B = Matg, (v), puis AB = Matg,(uov), donc en utilisant le paragraphe précédent,

det(AB) = det(uov) = det(u) - det(v) = det(A) - det(B) .

Caractérisation des matrices inversibles. Soit A € M,,(K). Alors la matrice A est

inversible si et seulement si det(A) # 0 et, dans ce cas, on a det(A™")

~ det(A)
C’est une conséquence immédiate de la propriété analogue vue sur les déterminants d’endomor-

phismes (“caractérisation des automorphismes”).

Remargque. On retrouve ainsi le fait que deux matrices semblables ont le méme déterminant.
En effet, si B = P~'AP avec P € GL,(IK), alors

det(B) = det(P™1) - det(A) - det(P) = -det(A) - det(P) = det(A) .

1
det(P)

Propriété admise. Une matrice carrée et sa transposée ont le méme déterminant:

det(AT) = det(A) .

On en déduit que le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n est aussi n-linéaire
alterné par rapport aux lignes de la matrice.

. Calcul des déterminants

a. Effet des opérations élémentaires

Des propriétés de définition, on déduit 'effet des opérations élémentaires sur les colonnes
dans un calcul de déterminant:

- Vopération C; <— C; avec i # j (échange de deux colonnes, ou “transposition”) change
le déterminant en son opposé, c’est le caractere “antisymétrique” d’une forme multilinéaire
alternée ;



- Vopération C; < AC; (multiplication d’une colonne par un scalaire, ou “dilatation”)
multiplie la valeur du déterminant par le scalaire A, c’est la linéarité par rapport a la j-eme
colonne ;

- Popération C; < C; + AC;j avec i # j (ajout & une colonne d’un multiple d’une autre, ou
“transvection”) ne modifie pas la valeur du déterminant.

Comme une matrice et sa transposée ont le méme déterminant, on déduit que les opérations
élémentaires sur les lignes ont le méme effet sur le calcul du déterminant d’une matrice
carrée.

b. Cas des matrices triangulaires

Proposition. Le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est le
produit de ses coefficients diagonaux.

Preuve. D’abord, si un des coefficients diagonaux est nul, alors la matrice est non inversible,
donc le déterminant est nul.

Si les coefficients diagonaux sont tous non nuls, on peut tranformer A en la matrice-unité
I, par des opérations élémentaires sur les colonnes (le lecteur détaillera) ; il suffit alors, a
chaque opération effectuée, de regarder ’effet produit sur le déterminant.

Muni de ce dernier résultat, les opérations élémentaires (sur les lignes ou colonnes) per-
mettent de mener a bien le calcul de nombreux déterminants classiques. On aura toujours
a ’esprit le fait qu’il est beaucoup plus intéressant de donner un résultat sous
forme factorisée que sous forme développée! On privilégiera donc les opérations
qui conduisent a des factorisations.

a
(b)
Exemple 1. Calculer le déterminant D,, = , en commencant par
(0)
@l

remarquer que la somme des coefficients est la méme sur chaque ligne (ou colonne).

a+b b+c c+a 1 1 1
Exemple 2. Démontrer 'égalité |a® +b> b*+c® 2 +a?|=2abc|a b ¢

A+ BP+E S+dd a b 2

Exemple 3. Calculer le déterminant de la matrice A = (a; ;) € M, (IR), avec a; ; = |i —j|.
On pourra commencer par effectuer les opérations C; <— C; — Cj_1 pour j de 2 a n.

c. Développement par rapport & une ligne ou une colonne

Définition. Soit A = (a; ;) une matrice carrée d’ordre n. Pour tout couple (i, j) € [1,n]?,
on appelle cofacteur d’indices (i, j) de la matrice A le scalaire

Ci,j = (71)2+] det(A;vj) 5
ou Ag’j est la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue & partir de A en supprimant la i-eme
ligne et la j-eme colonne.

Remarque. On dit parfois que Ag’j est une “matrice extraite” de la matrice A, et que son
déterminant det(A; ;) est le “mineur” d’indices (i,7) de la matrice A.



On a alors les relations suivantes :

Formule du développement par rapport a la i-éme ligne : si on fixe un indice de
ligne 7 € [1,n], on a

det(A) = Zamci,j .
J=1

De la méme fagon:

Formule du développement par rapport a la j-éme colonne : si on fixe un indice
de colonne j € [1,n], on a

det(A) = Zamci’j .
i=1

Conseil pratique. Avant de développer un déterminant par rapport & une ligne (ou
colonne), on commencera par faire des opérations élémentaires pour annuler beaucoup de
coefficients de cette ligne (ou colonne). Comme il est souhaitable de présenter un résultat
final sous une forme factorisée, la situation idéale est de développer par rapport a une ligne
(ou colonne) dont tous les coefficients sauf un sont nuls.

1 n ... e n
n 2 :
Exemple 1. Calculer D, =|: - -, en commencant par les opérations
: n—1 n
no... ... n ()

Cj+ C;—Cj_qypour jde2an.

n(n+1)(2n+1)
6

Exemple 2. On rappelle la formule Z k% = . Calculer le déterminant

k=1

n—1 n-—-2 --- 2 1 1

(n)

Exemple 3. La formule du développement par rapport & une ligne ou une colonne permet
des calculs de déterminants par récurrence sur la taille du tableau. Calculer par exemple le
déterminant “tridiagonal”



IV.

. Cas des matrices triangulaires par blocs.

Exercice II1.2.1. Soient n? fonctions a;; IR -+ R,avec 1 <i<netl<j<n Pour
ar1(z) - ara(x)
tout réel xz, posons f(z) = det A(x) = : :
an1(z) - ann(z)
a. On suppose que chaque fonction a;; est polynomiale, montrer alors que la fonction f
est polynomiale.

b. On suppose que chaque fonction a; ; est continue sur IR, montrer alors que la fonction
f est continue sur IR. [_]

Compléments (programme PSI)

e . A B A 0 , .
. _ _ . les . .
Proposition. Si M ( 0 D) ou M (C’ D) les blocs A et D étant des matrices

carrées, alors
det(M) = det(A) - det(D) .

Preuve. Supposons A € M,(K) et D € My(K). Soit M = < A B) avec B € M, ,(K).

Ogp D
On peut remarquer que M = PQ, avec

I, B A 0
p= (D ) et :( w) |
(Oq,p D ¢ Ogp Iq

Donc det(M) = det(P) det(Q). Par ailleurs, en développant q fois par rapport a la derniére
colonne, on voit que det(Q) = det(A). Et en développant p fois par rapport a la premiére
colonne, on voit que det(P) = det(D). Cela donne le résultat annoncé.

A 0
. ;))’q) avec C' € M ,(K).

Démonstration analogue si M = (

ATTENTION!! Ne pas chercher a inventer des formules générales pour exprimer le
A

C D
des cas particuliers, mais elles ne sont pas au programme! Cela peut toutefois faire I’objet
d’exercices, et en voici un:

déterminant d’une matrice M = < ) avec quatre blocs quelconques. Il y en a dans

Exercice IV.1.1. Soient A, B, C, D quatre matrices carrées d’ordre n telles que

. A B . . D 0,
CD = DC. Soit M = <C’ D) € Mz, (K). On introduit N = (—C’ In) € My, (K).

a. On suppose que D est inversible. En effectuant le produit M N, montrer que

det(M) = det(AD — BC)) .

b*. Montrer que 'application

A B

)\»—>det<C D — AL

) — det (A(D — A\I,) — BC)

est polynomiale. En déduire que le résultat du a. reste vrai si D n’est pas inversible (mais
en supposant toujours que C' et D commutent). D



Dy (x)
On peut généraliser la proposition ci-dessus. Si M = est triangulaire
(0) Dy,

k
supérieure par blocs, alors det(M) = H det(D;). Ici, les k blocs diagonaux Dy, - - -, Dy, sont
=1

des matrices carrées.

2. Déterminant de Vandermonde.

Définition. Si ag, a1, - -+, a,_1 sont n scalaires, on définit le déterminant de Vander-
monde par ) .
n—
1 ao ag S g )
1 a ay ceealm
Vn(a’07"'7an—1) = . .
2 n—1
I ap— Ap—1 Ap_1 (n)
Proposition. On a |V, (ag, -, an_1) = H (aj —a;) |
0<i<j<n—1

En particulier, ce déterminant est non nul si et seulement si les scalaires a;,
0<i<n-—1, sont deux a deux distincts.

Remarque. Dans cette formule, le produit est pris sur tous les couples (i,j) € [0,n — 1]?

-1
tels que i < j,il yen a <g) :%.

Preuve. Par récurrence sur n.

1 ap

Initialisation: Pour n =2, Va(ag,a1) = 1 4
1

= a; — ag, c’est exact.

Hérédité: Soitn > 2, supposons la formule vraie au rang n. Soient n+1 scalaires ag, - -, Gy
Deuzx cas se présentent:

- si les n premiers scalaires ag, -+, an_1 ne sont pas tous distincts, alors le déterminant
Viti1(ag, -+, an—1,a,) est nul car il a deux lignes égales, et le produit H (a;—a;) étant

ausst nul dans ce cas, ’égalité est prouvée. 0<i<j<n

- si les n premiers scalaires ag, -, G,_1 sont tous distincts, introduisons la fonction

f K - K
. r = f($>:Vn+1(a07”'7anflax) .
1 ao ai - ay
1 a ai - a?
On a donc f(x) = :
1 an—1 ap_y -+ an_,
1 =z z? "



Un développement par rapport a la derniere ligne montre que la fonction f est polynomiale
n

de degré au plus n, plus précisément f(x) = Zcmkxk ol ¢y i, est le cofacteur d’indices
k=0

(n, k) de ce déterminant (les lignes et colonnes étant numérotées de 0 a m), ces cofacteurs

Cni; Sont bien indépendants de la variable x. En fait, en utilisant l’hypothése de récurrence,

on a

Cn,n:Vn(a’Oa"'aan—l): H (aj_ai>7é07
0<i<j<n—1
ce qui prouve que f est de degré n exactement, et donne son coefficient dominant.

D’autre part, on connait n racines distinctes de ce polynome f qui sontlesa;, 0 <1 <n—1
(en effet, le déterminant f(a;) est nul pour i € [0,n — 1] car il a deux lignes égales). On
dispose donc de toutes les racines de ce polynome f, ainsi que de son coefficient dominant,
on en déduit que

Vo e K f(z) = [ H (aj—ai)] (x—ap)(x—a1) (. —an_1) .

0<i<j<n—1

En évaluant pour x = a,, on obtient

Vn+1(a03 Ty anfl,an) = f(an) = [ H (aj_ai)] (an_aO) T (an_anfl) = H (aj_ai) )

0<i<j<n—1 0<i<j<n

ce qui achéve la récurrence.

n—1
Exercice IV.2.1. Montrer que V,,(1,2,---,n) = H kO[]

k=1
Exercice IV.2.2. Soient n + 1 scalaires distincts ag, - - -, a,. Pour tout &k € [0,n], on pose
P, = (X + ai)". Montrer que la famille (Py,---, P,) est une base de l'espace vectoriel
K, [X]. [ ]
Exercice IV.2.3. Soient n scalaires distincts 7y, ---, r,. Dans lespace vectoriel KT,
montrer que les suites géométriques (7 )gen, - -, (1) ren sont linéairement indépendantes.

3. Interpolation de Lagrange.

Dans tout ce paragraphe, on considere n + 1 scalaires distincts, notés ag, a1, - -+, ay.

Si l'on fixe un indice i € [0, n], alors il existe un unique polynome L; dans IK,[X] tel que
Preuve. En effet, si un tel polynome existe, alors il admet pour racines tous les a; avec

j # i, il est donc multiple du polynéme H(X —aj), soit L; = (H(X — aj)) - Q, avec
J#i J#i
Q € K[X]. Comme L; est de degré au plus n, le polynome Q est nécessairement constant,



c’est un scalaire A € IK, on a donc L; = A H(X —a;). En évaluant pour X = a;, on

J#i
1 X —a;
obtient \ = H ( ) Finalement, L; = H ( 4 )
i T Y i T

Réciproquement, ce polynéme L; convient.
Définition. Les polynomes L;, 0 < i < n sont appelés polyndémes interpolateurs de
Lagrange en les points ag, - -+, ay.

Notons que V(i,7) € [1,n]? Li(aj) = 6; ; (symbole de Kronecker).

Proposition. La famille £ = (Lo, - -, L,,) est une base de K, [X].
Preuve. Comme Card(£) = n+1 = dim (K, [X]), i suffit de montrer la liberté de la famille.

n

Soient donc Ao, -+, Ap des scalaires tels que Z XiL; = 0. Fizons un indice j € [1,n]. En
i=0

évaluant cette identité polynomiale pour X = aj, on obtient \; = 0, ce qui achéve la preuve.

Proposition. Soit P € IK[X]. Alors I'expression de P dans la base de Lagrange £ ci-dessus
est n
P=> Pla;) L;,
i=0

autrement dit les coordonnées du polynéme P dans cette base sont les valeurs que prend le
polynome P en les points d’interpolation.

n
Preuve. Notons Ay, -+, A\ les coordonnées de P dans la base L, i.e. P = Z/\iLi' En
i=0
évaluant en l'un des points a; avec j € [1,n] fizé, on obtient immédiatement \; = P(a;).
Remarque. Un polynéme de KK, [X] est entierement déterminé par ses valeurs en
n+ 1 points distincts. Autrement dit, si on se donne n + 1 scalaires distincts ag, - - -, a,
et n+ 1 scalaires quelconques by, - - -, by, alors il existe un unique polynéme P € KK, [X] tel
que P(a;) = b; pour tout i € [1,n].
K,[X] — K"

En effet, Uapplication ¢ : est clairement linéaire. Elle est
P~ (P(ag), -, Play))

n
injective car, si o(P) = (0,---,0), alors P est multiple du polynéme H(X —a;) et, comme
i=0
deg(P) < n, cela entraine que P = 0. Comme les espaces vectoriels K, [X] et K" sont
de méme dimension finie, cela entraine que @ est bijective, ce qu’il fallait démontrer.

Le polynome P solution du probléme s’exprime dans la base de Lagrange:

Pngi@:ib,— H(f:j;)

i=0 i




n
Propriété. ZLi =1.
i=0
Preuve. Le polynome constant U = 1 admet pour décomposition dans la base de Lagrange:

n n
U= E U(CLZ)L“ soit U = E Lz
i=0 i=0
Lien avec les matrices de Vandermonde. Comme dans la remarque ci-dessus, on se

donne n + 1 scalaires distincts aq, ---, a, et n + 1 scalaires quelconques by, - - -, by, et on
recherche le polynéme P € K, [X] tel que P(a;) = b; pour tout ¢ € [0, n]. Notons ap, - -, an

n
les coefficients de ce polynéme P, ainsi P = Z o; X J. En écrivant les conditions P(a;) = b;
§=0
pour tout 4, on obtient un systeme linéaire de n + 1 équations a n + 1 inconnues:

Vi € [0,n] Zagajzbi,
=0

bo
que l'on peut mettre sous la forme matricielle VX = B, avec B = € Mpi1,1(K),
(67} bn
d’inconnue X = : € My 111(IK), et on constate que la matrice de ce systéme est une
an
1 ay ai - ay
i 1 a a? - af
matrice de Vandermonde V =V, 41(ag, -+, an) = | = ) ) € Mp41(K).
1 a, da - ay

Les scalaires a; étant distincts, on sait que cette matrice est inversible (son déterminant,
“de Vandermonde”, est non nul), on a donc un systeme de Cramer, et le probleme a une
solution unique (ce que l'on avait déja obtenu par des considérations plus théoriques).



