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PROBLEME 1

d’apreés une éprewve du Concours Mines-Ponts 2020, filiecre PC

1
e=l — __—_ et, comme

1. La fonction f : ¢+ t*“'e™" est continue sur ]0, +oo[. On a f(t) ~ t* ' =
t—0 tl-=

1
1 -z < 1, la fonction ¢ — pres est intégrable en 0, il en est donc de méme de f. Enfin,

t2ft)=t"Ttet — 0 par croissances comparées ,
t—+4oc0
1
donc f(t) = o(t—Q) lorsque t — 400, ce qui entraine son intégrabilité en +oo. La fonction
f est donc intégrable sur |0, +oo[, d’ott la convergence de l'intégrale I'(x), pour = > 0.

Cette fonction “gamma”, dite aussi “intégrale eulérienne de seconde espece” est tres utilisée
en mathématiques, et la question suivante montre qu’elle permet (& un décalage d’indice
pres) d’interpoler la suite factorielle puisque I'(n) = (n — 1)! pour tout n entier naturel
non nul.

2. Pour z > 0, on a

+oo t—4o00 +oo
M(z+1)= / t e tdt = [— t* e_t} + / ct* et dt =2 T(x),
0 t—0 0
cette intégration par parties étant justifiée par le fait que limt%e™ ! = lim t%e™! = 0
t—0 t—+o00
et par la convergence, déja démontrée, des intégrales I'(z) et T'(z + 1).
+oo
On a immédiatement I'(1) = e tdt = [— e*t] (J)roo = 1. Par une récurrence immédiate
0

a Paide de la relation obtenue ci-dessus, on a I'(n) = (n — 1)! pour tout n € IN*.

3. Il suffit de constater que

1 1 2
S (@ +0%) — Jab] = 5 (lal — )* > 0.

4. Soient f € E, et g € E,. Pour tout z € IR}, on a

1
277" f(x) g()] < 5 (%7 f(2)” + 2% g(2)?)
d’aprés Q3. Le majorant est, par hypothese, une somme de deux fonctions intégrables sur
IR’ , donc est intégrable sur IR’ . La fonction x +— x%e™" f(x) g(r) est majorée en valeur
absolue par une fonction intégrable, elle est donc intégrable sur ]0, +oo.

5. Il est clair que 0 € F,. La stabilité par combinaisons linéaires résulte de la question 4.: si
fE€E, g€ E, et A€lR, alors

Vo e RY ¥ e ® (M(z) + g(x))2 =\ 2%e ™ f(x)? + 22 2% e " f(z) g(x) + 2% e g(x)?

et chacun des trois termes est intégrable sur IR’ (le premier et le troisieme par hypothese
puisque ce sont des fonctions positives donc la convergence de I'intégrale équivaut a I'intégra-
bilité, celui du milieu grace & la question 4. ci-dessus). La fonction somme de ces trois
termes est alors intégrable sur IR puisque L'(IR%) est un espace vectoriel, ce qui signifie
que A\f + g € E,. L’ensemble E, est donc un sous-espace vectoriel de C(IR+,R).

6. Comme FE, est stable par combinaisons linéaires, il suffit de montrer que toute fonction
monomiale fj, :  — z*, avec k € IN, appartient & E,. Or, ceci résulte de la question 1.

+00 Foo
puisque, comme « + 2k + 1 > 0, l'intégrale / %" fr(x)* do = / o2k o= dg
0 0

converge, et a pour valeur I'(« + 2k + 1).



7. On obtient facilement <p(()0) () = po(z) =% e”

T

. puis vo(z) = 1.
Ensuite, ¢1(z) = 2 e, puis ¢} (2) = ((a+ 1)z —2*T) e " et ¢1(z) = —z+a+1.
Enfin, @o(x) = 22 e™% puis, apres calculs, ¢ (z) = 2% — 2(a + 2)z + (o + 1) (a + 2).

8. Par la formule de Leibniz, on obtient

Yp(z) = x7%€" kzi:o (Z) %(m”*a) ) (;L;(e—z)
= o 1:0 <Z) ' (j_li[ﬂ(a +j)>:17°‘+k (e
5o () (frees)

k=0 j=k+1

On obtient une expression polynomiale de degré au plus n, le coefficient de ™ étant (—1)",
un produit de zéro facteur valant toujours 1 par convention. Donc la fonction 1, est poly-
nomiale de degré n exactement, et de coefficient dominant (—1)".

9. L’existence de lintégrale définissant (f|g) est garantie par la question 4. Les caractéres

bilinéaire et symétrique de (|-) sont immédiats. Enfin, si f € E,,, par positivité de 'intégrale,
+oo

ona (f|f)= / z®e™® f(z)? dz > 0 puisque I'intégrande est une fonction positive. Et,
0

si (f|f) est nul, l'intégrande z — 2% e™® f(z)? étant continu et positif sur R7,, il doit
étre nul sur IR}, (théoréme de stricte positivité), ce qui entraine que la fonction f est nulle
sur IR’} , puis sur IRy par continuité en 0. On a donc bien un produit scalaire sur I'espace
vectoriel F,,.

10. De nouveau par la formule de Leibniz, si 0 < k<n—1,o0n a

k: . .
k dJ n—+a dki] —x
0w = () ) s )

=0

k

k , .
) (nta)nta—1)--(nda—j+ 1)zt (—1)F e,
%) J

Dans cette somme, les exposants n + a — j sont tous strictement positifs puisque j < n —1,
donc n+a—j > a+ 1> 0, donc chaque terme de cette somme (finie) tend vers 0 en 0,

donc lim ¥ (z) = 0.

z—0t
Le calcul ci-dessus montre aussi que
x k —
e? oW (z) = Z <?) ()" (n+a)(n+a—1)---(n+ta—j+1)a"T* e
j=0

(V]

et ceci tend vers 0 en +o0o puisque chaque terme tend vers 0 par croissances comparées.
X

On a donc P () = o(eif) lorsque z tend vers +o0o, pour tout k € [0,n — 1].



11. Si n > 1, une premiere intégration par parties donne

+o0 +oo
(umlin) = / 2 () V@) de = [ (@) o) o
+oo +oo
= [pn@ el V@] T [ Y@ e @)
0

Les questions 8. et 10., puisque ¥, est polynomiale, garantissent que le terme entre cro-

chets a une limite nulle en 0 et en +o0o (par croissances comparées en +o00). Cela justifie
+oo

lintégration par parties et donne 1’égalité (¢, |vy) = —/ Ul () oV (z) de.

m

0
En itérant k fois, on obtient, pour tout k € [0,n], ’égalité

+oo
(Gmlifn) = (~1)* / 4 (@) o) (@) dz

apres avoir constaté que les termes entre crochets sont toujours nuls (conséquence toujours
de la question 10. et du fait que 1, est polynomiale). Apres n itérations donc,

—+o0
(1) = (~1)" /O B0 (@) () da -

Si n > m, comme 1), est polynomiale de degré m, on a 1/)5,;‘) = 0 donc (¢, |th,) = 0. Par
symétrie du produit scalaire, on obtient le méme résultat si n < m. Ainsi, (¢, )nenN est une
famille orthogonale dans I’espace préhilbertien E,, i.e. (¢, |t,) = 0 si m # n.
+oo
12. De la question précédente, on déduit que ||[¢,[|2 = (¥nlthyn) = (—1)" / V™ (2) o () da.

0
Or, v, est une fonction polynomiale de terme dominant (—1)"z"™ d’apres la question 8.
Sa dérivée n-eme 9™ est donc la fonction constante de valeur (—1)"n! Il reste alors

—+o00 “+o0
|| = n! /0 on(z) dx = n! /0 " e Tdr=nT(n+a+1).

PROBLEME 2: Matrices magiques

d’apreés de vieur manuscrits

1. On a la relation de dépendance linéaire évidente ¢; +---+¢, =11 + -+ + 1, donc la famille
est liée.

2. Fy = (m Ker ZZ-) ﬂ ( ﬂ Ker cj), donc Fj est une intersection d’hyperplans (noyaux de
i=1 j=1

formes linéaires non nulles) de E, c’est donc un sous-espace vectoriel de E.

Remarque : si on note r le rang de la famille de formes linéaires considérée a la ques-
tion 1., on a alors dimFy, = n? — r. En effet, F, est I'ensemble des solutions d’un
systéme linéaire homogene & n? inconnues (les coeflicients d’une matrice M) et de rang r
(ces n? inconnues sont liées par r relations linéaires indépendantes). De la question 1.,
on déduit que r < 2n — 1, donc dim Fy > n? — (2n — 1) = (n — 1)



3. Soit A = (a;;) € M,_1(IR) donnée, la matrice M = (m; ;) € M,(IR) telle que

mi; =a;; pour (i,j) € [L,n—1]*;

n—1
My = — Zai,j pour i € [1,n —1] ;
j=1

n—1
Mn,j = —Zam pour j € [1,n —1] ;
i=1

Mpn = § Q; 5

(4,4)€[1,n—1]2
est clairement la seule matrice appartenant a Fy et satisfaisant les conditions demandées.
L’application ® : M,,(R) — M,,_1(IR) qui, & toute matrice M de E = M, (IR), associe la
matrice extraite de M obtenue en supprimant la derniére ligne et la derniére colonne, est
évidemment linéaire, sa restriction ¢ = ®| au sous-espace vectoriel Fy de E est donc aussi
Fo

linéaire. La propriété d’existence et d'unicité d’une matrice M de Fy dont les éléments m; ;
avec (,7) € [1,n — 1]? sont imposés (propriété démontrée ci-dessus) exprime exactement
le caractere bijectif de 'application ¢ qui est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels.
On en déduit que dim Fy = dim M,,_1(IR) = (n — 1)?, puis que le rang de la famille de
formes linéaires F = (I1,- -+, ln,c1,- -+, ¢n) est r =n? —dim Fy = 2n — 1 (¢f. remarque 4 la
fin de la question 2.).

4. Notons P € M,,(IR) la matrice canoniquement associée a la permuation circulaire des vecteurs

de base ep. — e = - = ep_1 — e, + e;. Alors la matrice
1 0 - 0 -1
-1 1 . 0

M=1,—P= 0 . e, el appartient & Fy et d(M) = tr(M) = n # 0.
: .. .. . 0
o -~ 0 -1 1

Si la forme lindaire d = tr appartenait & Vect(F), alors toute matrice appartenant a

n n
Fy = (ﬂ Ker li) m ( ﬂ Ker cj) appartiendrait aussi a Kerd, mais que nenni, ceci n’est
i=1

j=1
point (M = I,, — P ci-dessus est un contre-exemple), donc d & Vect(F).
5. La famille de formes linéaires G = (I, -+, ln,¢1, -+, Cpn, d) est donc de rang (2n—1) +1 = 2n.
Le sous-espace G, intersection de leurs noyaux, est donc de dimension n? — 2n.
1 -1
-1 1
6. Pour n > 4, la matrice M = (0) appartient & Go et 6(M) = —2 # 0. Pour
1 -2 1
n = 3, on bricole une matrice du genre M = | =2 1 1 qui semble répondre a la
1 1 -2

question.



7. Les exemples construits & la question 6. montrent que 6 ¢ Vect(G) (notation introduite
question 5.). La famille de formes linéaires H = (I1,- -, ln,c1, -, ¢, d,0) est donc de rang
2n + 1. L’espace vectoriel Hp, intersection des noyaux, est donc de dimension n? — 2n — 1.

8. L’ensemble H est clairement un sous-espace vectoriel de E (non vide et stable par combinaisons
linéaires). On a bien sir Hy C H et Vect(J,) C H puisque J, € H. Il est immédiat que
Hy N Vect(J,,) = {0} puisque J,, € Hy. Enfin, si M € H est une matrice magique, en posant
s=lL(M)y=--=l,(M)=c1(M) =+ =c,(M) =dM) = §(M), on vérifie facilement

que My = M — iJn appartient a Hy, ce qui fournit la décomposition M = (M— iJn) +£Jn
n n n
et achéve de démontrer que H = Hy + Vect(J,,). En conséquence,
dimH =dimHy +1=n%—-2n=n(n—-2).

9. Pour n = 3, on a dim H = 3 et une base de H est par exemple constituée des matrices

0 1 -1 1 -1 0 1 1 1
A=1-1 0 1 ; B=|-1 0 1 ; Js=11 1 1],
1 -1 0 0 1 -1 1 1 1
les matrices A et B constituant alors une base de Hy. Les matrices de H sont donc de la
forme
Y+ z r—Yy—+z —T+z
M=xA4+yB+zJ3=| —x—y+z z r+y+z
T+ z —xr+y+z —y+z

Onrésout {y+2z=3; z—y+z=4; —x+2z=>5} cequidonne {x=-1; y=-1; z=4}

3 4 5
et la matrice recherchéeest M = 6 4 2 |.
3 4 5



