EXERCICES sur les SERIES ENTIERES PSI2 2025-2026

Rayon de convergence.

1. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres E anpz™, avec
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(dans le d., le coefficient a,, est la n-éme décimale du nombre ).
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b. On a a,, = n si n est pair, a,, = — si n est impair. Dans les deux cas, — < a,, < n pour tout
n n
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n > 1. Les séries entieres E nx' et E — ayant toutes deux pour rayon de convergence 1
n
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(par application immédiate de la régle de d’Alembert), on déduit, par comparaison, que
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simplifications. Donc  lim Intl _ 4, puis R = 1
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d. La suite (a,) est bornée puisque 0 < a, < 9, donc R > 1. La série Zan diverge

grossiérement car il est bien connu que le nombre m n’est pas décimal (il est méme

irrationnel), donc les a,, ne peuvent étre tous nuls a partir d’'un certain rang, on trouve

donc dans la suite (a,) une infinité de termes supérieurs ou égaux a 1, cette suite ne peut
donc tendre vers zéro. On en déduit que R < 1. Finalement R = 1.

2. On suppose que 113_1 lan| =1, avec | € Ry = [0, +00]. Quel est le rayon de convergence
n——+0oo

de la série entiere E apz™ ?
n>0
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Montrons que le rayon de convergence est R = 7 avec les conventions habituelles (Z =0si
1
[ =400, et 7= +o0 si I =0). Posons J = {r € Ry | (a,7")nen est bornée}.

1
> soit r € R4 tel que r < T alors rl < 1 et, comme

*) : Vlan|r™ =1 V/lan) — 7,
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on a y/|an|r™ < 1 & partir d’un certain rang, donc aussi |a,|r" < 1 APCR, et la suite

(Jan|r™) est bornée, donc r € J.
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On a prouvé que {O, 7 { C J, donc R > T

1
> Soit » € R4 tel que r > 7 alors rl > 1 et, de (*), on déduit que |a,|r™ > 1 & partir d’un

certain rang, donc la série E a,r" est grossierement divergente, ce qui prouve que r > R.



~| =

1
On a ainsi montré que } T +00 { C [R,+0o0], ce qui entraine R <

Bilan. R = %

3. Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R € [0, +00].
n>0

a. Soit P un polynéme non nul. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere
Z P(n) a, 2".
n>0

b. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres Z anz®" et Z azz".

n>0 n>0

a. Allons-y par petites touches : d’abord, si deux séries entiéres Zanz” et Zb"z" sont
telles que a,, ~ b,, alors elles ont le méme rayon de convergence : en effet, si a,, ~ b,, alors
il existe des constantes C; et Cy strictement positives telles que C} |a,| < |bs| < Cola,]
a partir d’un certain rang. De |b,| > C} |a,|, on déduit que Rp < Ry, et de |b,| < Cs |ay],
on déduit Rg > R4, donc Rg = R4.

Si P est un polynéme constant non nul, la série entiere Z P(n)ay 2"

a aussi pour rayon
de convergence R (évident). Si P est un polynéme de degré d > 0, on a P(n) a, ~ Cn? ay,
ou C' est une constante non nulle (le coefficient dominant du polynéme P), il suffit donc de

montrer que la série entiere E n? a, 2" a le méme rayon de convergence que E anz”.
n>0 n>0

Or on sait que la série Z nayz" ale méme rayon de convergence R que la série Z an2"
puisque c’est (presque) sa série dérivée, il suffit donc d’itérer d fois ce raisonnement pour
conclure.

b. On sait que R = sup(J), avec J = {r € R; | la suite (a,7") est bornée }. Le rayon de con-
vergence R’ de Z anz®" est R =sup(J'),avec J' = {r € Ry |la suite (a,r*") est bornée }.
Or, r € J <= r? e J, donc lintervalle J' est constitué exactement des racines carrées
des éléments de J, puis R’ = V/R.

De méme, le rayon de convergence R” de E a? 2" est R = sup(J"), avec

J" ={r € Ry | la suite (a’ r") est bornée } = {r € R, |la suite (a, (v/r)") est bornée } .

En effet, une suite est bornée si et seulement si la suite des carrés est bornée. Donc

reJ' <= +r e J, lintervalle J est constitué exactement des carrés des éléments

de J, dott R" = R?.

Attention! Il aurait été faux de commencer la démonstration par : “la série entiere
. a 1 .

Zanz” a pour rayon de convergence R, donc lim ol o Je rappelle qu’il

n—+oo  Qp R
n’y a pas de réciproque a la regle de d’Alembert!




4. Soit une série entiere E a, 2" de rayon de convergence non nul. Montrer que la série entiere

n>0
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n

a un rayon de convergence infini.

Puisque la premiere série entiere a un rayon de convergence non nul, il existe un r > 0 tel
que la suite (a,r") soit bornée : |a,|r™ < M. On en déduit une majoration des coefficients

par une suite géométrique : |a,| < —,avec M >0 et r > 0.1 en résulte la majoration
r

n

Qn - N z . .
—| < et, comme la série entiére E a un rayon de convergence infini (c’est
n! nlrm nlrm
n>0
- . . " N an 2" .
une série exponentielle), par comparaison, la série entiere E — a aussi un rayon de
n!

n>0
convergence infini.



