COLLES de MATHEMATIQUES PSI2 2025-2026
Semaine 10 : du 01/12 au 05/12

Réduction des endomorphismes

Tout le chapitre, c¢f. programme précédent

Séries entieres
Tout le chapitre, i.e.

Notion de série entiere associée & une suite de coefficients (ay,).

Lemme d’Abel: si la suite (anzy) est bornée, alors, pour tout z complexe tel que |z| < |z], la
série E a,z" est absolument convergente.

Définition du rayon de convergence de la série entiere g anz" comme la borne supérieure, dans
[0,40c], de ensemble des r € R tels que la suite (a,7") est bornée.

La série entiere converge absolument pour tout z tel que |z| < R, diverge grossierement pour
tout z tel que |z| > R. Elle converge normalement sur tout disque fermé D(0, r) avec r < R.

Définition du disque ouvert de convergence D(0, R), de 'intervalle ouvert de convergence |— R, R|.

Comparaison: si |a,| < |b,| & partir d’un certain rang, ou bien si a,, = O(by,), alors R, > Ry.

Si |ag| ~ |b|, alors R, = Ry. Utilisations de la régle de d’Alembert.
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Rayon de convergence de la somme, du produit (de Cauchy) de deux séries entiéres.
Une série entiére et sa “dérivée formelle” ont le méme rayon de convergence, ou encore: les séries
entieres E anz" et E na,z" ont le méme rayon de convergence.

La fonction somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0 est de classe C*° sur
I'intervalle de convergence I =] — R, R[. Ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation
terme a terme, ses primitives sur I s’obtiennent par primitivation terme a terme.
Relation f®)(0) = klay.

Fonctions développables en série entiere (DSE), série de Taylor d’une fonction C*°. Unicité du
développement en série entiere. Formule de Taylor avec reste intégral.

Développements en série entiére des fonctions usuelles, & savoir exp, ch, sh, cos, sin, Arctan,
z—=In(l+z), z— (14+2)%

Démonstrations de cours ou proches du cours

o M = (61 g) est diagonalisable si et seulement A et B sont diagonalisables.

e Théoreme de Cayley-Hamilton. Preuve dans le cas diagonalisable.

e Lemme d’Abel. Définition du rayon de convergence. Nature de la série entiere Zanz" pour
z € C tel que |z| # R.

e Les séries entiéres E anz" et E na,z" ont méme rayon de convergence.

e Caractére C* de la somme d’une série entiere sur | — R, R[, relation f*)(0) = klag, unicité du
développement en série entiere.

e Développement en série entiere de (1 + x)“.



