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PARTIE A.

A.l.
A.2.

A.7.

A.8.

.Ilya(n

Le cardinal de S,, est n!

e On a § = {id{y}}, la seule permutation du singleton {1} est I'identité, qui n’est
évidemment pas un dérangement, donc d; = 0.

e Il y a deux permutations de 'ensemble {1, 2}: 'identité et la “transposition” 7 qui échange
les éléments 1 et 2. Seule cette derniére est un dérangement, donc ds = 1.

e Les six permutations de ’ensemble {1, 2,3} sont:

- identité ;

- les trois transpositions, échangeant respectivement 1 et 2, 2 et 3, 1 et 3 ;
- les deux permutations circulaires 1 +— 2+— 3~ let 1 — 3 — 2+— 1.

Seules ces deux dernieres sont des dérangements, donc dz = 2.

. Construire une telle permutation o revient a choisir un dérangement du complémentaire

[1,n] \ A, qui est de cardinal n — k. Le nombre de possibilités est donc d,_.

fagons de choisir ’ensemble A des points fixes de la permutation o (qui doit étre

k )
une partie a k éléments de ’ensemble [1,n]) puis, cet ensemble A étant choisi, il y a d,,—g
fagons de choisir un dérangement du complémentaire [1,n]\ A. Le nombre de permutations

de [1,n] ayant k points fixes est donc n) dp—p.

k

. En sommant ce que 'on vient d’obtenir en A.4. pour k allant de 0 a n, on obtient le nombre

total de permutations de [1,n], donc

-5 (o505 (1)

k=0 k=0 k=0
en observant d’abord la symétrie des coefficients binomiaux, puis en faisant le changement
d’indice k < n — k.

n

. On a évidemment 0 < d,, < n!, donc 0 < — < 1. Le rayon de convergence de la série

n!
entiere E —a" est donc au moins égal a celui de la série géométrique g ", soit R > 1.
n!

Les fonctions s et exp sont toutes deux développables en série entiére sur | — 1, 1], donc leur
produit & aussi, et on obtient le DSE de h sur | — 1, 1] par produit de Cauchy des DSE de s
et de 'exponentielle: pour z €] — 1, 1], en utilisant la relation obtenue en A.5.,

~d S A d
) = s@e = (L2e)(X5) =3 (X )
p=0 p: q=0 T n=0 p+qg=n p-¢
400 n dk; . 400 n n J?n
- LG (B () )%
n=0 k=0 n=0 k=0
“+o0
= Zz” .
Pour z €] — 1,1], on a h(a;;:i s(x) ¥ = ﬁ, donc s(z) = 18:;;. On constate que

lim s(z) = 400, donc R = 1. En effet, on sait déja que R > 1, et si on avait R > 1, alors
r—1-

la fonction somme s serait continue sur | — R, R[, et en particulier au point 1, ce qui est
incompatible avec une limite a gauche infinie en ce point.



d 1
Autre explication possible pour le rayon de convergence: en posant a, = —7:, b, = -
n! n!
et ¢, = 1, on a vu en A.7. que la série entiere cha@x est le produit de Cauchy des
séries entieres Z anx”™ et Z bpz". Le cours indique alors que R, > min{R,, Ry}. Comme

Ry =+ et R. =1, on déduit que R, < 1. Donc R = R, = 1.
PARTIE B.

B.1. La fonction f est de classe C* sur Dy, on peut donc, a tout ordre n, appliquer la formule
de Leibniz pour dériver n fois la relation (1 — ) f(x) = e™*. Cela donne

I _ . r(n—k) — (_1\" T
> (1) gr- o) 1P = (e
k=0

k
Or, pour k > 2, on a —(1 — z) = 0, il reste donc seulement les termes pour k = 0 et

) dzk
k=1, soit
(1—a) f(2) =n f V(@) = (~1)" ™" .
B.2. En évaluant pour z = 0, cela donne f(™(0) —n f"~Y(0) = (~1)". Or, la fonction f

coincide avec la fonction s sur | — 1, 1[ d’apres A.8., donc la série entiére Z —7:96" est la
n>0
série de Taylor de f, i.e. pour tout n entier naturel, d,, = f™ (0). On a donc la relation

Vn € IN dp, —ndp—1=(-1)".

d i —1)"
B.3. En divisant cette relation par n!, pour n > 1, on obtient — — —- LI (=1 . E

n (n—1!  n!
de  dpr (=D)F

sommant les relations — — = our k de 1 a n, on obtient, par télescopage
oG-l ® P ’ P Page;

n

dy, = (—1)F = (—1)F
—71:2( ) , soit encore dn:n!z( ) .

! k!
k=1 k=0

n _1\k “+o0 _1\k '
B.4. Comme lim (Z (kl')> = Z % =el= 1, on obtient d, ~ ~
! ! e

n—-+oo n—+oo e ’
k=0 k=0
d, 1 = d = d

. n o _ - ;. “n _1\n Yn N

B.5. On a ngr-li}oom = - # 0, donc les séries ZO ] et ZO( 1) ] sont grossierement
n= n=
divergentes.

PARTIE C.

C.1. Il est clair que les valeurs prises par la variable X sont les entiers de 0 a n. On peut
modéliser cette expérience aléatoire en attribuant a chaque invité un numéro de 1 a n, et
en attribuant aussi le numéro ¢ au chapeau de I'invité numéro %, pour tout ¢ de 1 a n. Pour
tout @ € [1,n], notons (%) le numéro du chapeau que récupérera I'invité numéro 4 a la fin
de la soirée, alors o est bien sir une permutation de Uensemble [1,n], i.e. ¢ € S,,. On peut
donc considérer que 'univers est 2 = S,,. Il reste a se persuader que cet univers est muni



C.3.

C.4.

de la probabilité uniforme, les n! permutations possibles des chapeaux étant équiprobables.
Dans ce contexte, le calcul de la loi de X se rameéne a un probléeme de dénombrement: pour
tout k € [0,n],

nombre de cas favorables  Card (Sﬁk)) _ (n) dp—k  dnk

P(X =k)= = -
( ) nombre de cas possibles Card(S,) k n! kl(n —k)!

en notant S,(Lk) I’ensemble des permutations de S,, ayant exactement k points fixes, et en
utilisant la question A.4. En utilisant enfin B.3., on obtient

(-1p

4!

n—k

1 dn_g 1
P(X:mzﬁ(n—k)!zﬁ D
=0

En particulier, la probabilité qu’aucun invité ne reparte avec son propre chapeau vaut

P(X =0)= n

nl’

et cette probabilité tend vers e™1 lorsque n tend vers Uinfini.

.2. Clairement, X = ZXi'

i=1
Chaque variable X; suit une loi de Bernoulli (puisqu’elle prend pour valeurs 0 et 1), dont

1

le parameétre est P(A;) = —. En effet, 'événement A; = {X; = 1} est constitué des
n

permutations o € S, telles que o (i) = ¢, il y en a autant que de permutations de [[1,n]\ {4},

d(A; - 1
a savoir (n — 1)1, donc P(4;) = Card(4;)  (n—-1)! 1

~ Card()  n! n’

n n 1
Par linéarité de l'espérance, E(X) = E(ZXZ) = ZE(XZ) =n-—=1.11y a donc, en
n
i=1 i=1

moyenne, un seul invité qui repart avec son propre cﬁapeau (et ceci pour tout m)!

Les valeurs possibles de la variable X;X; sont encore 0 et 1, c’est donc aussi une variable

de Bernoulli. Son parameétre est P(X;X; = 1). Or,

(X X;=1}={X;i =1 n{X;=1}=A4,n A ={ceS, |o(i)=icta(j)=j} .

Avec i # j, il y a autant de permutations de [1,7n] qui fixent i et j que de permutations de
—2)! 1

[1,n] \ {7,7}, soit (n —2)!. Donc E(X;X;) = P(X;X; =1) = (n " ) = E—t

Appliquons la formule de Koenig-Huygens: V(X) = E(X?) — E(X)2. Notons que

X2 — (ile>2ile2+ZXlX] ilXZ+ZXZX]

i i= i#]

On a en effet X? = X; puisque X; est & valeurs dans {0, 1}. Par linéarité de 'espérance,
1

E(XQ) = ZE(Xi) +ZE(Xin) =n- % +n(n—1)- m =2.
i=1 i#j

Enfin, V(X) = E(X?) - E(X)*=2-1=1.



PARTIE D.

. R e N N G S L BN B O G D L (1
D.1.On a }e n! —dn| =n! Z X —Z | n! Z | Or, la suite o
k=0 k=0 k=n+1 kEN

tend vers 0 en décroissant, donc le théoreme spécial des séries alternées permet de majorer
ce reste en valeur absolue par le premier terme négligé, i.e.

“+o0 k
-1) 1 1
1l —d |: ! § ( ( <nl =
e "n! n| = n! <n! .
| |
Vo k! n+1)! n+1
Pour n > 2, on a < —, donc le nombre d,, (qui est bien un entier naturel par

n+1 2
définition) est I’entier le plus proche du réel e 'n!

d "L (—1)k . )
D.2. Posons a, = — = g (=1) . Alors lim a, = 671, mais on a a, # et pour tout n:
n' =0 ' n—-4oo

k

1 1
en effet, comme a — Qop, = - < 0, la suite extraite (a est
’ ezl T Op )l (2n+1)! ’ (a2n)
strictement décroissante, et la suite extraite (agn41) est strictement croissante puisque
1

a —a = — > 0. Donc aucun terme ao, ou a ne peut
2n+3 2n+1 (2n n 2)! (2n n 3)! 2n 2n+1 p

étre égal a la limite. Si le nombre e était rationnel, i.e. si e = b avec p € IN* et ¢ € IN™,
q

alors e pl = 4 p! = ¢ (p — 1)! serait un entier, donc d,, qui est l'entier le plus proche de

e 1p! serait égal & e~ 1pl, mais cette égalité entraine ap = e~ 1, ce qui est faux. Donc e € Q.

"L (—1)F :
D.3. On a 6, = n! <e_1 - Z( k') ) Introduisons la fonction f : x — e™%, on a alors
k=0 ’

f®)(z) = (=1)ke™ pour tout k entier naturel, en particulier f*)(0) = (—1)*. Donc

. R A () PN
on = !(f(l) ;) it 0)>.

On applique alors la formule de Taylor avec reste intégral a f entre 0 et 1 a 'ordre n:

1 1—H" (n+1) 1 1
671 =n! / ( t) f (t) dt = / (1 _ t)n (_1)n+1 e—t dt = (_1)n+1e—1 / ue¥ du
0 0 0

n!

en posant t = 1 — u dans l'intégrale.

D.4. Pour tout u € [0,1], on a u"'e" < u"e". En intégrant cette inégalité sur [0,1], on a

1 1
|6ns1] =€t / u" et du < et / u"e" du = |d,],
0 0

la suite (|d,|) est donc décroissante. Par ailleurs cette suite tend vers zéro puisque

1
n+1"

1 1
0 <14, =e ! / ute® du < e lel / u" du =
0 0



D.5.0On a

)"+ et la valeur absolue

La série Z 0p, est une série alternée puisque d,, est du signe de (—1
du terme général décroit et tend vers 0, cette série est donc convergente.

1
|0n] = e_l/ u"e" du
0
n 1
= ¢! [u +1e“}1— ! / u" e du
n+1l lo n+1
1 1
(1—6_1/ u”“e“du)
n+1 0

1
n+1 ( | n+1|) 1 (—1)n+1
Comme ngr-sl-loo [0nt1] :ngrfoo |0,] = 0, on conclut que |4, | o 08 On e T
PARTIE E.
E.1. Parmi les involutions o de [1,n], il y a celles qui fixent n, c’est-a-dire qui vérifient o(n) = n,

E.2.

.. et les autres!

Il y a autant d’involutions de [1,n] qui fixent n que d’involutions de [[1,n]\{n} = [1,n—1]
(o doit induire une permutation de [1,n — 1] qui doit aussi étre une involution), il y en a
donc I,,_;.

Pour en construire une, o, qui ne fixe pas n, on choisit 'image k = o(n) de n dans [1,n—1],
il y a donc n — 1 choix possibles ; on a alors nécessairement o(k) = n et o doit induire une
permutation elle aussi involutive sur Uensemble [1,n] \ {k,n} de cardinal n — 2. Il y a alors
I,,—5 choix possibles pour cette permutation induite. Au final, il y a (n—1)I,,_o involutions
de [1,n] qui ne fixent pas n.

Bilan: I, =I,_1+ (n—1) I,,_o

Si on note Z,, 'ensemble des involutions de [1,n], on a Z,, C S, donc

n = Card(Z,,) < Card(S,) = n!
I
Comme 0 < —Y'L < 1, par comparaison a la série géométrique Z ", on déduit que le rayon
n!

s . N In n . 4 N
de convergence de la série entiere E — 2" est au moins égal a 1.
n!

E.3. Pour x €] — 1,1[, on a

" 400 n+1

d(2) — (1 +a)ule) = ZI . Zf T

n=0

’ﬂ

= Zml—n—ZI an D

Iyi1—1, —nl,_
- (11—10>+Z T g

n=1

=0

puisque Iy = I; =1 et que I,41 = I, + nl,—1 pour tout n > 1 d’apres E.1.



E.4.

E.5.

La fonction somme u est donc solution sur | — 1, 1] de I’équation différentielle ' = (1 + x)y.

2
x4+ L
Les solutions de cette équation sont les fonctions y = Ce  ° .

m+z—2
Enfin, C = u(0) =1 donc Vo €] —1,1] wu(z)=e¢ °

Pour z €] — 1, 1], on a donc

+ooIn . ; z2 +t© p too  2g
w) =3 e =t = () (g )

n=0 p=0 q=0
+oo .Tp +oo
Pour développer en produit de Cauchy, écrivons plutdt u(x) = <Z '> (Z bqazq>, oll
p=0 ¥ q=0
, 1
I’on a posé bgi = STE] et boks1 = 0. Alors,
+oo n b N 1 n
_ n _ J _ — | =
u(x) = cha: , avec cp= Z CE Z 25 el (n— 2h)! et N = bJ .
n=0 j=0 k=0
Par unicité du développement en série entiere, il est 1égitime d’identifier les coefficients:
N
1, 1 n
vn €N Hzgzkk!(n—zk)l avee V' = BJ '

. . . I,
Remarque. Le calcul ci-dessus montre que la série entiere E jx" est formellement le
n!

n>0
P x%a
produit de Cauchy des séries entieres g — et E 20l qui sont toutes deux de rayon de
o Pzt T
convergence infini (séries exponentielles). Le cours indique que la série entiere E —7:1:"
n!

n>0
a alors aussi un rayon de convergence infini. On a finalement

+ooI
Ve e R Z—?x”:e
n!

n=0

2
a5



